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AVERTISSEMENT 


Le présent ouvrage est le premier des cing tomes d'un Cours de Mathéma- 
tiques écrit à l'intention des élèves des classes de Mathématiques Supérieures 
et de Mathématiques Spéciales (types M et M’, P et P'). Il était à l'origine 
conforme aux programmes du 4 février 1972, et, dans son état actuel, il répond 
largement aux exigences des programmes du 16 septembre 1988. 


Au prix de quelques compléments nous avons fait en sorte que l'ouvrage soit 
utilisable par les étudiants des Universités. 


Conscients du fait qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien 
des façons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous 
n'avons, naturellement, pas l'intention de nous substituer — nous avons groupé 
dans chacun des cinq tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se 
reporter sans hésitation. ‘ 


Les deux premiers tomes sont consacrés à l’Algèbre et à ses applications à 


la Géométrie, les deux suivants à l Analyse, le dernier aux Applications de 
PAnalyse à la Géométrie. 


e Nous nous sommes efforcés de respecter au maximum l'esprit des 
programmes; il nous est toutefois arrivé de trailer certaines questions sous un 
angle plus général que celui qui y figure explicitement. Nous l'avons fait avec 
modération ; c'est ainsi que nous avons étudié quelques généralités sur les modules. 


e Nous avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La termi- 
nologie utilisée est en général celle des programmes. Précisons que : 


— pour nous, fout anneau possède un élément-unité, ce qui dispense de parler 
d'anneau unitaire (ou unifère), 


— nous imposons à tout morphisme d'anneaux de transformer l'élément- 
unité de l'objet en celui de l’image, ce qui évite l'introduction de la notion de 
représentation, 

— nous imposons à tout anneau intègre d'être commutatif. 


— nous convenons (au tome 11} que les formes sesquilinéaires sont semi- 
linéaires à gauche. 


VI AVERTISSEMENT 


e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ou- 
vrage, nous avons utilisé deux corps de caractères, les plus petits étant consacrés 


— d'une part à des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent 
être considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractères nor- 
maux, 


— d'autre part à des compléments réservés à une « seconde lecture» et 
qui, en fait, s'adressent exclusivement aux élèves des classes M'. 


e Nous avons utilisé le signe [, qui peut se lire : « la proposition en ré- 
sulte », pour matérialiser la fin d’une démonstration et annoncer l'introduction 
d’une idée nouvelle. 


e Le double astérisque, *.…,, permet d'isoler un résultat faisant intervenir 
des notions qui n’ont pas encore êté étudiées dans le Cours, mais qui sont con- 
nues du lecteur (à charge pour celui-ci de s'assurer qu’il n’y a pas de cercle 
vicieux ). 


e Le système de repérage est simple : le numéro du tome est indiqué en 
chiffres romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres 
arabes. C’est ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixième sous- 
chapitre du cinquième chapitre du tome I, (le numéro de tome n'étant pas spé- 
cifié lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité). 

Des exercices sont adjoints à chaque chapitre. Bien qu’ils soient de difficulté 
inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le 
lecteur de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en tête 
de chaque série. 
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ENSEMBLES. RELATIONS 
LOIS DE COMPOSITION 


1.1. ÉLÉMENTS DE LOGIQUE 


1.1.1. Assertions. Connecteurs 


1° Assertions, — Nous considérons la notion -d’assertion comme une 
notion première, que l’on ne pourrait définir qu’en utilisant d’autres mots qu’il 
faudrait, à leur tour, définir. 

Contentons nous donc de dire, de façon naïve, qu’une assertion est 
un énoncé ne contenant pas de variable (on dit quelquefois énoncé clos) 
susceptible de prendre l’une ou l’autre de deux valeurs logiques, le vrai (VU) 
ou le faux (F). 


2° Connecteurs logiques. — Soient À et B deux assertions. On constate 
que les tableaux ci-dessous, qui sont dits fables de vérité, permettent de leur 
associer cinq nouvelles assertions qui sont notées 


74, AAB, AVB, AB, A <= B 
ce qui se lit 
«non 4, Aet B, 4 ou B, À implique B, À équivaut logiquement à B». 


4 | 4 Al Blanslavsz a 824 

FAT dv) + ay ay ay 

F dr) a F F 
F|v) a ay F 
srl F M a 


Les symboles , À, V, —>, <= sont appelés connecteurs logiques 
de négation, de conjonction, de disjonction, d'implication, d'équivalence logique. 

Convention. — L'écriture 1 À se passe de parenthèse; c’est ainsi que 
71 4 À B signifie (71 4) A B, et non 1 (4 À B). 
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REMARQUE. — Si À est une assertion fausse, alors À —> B est une 
assertion vraie. 


GÉNÉRALISATION. — Etant données des assertions 4, B, C, …, les connec- 
teurs logiques permettent de construire de nouvelles assertions dites composées 
et notées P(4, B, C, …) dont on connaît, grâce à des tables de vérité, la 
valeur logique dès qu’on connaît les valeurs logiques des assertions 4, B, C, … 


3° Propriétés des connecteurs. — Soient P(4, B,C,..), Q(4, B, C, ..) 
des assertions dont les tables de vérité coïncident. Nous dirons que ces 
assertions sont faufologiquement équivalentes, ou, plus simplement, équiva- 
lentes ; nous écrirons : 


P(4, B, C, ….) = Q(4, B, C, 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les équivalences suivantes, 
valables quelles que soient les valeurs logiques de 4, B, C, … 


A4A=71(714); A=AVA; A=AAAÀA @ 
AAB=BAA; AVB=BVA (2) 
GAAB)AC=ANA(BAC); (AvVvBVvVC=AvV(BVC) (3) 
A = B=71AVB; ÀA<= B=(4 — B) A (B —- À) (4) 
1A4AVB)=7144A7B; 1UAAB)=7144v58B €) 


REMARQUE. — Les formules (4) et (5) — ces dernières étant appelées lois 
de Morgan — montrent que l’on aurait pu se limiter à introduire les deux 
connecteurs logiques 1 et A. 


Voici deux équivalences fort utiles dans la pratique : 


7(4 = B=A4A TB (6) 
A = B 


718 74. (U) 
Cette dernière est la base du raisonnement par contraposition. 


4° Tautologie. — Il existe des assertions composées qui prennent la 
valeur V indépendamment des valeurs logiques des assertions qui ont servi 
à les construire ; on dit qu’il s’agit de fautologies. En voici trois, qui jouent un 
rôle important dans le raisonnement mathématique : 


le tiers exclu: AV 14 
la non-contradiction : 71 (4 À 714) 


la fransitivité de l'implication : [(4 —> B) À (B CN = (4 = ©). 
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1.1.2. Quantificateurs 


1° Prédicats, 


* Atout réel x, nous pouvons associer l’assertion : « x est un entier impair », que nous 
notons A(x) ; c'est ainsi que A(—3) est une assertion vraie et que A(x) est une assertion 
fausse. En d’autres termes, nous disposons d’une application de IR dans l’ensemble à deux élé- 
ments {U,F} , 


Plus généralement nous appellerons prédicat tout énoncé A({x, y, ….) conte- 
nant des lettres x, y, …., dites variables, tel que, quand on substitue à cha- 
cune de ces lettres un objet d’un certain référentiel, on obtienne une assertion. 


Un prédicat à deux (resp. trois variables) est appelé relation binaire 
(resp. relation ternaire). 

11 va de soi que si l’on fixe l’objet désigné par y, A(x, y) devient un pré- 
dicat à la seule variable x. 


2° Quantificateurs. — Soit A(x) un prédicat à une variable x, qui 
représente un objet d’un référentiel £. Nous pouvons associer à A(x) les 
deux assertions ainsi définies : 


— La première, qui s'écrit: Vx A(x), s’énonce : « l’assertion A(a) 
est vraie pour tout objet a du référentiel ». 

— La seconde, qui s'écrit : 3x A(x), s’énonce : « il existe au moins 
un objet a du référentiel tel que l’assertion A(a) soit vraie ». 


Les symboles Ÿ et 1 sont respectivement appelés quantificateur universel 
et quantificateur existentiel. 


REMARQUES. — a) En cas d’ambiguité sur le référentiel, on écrira : 
VEx A; 3,x A(x) 
* ou encore, lorsque E est un ensemble : 
VxeE A(x; 3xEeE A(X., 


b) Il est essentiel de noter que les assertions V x A(x) et 3x A(x) ne 
contiennent pas la lettre x ; on dit que x joue le rôle d’une variable muette 
dans l'expression de ces assertions, ou encore que les symboles Ÿ et 3 sont 
mutificateurs. 


c) Sont vérifiées les deux équivalences tautologiques : 
7Gx 4AG)a Vx 7 4(, 
T(Vx 4AG)e1x 7 AG. 

En particulier, on utilise souvent : 


TIVx (PQ = Q@)]= 3x (PQ) À 7 QG). 
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Extension. — Nous aurons à utiliser l’assertion 3!x A(x), qui se lit : 
« il existe un et un seul objet a du référentiel tel que l’assertion A(a) soit 
vraie ». 


3° Généralisation. — Soit A(x, y) une relation binaire. Nous pouvons 
lui associer un certain nombre d’assertions, parmi lesquelles : 
— les assertions équivalentes : Vx (y AG»); Vy (x AG p}): 
— les assertions équivalentes : 3x G y AG»); 37 Gx 4G%}); 
— Jes assertions non équivalentes : V x (1 y A(x,y)); 17 (Vx A(x, »)). 


On peut, naturellement, concevoir d’autres généralisations. 


* EXEMPLE. — Soient R et R# l’ensemble des réels et celui des réels strictement positifs. 
La continuité de l'application j : IR — KR au point x, €lR se définit par le fait que l’assertion 
suivante est vraie : 


Vie Ge Lex (exo <a —> |f@)-f(x0)| < 9]} 


On notera que les lettres £, «, x, qui désignent des éléments des référentiels R#, R*,R, 
jouent un rôle muet. 
Dans la pratique, on se contente d'écrire, en omettant certaines parenthèses, mais en 
prenant bien garde de ne pas modifier l’ordre des quantificateurs : 
Ve>0 1a>0 Vx (lx—xol < à — f(x) —/{xo)l < €). 


La négation, en l’occurence la non-continuité de f au point x,, s’écrira abréviativement : 


3e>0 Va>0 3x (xx <a et [f)—-/ro)i > 2), 


1.1.3. Une simplification d’écriture 


Soit À une assertion. On peut considérer l’énoncé : « 4 est vraie », 
comme une nouvelle assertion, qui est d’ailleurs tautologiquement équivalente 
à À (il en est de même de l’assertion : & (4 est vraie) est vraie »). 

Dans la pratique, nous ne considérerons pas : & À est vraie » comme 
une assertion, mais comme l'affirmation que l'assertion À possède la valeur 
logique V ; nous nous contenterons même d'écrire, dans ce sens : « on à À » 
et même : « 4 ». Plus précisément, nous adopterons : 


Convention I. — Celui qui formule une assertion affirme qu’elle est vraie 
(à moins que le contexte n’indique le contraire). 


* C’est ainsi que quand on écrit : «2+2 = 4», on entend : « 2+2 = 4est une assertion 
qui possède la valeur logique Ù ». , 


Convention II. — Celui qui formule un prédicat affirme que l’on obtient 
une proposition vraie pour tout choix des variables dans leurs référentiels. 


* C’est ainsi que, quand, travaillant sur R, on écrit 0 & x?, on entend :« Vx 0 < x? est 
une assertion qui possède la valeur logique U ». , 
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1.1.4. Théorie et raisonnement mathématiques 


4° Signes. — Une théorie mathématique utilise trois sortes de signes : 


— des signes logiques, tels que 1 et À ; 
— des lettres, éventuellement affectées d’accents ou d’indices ; 


— des signes spécifiques d'une théorie déterminée (par exemple = et e 
pour la théorie des ensembles) ; 


Les lettres peuvent représenter soit des termes (ou objets étudiés dans la 
théorie), soit des relations entre ces termes. 

Un assemblage est une succession de signes écrits Les uns à côté des 
autres. 


2° Axiomes ; théorèmes, — Une théorie mathématique + est définie par 
la donnée : 


— de l'univers, ou collection des termes de la théorie ; 
— des axiomes de la théorie ou assertions admises comme étant vraies ; 
— des règles régissant l’usage des signes de la théorie ; 
— des schémas permettant de déduire des relations vraies, dites théo- 


rèmes, d’axiomes ou d’autres relations vraies ; une suite de telles relations 
est une démonstration. 


Une théorie est dite non contradictoire si elle ne conduit à aucun théorème 
de la forme À À 1 4. Le logicien Gôdel a montré qu’il est impossible de 
prouver que les théories que nous rencontrerons sont non contradictoires. 


REMARQUE. — Soit 7 une théorie non contradictoire et soit r’ la théorie 
obtenue en adjoignant à + un axiome À, les règles et schémas restant les mêmes. 
Si l’on prouve que r’ est contradictoire on peut affirmer que l’assertion À est 
fausse dans la théorie v, c’est-à-dire que 1 À est un théorème de +. Cette 
remarque est à la base du raisonnement par l'absurde. 

Une étude plus approfondie des méthodes de démonstration serait inté- 
ressante mais dépasserait de beaucoup le cadre de cet ouvrage. C’est pour- 
quoi nous nous limiterons à ces quelques considérations élémentaires. 


1.2. ENSEMBLES. APPLICATIONS 


1.2.1. Introduction à la théorie des ensembles 


Historiquement la notion d'ensemble a été dégagée des notions d’objer 
et de collection d'objets, que nous considérerons comme intuitives chez le 
lecteur. Au début, on a admis que toute collection pouvait être considérée 
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comme un ensemble ; or il s'est avéré que -— ainsi que nous le montrerons 
ci-dessous — parler de l’ensemble de tous les ensembles conduit à une contra- 
diction ; il a donc été nécessaire de préciser, et, en particulier, d’édicter des 
règles permettant de construire de nouveaux ensembles à partir d'ensembles 
connus. 

Sans entrer dans le détail d’une théorie axiomatique des ensembles, 
qui dépasserait largement notre propos, nous nous contenterons de dire 
qu'il s’agit d’une théorie au sens du n° 1.1.4; elle utilise les signes logiques et 
les règles introduites en 1.1.7 et 1.1.2 ; elle fait intervenir en outre deux signes 
spécifiques, = et €, dont nous allons maintenant parler. 


Egalité. — L'écriture a = b, qui se lit: «a égale b », signifie que les 
lettres a et b représentent le même objet. 


Après avoir pris connaissance des définitions données au n° 1.3.7, le lecteur vérifiera que 
l'égalité est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive. 


La négation de a = b s'écrit a £ b. 

Appartenance. — L’appartenance est une relation binaire entre termes 
de l’univers, que l’on écrit : x € } ou y3 x, et que l’on lit : « X appartient à 
y» ou «x est élément de y ». 


En fait il est d’usage, lorsque x € y, de dire que y est un ensemble et x 
un élément de l’ensemble y, mais cela est relatif. Un même terme peut se 
rencontrer à gauche ou à droite d’un signe e, donc être à la fois un ensemble et 
un élément (voir plus loin l’ensemble des parties). Toujours pour respecter 
l’usage, nous désignerons en général par des majuscules 4, B, …, des ensembles 
et par des minuscules a, b,.…., des éléments, cette distinction étant bien 
entendu arbitraire. 


La négation de x e y s'écrit x & y. 


Fnclusion. — DÉFINITION. — Soient À et B des ensembles. On dit que 
À est inclus dans B, et on écrit À < B ou B = À, si et seulement si 


Vx (xe 4) —= (xeB) 


On dit aussi que À est une partie, où un sous-ensemble de B. 
Le lecteur vérifiera que l'inclusion est une relation réflexive et transitive. 
La négation de À & B s'écrit 4 & B. 


1.2.2. Les axiomes de la théorie des ensembles 


1° Axiome d'extension. — AXIOME 1. — Les ensembles À et, B sont 
égaux si et seulement s’ils ont les mêmes éléments, ce qui s’écrit 
Vx (Xe À) <> (xeB) 
AUTRE ÉNONCÉ DE L’AXIOME D'EXTENSION : 


VA VB (A=B)<> (ACB)A(BC A). 
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2° Prédicat collectivisant. — DÉFINITION. — Soit Æ(x) un prédicat. On 
dit que Æ(x) est collectivisant en x si et seulement s’il existe un ensemble À tels 
que les objets x pour lesquels l’assertion Æ(x) est vraie soient précisément les 
éléments de 4, ce qui s’écrit 


Vx A) <= (xe À) 


D'après l’axiome [, l’ensemble associé à un prédicat collectivisant Æ(x) 
est unique. On Le note {x | 4(x}}. 


REMARQUE. — Etant donné l’ensemble À, le prédicat x e À est collec- 
tivisant et {x | x e A} n'est autre que À. Il existe donc des prédicats collec- 
tivisants. 


Nous allons montrer, par l’exemple de x # x, qu'il existe des prédicats non 
collectivisants, En effet, s’il existait un ensemble À tel que : 


Vx (xéx) = (xe4) 
on aurait en particulier, en faisant x = 4 : 


(AA) <= (AE À), 
ce qui est faux. 


3 Axiome de la paire. — AXIOME 2, — Soient a et b des objets. Le 
prédicat (x = a) v (x = b) est collectivisant en x. 

L’ensemble {x | (x = a) v (x = b)} est noté {a, b}. 

L'axiome 2 exprime qu'’étant donnés les objets a et b, il existe un ensemble 
dont les seuls éléments sont a et b. 


L'ensemble {a, a}, qu’on désigne simplement par {a}, est dit ensemble 
réduit au seul élément a; xe {a} équivaut à x = a; xe À équivaut à 
{x} € 4. 


4° Axiome de sélection et de réunion. — AXIOME 3. — Soit R(x, y) 
un prédicat tel que l’assertion 
My 3Z Vx Rx, y) — (xe 2) 
soit vraie. 


Alors, pour tout F, le prédicat : 3y (pe Y) A Rx, y) est collectivisant 
en x. 


Nous allons déduire de cet axiome deux corollaires (qu’en première 
lecture on pourra considérer comme des axiomes). 


COROLLAIRE I. — Soient E un ensemble et Æ(x) un prédicat. Alors le 
prédicat (x e E) À Æ(x) est collectivisant en x. 


L'ensemble {x | (Xe Æ) À Æ(x)} se note aussi {x € E | 4(x)}. 
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Voici uné ébauche de la démonstration. Soit Æ(x, y} le prédicat (x = y} À A(x). 
On constate qu'est vraie l'assertion : 


Vy  Vx RG y) + (re(r}) 
et par suite qu'est vraie l’assertion : 


Vy 3Z Vx R(X 7) —+ (xe 2). 


En vertu de l’axiome 3, le prédicat : 1y (pe Y)A Rx, p) est collectivisant en x pour 
tout Yet, en particulier, pour Ÿ = E. En d’autres termes le prédicat : 4 y (OEE)A (x=})AA(Xx) 
qui n’est autre que : (*eE) A # (x) est collectivisant en x. GC 


CONSÉQUENCE. — Il n'existe pas d’ensemble ayant pour éléments tous 
les objets de l'univers ; autrement dit l’ensemble des ensembles n'existe pas. 
Dans le cas contraire, on déduirait du corollaire I que tous les prédicats sont 
collectivisants, ce qui est faux d’après le 2°. 

e Voici trois autres applications du corollaire I, obtenues en utilisant 
d’abord le prédicat x Æ x, puis des prédicats de la forme xé BetxeB. 


a) Ensemble vide. — A tout ensemble E nous pouvons associer l’ensemble 
{xeE]x # x}, qui est une partie de E n’ayant aucun élément : nous le 
noterons provisoirement @. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — L’ensemble @,; est indépendant de E ; 
on l’appelle ensemble vide et on le note ©. 


Considérons deux ensembles E et F et associons leur @, et Q,. L’implica- 
tion P = Q étant vraie lorsque P est faux, nous avons : 


Vx (xe@r) # ed). 


Il en résulte: @, © @,. Parallèlement: 9,<@,. En conclusion 
De = Dr. [a] 


b} Différence de deux ensembles ; complémentaire. — DÉFINITION. — 
Soient À et B des ensembles, L’ensemble {x € 4 | x £ B} s’appelle différence de 
l'ensemble 4 et de l’ensemble B, on le note 4\B. Si, de plus, B © 4, alors 4\B 
s'appelle le complémentaire de B dans À, et peut aussi se noter C,B. 


On a, pour tout ensemble 4, 4\4 =@ et A\9 = 4. 
c) Intersection de deux ensembles. — DÉFINITION. — Soient 4 et B des 


ensembles. L’ensemble {x |(x € 4) A (x e B)} s’appelle intersection des 
ensembles À et B ; on le note 4 N B, ce qui se lit « À inter B ». 


Deux ensembles dont l'intersection est @ sont dits disjoints. 
La notion d’intersection sera reprise au n° 1.2.4. 
COROLELAIRE IL. — Soit E un ensemble. Le prédicat 
1Y ((XEeE)A(xeE X)) 
est collectivisant en x. 
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Le symbole U X désigne l’ensemble {x]3 X (XEeÆE)A(xE X}}, qui 
XéE 
s'écrit aussi {x]1KeE xe X}. 
Voici une ébauche de la démonstration. Soit R(x, X) le prédicat (Xe E}A (xe X). On 
constate qu’est vraie l’assertion : 
VX Vx Rx X) — (xeX) 
et, par suite, qu'est vraie l'assertion : 


VX 1Z Vx Rx X) => (xeZ) 


En vertu de l'axiome 3, le prédicat : 3 X (Ye Y)A R(x, X) est collectivisant en x pour 
tout Y et, en particulier, pour Y = £. En d’autres termes le prédicat : 3 X (XEeE)A Rx, X}, 
qui n’est autre que : 1 X (XEE}A (xe X) est collectivisant en x. 


Voici des cas particuliers. 


e Etant donnés des ensembles 4 et B, l’axiome 2 permet de leur associer 
l’ensemble E = {4, B}. En appliquant le corollaire-II à E, on obtient un ensem- 
ble, qui est appelé réunion de À et B, et noté À U B, ce qui se lit « À union B»; 
cet ensemble peut se définir par : 


AUB={x[(xe À) v (xeB)}. 


e Soient a, b,c des objets. L'axiome 2 ayant permis de définir {a, b} 
et {c} nous disposons maintenant de {a, b} U {c}, qui est l’ensemble dont 
les seuls éléments sont a, b,c; on le note {a,b,c}. On pose de même 
{a, b, c, d} = {a, b, c} L {d}, etc, 

e Soient 4, B, C, D des ensembles. Nous venons de définir l’ensemble 
{A, B, C, D}. En lui appliquant le corollaire I, nous définissons un ensemble, 
qui sera dit réunion des ensembles 4, B, C, D et noté À LU BL CL D, etc. 

La notion de réunion sera reprise au n° 1.2.4. 


5° Axiome des parties, — AXIOME 4. — Soit E un ensemble. Le prédi- 
cat X © E est collectivisant en X. 


Autrement dit, il existe un ensemble unique, dont les éléments sont les 
parties de E ; on le note S(E) ; S et E sont des éléments de T(E). 


REMARQUE. — #(@) = {9} ; on ne confondra pas @, ensemble sans 
élément, et {@}, ensemble à un élément unique. 


6° Couple. — DÉFINITION. — Soient a et b des objets. L’ensemble 
{{a}, {a, b}} est appelé couple formé de a et de b ; on le note (a, b). 


PROPOSITION. (a, b} = (a, b) + (a = a) À (= b). 


Partons de l’hypothèse (a, b} = (a', b'). Si l’on avait a Æ a’, il en résulterait successivement 
{a} # {a’}, {a} = {a’,b'}, a = a! ; d’où une contradiction. On a donc {a} = {a’}, et, par 
suite, {a, b} = {a, b'}. 


D'où : (b = a) v (b = b'). Or, même si b = a, alors {b} = {a, b'} et Bb = b'. 
La première assertion entraîne donc la seconde. La réciproque est triviale, 
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Ce théorème permet de parler d’un couple €, de ses projections pr, c 
et pr:c, telles que c = (pr, c, pr, c) ; on peut dire coordonnées, au lieu de 
projections. 


Produit de deux ensembles. — Soient À et B des ensembles. Remarquons 
que si a e À et b € B, alors (a, b) eS(F(A L B)). Il en résulte que le prédicat : 


(x est un couple) À (pr, x € À) A (prx € B) 
est collectivant en x, ce qui permet de poser 
DÉFINITION. — Soient 4 et B des ensembles. L’ensemble 
{x | 344 35h x = (a, b}} 
est appelé produit de À et B et noté À x B ce qui se lit « À croix B ». 


On peut définir Ax BxC comme étant le produit (4x B)xC; les 
éléments de cet ensemble sont dits triplets. *Plus généralement, on définirait 
les n-uples). , 

À titre d’exercice, le lecteur vérifiera que, si À, B sont des ensembles 
quelconques, et 4’, B' des ensembles non vides: 

((A'x 81) € (AXB)) <> ((4' © À) A (B' © B)) 
et : 
(AXB = @) <= ((4=9)v (B=@)) 


7° Axiome de l’infini. Axiome du choix. — AXIOME 5. — IE existe un 
ensemble naturel. 


Cet énoncé sera expliqué au n° 1.4.7, 1°; on l’appelle quelquefois 
axiome de l'infini. 


AXIOME 6. — Æ(x, y) étant un prédicat à deux variables *Xe£ et er, 
on a, en désignant par F l’ensemble des applications de E dans F (cf. 1.2.3) : 


Vex Cry AG y) + f (Var 4 G f(x) 


Intuitivement cela signifie que lorsque le graphe T° de la relation #(x, p), 
(cf. 1.2.3), vérifie la condition V,;x (1:y (x, y))}, alors pour tout xeE, 
on peut « choisir » un ye F tel que (x, p}e F, et concevoir l’ensemble de 
ces choix. 


Cet axiome 6, appelé axiome du choix est souvent utilisé, et parfois 
même sans que l’on en ait conscience, tant son Caractère peut paraître 
« évident ». 


L'une de ses conséquences importantes est le théorème de ZORN, que nous n’aborderons 
pas ici. Cependant il nous arrivera de signaler — par exemple au chapitre 9 — quelques 
résultats qui découlent de ce théorème ; ils seront signalés par un trait tremblé et devront être 
considérés comme indépendants du reste de l'ouvrage ; ils pourront être réservés à une seconde 
lecture. 
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8° Nous arrêterons ici la liste des axiomes, qui sera suffisante pour ce cours ; 
d'autre part nous n’aborderons pas le problème de l'indépendance et, en 
particulier, celui de [a non-contradiction de ces axiomes. 


1.2.3. Application 


1° Graphes. Correspondances. — DÉFINITION I. — On appelle graphe tout 
ensemble dont les éléments sont des couples. 


A partir de l’axiome de sélection et de réunion on démontre le théorème 
suivant (qu'en première lecture on pourra considérer comme un axiome) : 

THÉORÈME. — Soit [un graphe. Il existe un et un seul ensemble, noté 
pr, F (resp. pr, T°), possédant la propriété suivante : 

Vx (ep D <+ Gr Gynel 
[resp. Vy GLeprn D <= Gx (&yrjelDl. 
On l'appelle première (resp. deuxième) projection de T. 
Voici une ébauche de la démonstration. Désignons par Æ(x, z) le prédicat : x = pr, z 


(qui se lit «z est un couple et x en est la première projection»). On constate qu'est vraie l’asser- 
tion : 


Vz Vx Rx 2 = (re{priz}) 
et, par suite, qu'est vraie l’assertion : 


Vz 3Z Vx Rx 2) —> (xe 2). 


En vertu de l'axiome 3, le prédicat : 3 z (ze Y) A Rx, y) est collectivisant en x pour tout 
F ct, en particulier, pour Y = I. Autrement dit, le prédicat : 1z (2€) A (x = pri z) est 
collectivisant en x. 


REMARQUES. — 4) Tout graphe dont une projection est @ est, lui-même, l'ensemble vide. 


B} Tout graphe T° est une partie d’un ensemble produit (à savoir pr, L'xpr, lou, plus 
généralement, 4 x B avec À > pr, let B = pr, l'}. Inversement, il est évident qu’une partie 
d’un ensemble produit est un graphe. 


DÉFINITION IL. — Soient FE et F des ensembles. On appelle correspondance 
de E vers F tout triplet de la forme (T°, E, F) où F est une partie de ExF. 

Etant donnée la correspondance (T, £, F), on dit que E en est l’ensemble 
de départ, F l'ensemble d’arrivée, T le graphe, pr, T l’ensemble de définition, 
pr, T l’ensemble des valeurs (ou image). 


REMARQUE. — Soient E et F des ensembles. A toute relation binaire (ou prédicat à deux 
variables) Æ de E vers F, on peut associer la correspondance (T, £, F) qui admet pour graphe 
le sous-ensemble de ExF: 


T={GeExF| 4(x, y} 


On dit que Fest le graphe de la relation 4. 

Inversement, à toute correspondance (l°, £, F) on peut associer une relation binaire 4 de 
Æ vers F en convenant que Æ{x, y} signifie (x, y)eT. 

On peut ainsi « identifier » les relations de Æ vers F et les correspondances de E vers F. 
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DÉFINITION IIL. — On qualifie de fonctionnel tout graphe T° tel que, pour 
tout x, il existe au plus un y vérifiant (x, y}eT. 

Le lecteur remarquera que, dans les classes secondaires, il a implicitement 
appelé fonction toute correspondance dont le graphe est fonctionnel, et appli- 
cation toute correspondance dont le graphe est fonctionnel et dont l’ensemble 
de définition coïncide avec l’ensemble de départ. Nous retiendrons la notion 
d’application, que nous allons maintenant expliciter et étudier. 


2° Applications. — DÉFINITION. — Soient E et F des ensembles. Une 
application de E dans (ou vers) F est une correspondance / = (1°, E, F) telle que 


VxeE 1!lyeF (xpyer. @ 


Soit f une application de E dans F (ce que nous écrirons abréviativement : 
«soit f:E — F»). Etant donné x e E, l’unique élément de F qui lui est associé 
par (1) se note f(x) : on dit que x est un antécédent — pas forcément unique — 
de cet élément de F. 


L'application f peut s’écrire x + f(x), la lettre x étant alors muette. 


Egalité. — L'égalité des applications f : E— F et g : E'—> F' équivaut 
d’après la définition même, à l'égalité E — E' des ensembles de départ, à 
légalité F = F' des ensembles d'arrivée et à celle des graphes, qui se traduit 
par 


VxeE  f@)=390@) 


PROPOSITION. — Soient E et F des ensembles. Les applications de E dans 


F constituent un ensemble que l’on note F(E, F). Les graphes de ces applica- 
tions constituent un ensemble que l’on note F°. 


Les applications E —+ F sont des triplets (FT, Æ, F) particuliers et a fortiori 
des éléments particuliers de l’ensemble-produit SE x F}xS(E) x %(F). D’après 
l’axiome de sélection, elles constituent un ensemble. 


De même, les graphes des applications E —+ F sont des éléments parti- 
culiers de F(EXF) ê CO 


Notons que Tr (T, E, F) est une bijection (cf. 4°) de FE sur F(E,F); 
on l’appelle bijection canonique: elle permet de traduire toute proposition 
relative à l’un des ensembles F ou F(E, F) en une proposition relative à 
l’autre; on dit qu’elle permet d’«identifier» les deux ensembles. 


EXEMPLES. — a) L'application x + x de E dans E est dite application identique de E ; 
elle se note Ids. 


b) SoitE & F. L'application x + x de E dans Fest dite injection canonique de E daûs 
F ; elle se note j. 
REMARQUE. — Soit F un ensemble. Toute application @ —+ F a néces- 


sairement @ pour graphe et ne peut être que la correspondance (@, 9, F). 
On constate qu’inversement cette correspondance vérifie (1). Il existe donc 
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une et une seule application @ — F; si F = @ on dit qu’il s’agit de lappli- 
cation vide. Cette remarque sera utilisée en analyse combinatoire (1.4.4). 


Restrictions et prolongements. — On dit que les deux applications 
J:E — Feth:G — H coïncident sur une partie À de E A G si, et seule- 
ment si 


VxeA f(x) =AhG) 
— Soient À € Eetf:E — F. On appelle restriction de f à À l’applica- 
tion f, : À —- F qui coïncide avec f sur 4. On peut la noter aussi f|4. 


— Soient f: E —> F et h : G—- H deux applications. On dit que h est 
un prolongement de f si et seulement si £ € G, F & H et si les deux ap- 
plications coïncident sur Æ. En particulier, toute application est un prolonge- 
ment de l’une quelconque de ses restrictions. 


3° Composition des applications. — DÉFINITION. — Soient f : E —> F 
et g : F —> G des applications. L'application À : E — G définie par 


VxeE  h()=4lfl 

est dite application composée de f et g, et notée g © f, (ou gf lorsqu'il n’y a pas 
d’ambiguité). 

EXEMPLE, — Soit f:E-> F. Ona: Id,of=f et fold, =/f. 

Soient f:E — F,g:F—>G, à: G—- H. On vérifie l’« associativité » 

hog)of=hoGgof 

qui permet d'écrire h © g © f, sans parenthèse. 

4° Injection - Surjection - Bijection. — DÉFINITION I. — Une injec- 


tion est une application telle que, toutes les fois que deux éléments de l’espace 
objet sont distincts, leurs images sont distinctes. 


On en déduit que f: E —> F est une injection si et seulement si: 
VxeE Vr'eE f)=/f0@) = x= x 
Notons que toute application @ —> F est ainsi une injection. 


DÉFINITION IL — Une surjection est une application telle que tout 
élément de l’ensemble d’arrivée possède au moins un antécédent. 


DÉFINITION III. — Une bijection est une application telle que tout élément 
de l’ensemble d’arrivée possède un et un seul antécédent. 


En d’autres termes, une bijection est une application qui est à la fois une 
injection et une surjection. 


(On emploie aussi les termes : « application injective, surjective, bijective »). 


EXEMPLE, — L'application I, est une bijection. 
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PROPOSITION, — La composée de deux injections (resp. surjections, bijec- 
tions) est une injection (resp. surjection, bijection). 
Démonstration facile, laissée au lecteur. 


5° Application réciproque. — LEMME. — Soientf:E— Fetg:F—G 
deux applications. Si g © f est injective, alors f est injective, Si g © f est sur- 
jective, alors g est surjective. 


— Par hypothèse go f'est injective. Pour tout (x, x’) e E?, tel que x £ x’, 
on a g[ (9) # g[f(x')l ce qui exige f(x) £ f(x") ; f est donc injective. 

— Par hypothèse g o f est surjective. Pour tout z e G, il existe xeE 
tel que g[/(x)] = z ; z admet au moins un antécédent par g, à savoir f( ; 
g est donc surjective. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit f : E —+ F. Pour que f soit bijective, il 
faut et il suffit qu’il existe une application g : F —> E vérifiant 
gof=Ild et fog= Id. @) 


Lorsqu'elle existe, l’application g vérifiant (2) est unique ; elle est bijec- 
tive; on l’appelle application réciproque de f; on la note #7 !. 

— S'il existe g : F—>E vérifiant (2), alors, d'après le lemme, f est 
surjective comme Id; et injective comme Id, ; f est donc bijective. 

Symétriquement g est bijective. 

— Si f:E—+ Fest bijective, alors il existe une application g : FE 
qui vérifie (2), à savoir l'application qui à tout élément de f associe son unique 
antécédent par f. 

Enfin si g, et g sont deux applications de F dans E vérifiant (2), on a : 


9190/9092 = MrO092=923 910$f092= 910 Ïdr = 9: 
D'où : 92 = 91 


APPLICATIONS. — a) On appelle involution toute application f':E —+E 
telle que fo f = Id,. Il résulte du théorème précédent qu’une telle application 
est bijective et que f 1! = f. 


b) Soient f: E —+ F et g: F — G des bijections. On sait que gof 
est une bijection. On constate : 
f'og''ogof=ld, et gofof log"! = Idr. 
On en déduit : @gofy'=f'og"t 
6° Images directe et réciproque. — Soit f:E — F. On peut associer 
à f les deux applications f : S(E) —- F(F) et f : F(F) — TE) définies par 
VAES(E) f(4)={yeFl3xeAÀ fo = y} 
VBEeS(F) Â(B)=-{rxeE|feB} 
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Par abus de notation, on écrit /(4) pour f(4) et f !(B) pour /(B). Ondit 
que (4) est l'image directe de À par f et que f ”!(B) est l’image réciproque de 
B par f. 


REMARQUES. — a) Il peut se faire que f(E), que l’on appelle image ou 
ensemble des valeurs de l'application f, soit réduit à un élément de F ; on dit 
alors que l’application f est une constante. 


b) l'application / est surjective si et seulement sif(E) = F. 

DD =0: fD=0; f'(P=E. 

d) Si f est bijective, f 7 !(B) est l’image directe de B par f”!. 

e) Etant données les applications f : £ — Fetg : F— G,ona: 


VAEŸ(E) ( 0 f)(4) = g[f(AN 
VCeS(G  G@of) (© =f "le" (C)] 


T° Parties stables; parties invariantes; applications induites. — 
DÉFINITION. — Soit f une application d’un ensemble ÆE dans lui-même. On 
appelle partie de E stable (resp. invariante) par f toute partie À de E telle que 
f(A) « À (resp. f(4) = A). On dispose alors de l'application g : 4 — 4 
qui coïncide avec f sur À; on dit que g est l’application induite par f sur A. 

On notera que l'application induite g et la restriction de f à À diffèrent 
(pour À # E), en ce sens que les ensembles d’arrivée ne sont pas les mêmes. 


8° Equations. — Soient f:E — F et g : E—+ F. Tout élément x, e E 
tel que f{xo) == g (x) est dit solution de l'équation f(x) == g (x), à l'inconnue x. 
Résoudre cette équation c’est étudier l’ensemble de ses solutions (sous-ensemble 
de E). Une équation dont l’ensemble des solutions n’est pas vide est dite 
compatible. 


CAS PARTICULIER IMPORTANT. — Il s'agit de f(x} = g(x), où l'application 
g est une constante ; l'équation s'écrit alors f(x) = yo, où y, est un élément 
donné de F ; l’ensemble des solutions est f !({y0}), que, par abus de langage, 
on note parfois f ! (yo). 


9° Familles. — Dans ce premier chapitre, nous distinguerons les notions 
de famille et de famille d'éléments d'un ensemble. 


a) Dans certains cas, un graphe fonctionnel reçoit le nom de famille; 
la première projection est alors appelée ensemble des indices, tandis que la 
seconde projection est appelée ensemble des éléments, où image. 

Une famille est en général notée (x;),.,; on entend ainsi préciser que 
l’ensemble des indices est 7 et que la famille est engendrée par le couple 
G, x) lorsque i décrit Z. La famille est dite : 


— identique si et seulement si: Vie] x = 
— injective si et seulement si: V(ijjel? GA£j) — (xi# x). 
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Pour faciliter l’interprétation de certains résultats, il nous arrivera de 
parler de famille d’ensembles. 


b} Soit E un ensemble (qui pourra être l’ensemble des parties d’un autre 
ensemble). Dans certains cas une application dont l'ensemble d’arrivée est 
Æ reçoit le nom de famille d'éléments de E; l’ensemble de définition est alors 
appelé ensemble des indices ; on adopte en général la notation (x;);.1 (x: € E): 
on entend ainsi préciser que l’ensemble des indices est 7 et que l’application 
donne de i € I l’image x; e FE; lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité, on se dispense 
d'écrire (x;e E). 


— On appelle sous-famille (resp. sur-famille) d’une famille d'éléments 
de E toute restriction (resp. tout prolongement) de l'application considérée. 
— L'injection canonique d’une partie X de Æ dans E peut être consi- 
dérée comme la famille (x;);.x d'éléments de E telle que: VieX x;=i. 


*c) Dans les deux cas a) et b), Lorsque l’ensemble des indices est l’ensemble 
des entiers naturels (resp. un ensemble fini} on parle de suite (resp. système), 
au lieu de famille, 


1.2.4. Opérations sur les ensembles 


1° Réunion — Le symbole (4;);., désigne indifféremment une famille 
d’ensembles ou une famille de parties d’un ensemble. En raisonnant comme 
au 1.2.2, 4°, (corollaire ID), à partir de l’assertion vraie 
Vi Yx (GEDAGE 4) => (re 4) 
on montre qu'est collectivisant en x le prédicat : 


di GeDA(xE À;), que nous écrirons: die Xe À; 


D'où le résultat (qu'en première lecture on pourra considérer comme un 
axiome). 


THÉORÈME ET DÉFINITION I. — Soit (4,),., une famille d’ensembles (resp. 
une famille de parties d’un ensemble). T1 existe un ensemble défini par 


{xliiez xe Ai} 
On Ll’appelle réunion de la famille ; on le note |} 4. 
iel 
Il s’agit de l’ensemble des x appartenant à l’un des ensembles 4; au 
moins. 
REMARQUES. — 4) Le corollaire HI du 1.2.2, 4° est un cas particulier du théorème précédent, 
la famille utilisée étant la famille identique d’un ensemble d’ensembles. 


b) SiZ = @, la réunion est G ; en effet le prédicat:3ie @ xe À, est faux pour tout i. 
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Intersection. — Le symbole (4;);., désigne indifféremment une famille 
d’ensembles ou une famille de parties d’un ensemble, mais on suppose ici 
Tz4 ©. 

Soit , un élément arbitrairement choisi de l’ensemble non vide Z. Le 
prédicat : 


Vi Gen) — (xe À;) que nous écrirons: Viel xe 4, 


est taufologiquement équivalent au prédicat: (Viel xe À) À (xe 4;) 
lui-même collectivisant en x d’après le corollaire 7 du 1.2.2, 4°. 


D'où le résultat : 


THÉORÈME ET DÉFINITION II. — Soit (4,);.7 une famille d’ensembles 
(resp. une famille de parties d’un ensemble) telle que ? Æ ©. Il existe un ensemble 
défini par : 

{xIVIer xe Ai}. 
On l’appelle intersection de la famille; on le note (\ 4; 
ler 
Il s’agit de l’ensemble des x appartenant à chacun des ensembles 4.. 


REMARQUES. — a) Comme cas particulier du théorème précédent, on obtient l’intersection 
de deux ensembles. 


b} Si (4); « o est une famille d’ensembles, le prédicat : Vie © xe 4; est vrai pour tout x: 
il n'est donc pas collectivisant. On ne peut parler de l'intersection d’une famille d’ensembles indexée 
par Q. 


€) Dans le cas d’une famille de parties d'un ensemble E, telle que 7 # @, l’intersection peut 
s'écrire 
AN A=t{xeElMiel xeAj} 
ter 


En remarquant que, si 7 = @, le second membre de l'égalité précédente n'est autre que E, 
nous conviendrons que l'intersection d’une famille de parties d’un ensemble E indexée par Q est E. 


d) Dans le cas d'une famille (4;); . ; de parties d'un ensemble E, la réunion, et l'intersection 
sont des parties de E qui (si on se limite à J # @ dans le cas de l'intersection) ne dépendent pas 
de E. 


2° Propriétés de la réunion et de l'intersection. — Nous ne con- 
sidérerons que des familles à ensembles d'indices non vides (les formules 
dans lesquelles n'interviennent que des réunions étant cependant valables 
sans cette restriction). 


a) Réindexation. — Soient (4;);., une famille d’ensembles, et @ une 
application surjective d’un ensemble J sur Z. Alors : 
U'A4= Ù 4m et NA= Au: 
jeJ JjeJ 


lier iel 


b) Associativité, — Soit (4;);.7 une famille d’ensembles telle que Z soit la 
réunion d’une famille d’ensembles (J;);.r. Alors : 


N4= U LU 41 É nr AN E 


keK est kek ieJrk 
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c) Distributivité, — Soient (4;);.r, (B;);. deux familles d'ensembles, 
B un ensemble. Alors : 


(U4nB=(Ü(4nB) &t  (N 4AUB= ((AUB). 


iei ici tel ie 
Plus généralement: 
(Ù 4jn(Ù B;) = U (4n8B;) 
iei jes [CEE ET 
et 
« AJu(N B;) = N (4; LB)). 
iel je G J)erxJ 
A titre d'exercice le lecteur pourra essayer de généraliser à une famille 
de familles en utilisant la notion de produit d’une famille d’ensembles (voir 5°). 


d) Conservation des inclusions. — Soient deux familles (4;);ez et (Bihicr 
ayant le même ensemble d’indices. Supposons VieZ À, € B; Alors : 
UAsUB & M4efB, 
iel iel iel ier 
e) Passage au complémentaire. — Soit (4;);., une famille de parties 
d’un ensemble Æ. Alors : 
E\U 4=fNŒ\A4) «&t Elf 4i= U(E\4) 
ier iel ier iel 
— Nous démontrerons seulement à titre d'exemple la première formule 
de distributivité : soit x e (|) 4;) n B. On a donc x e Bet x € À, pour un 
iel 
certain & e I. Donc x € 4, n B, ce qui entraîne x e |] (4; n B). Inversement 
ier 
soit xe |) (4; n B); c'est qu'il existe un ke I tel que x € 4, n B. Donc 
ier 
d’une part xe B, d'autre part xe À, ce qui entraîne xe Ü À;. D'où 
ief 
xe([J 4) n B. L'égalité cherchée résulte alors de l’axiome d'extension. 
ier 


3° Images directe et réciproque. — Soient f: E — F une appli- 
cation, (4j, une famille de parties de E, (B;);., une famille de parties 
de F. On a les formules : 


f (U4=U TA «&  f(N AE N UD 


ie 


ieJ 


f'(U B)= RS @G) et f (1,89 L A 1"@) 
Soit en outre une partie B de F. Alors on a : 
ST (F\B = E\f "(B) 
Les démonstrations sont laissées en exercice au lecteur. On notera le 


comportement particulier de l’image d’une intersection. Montrons par un 
exemple qu'il peut y avoir inclusion stricte. 
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Prenons E = IR?, F = IR x{0}, et pour / la projection (x, y) —— (x, 0). 
Soient À == {(x, y}lx > 0 et y = 1} et B = {(x, y)lx < 0 et y = 0}. 
On a An B= $@, et donc f(4n B) = 9. Cependant 

f(4) nf(8) = {(0, 0}. 


(Le lecteur est invité à faire une figure). 
Par contre il y a égalité si f est injective. En effet soit x e (\ f(4,), donc 
iel 


xe f(4;) pour tout à Donc l’antécédent a de x (dont nous connaissons 
FPunicité) appartient à chacun des 4.. 
Ona: ae fNA;et xef({\ À). O 
ter iel 
4° Partition d’un ensemble. — DÉFINITION. — On appelle partition 
d’un ensemble Æ toute famille (4;); ., de parties de E vérifiant les trois 
conditions : 


Viel A #40 @) 

VGDeEl G£j— AnA;=0 @) 
Ü 4=E. G) 
iel 


REMARQUES. — a) Une famille d’ensembles (4;);., dont la réunion 
contient E s’appelle un recouvrement de E. Une partition est donc un recou- 
vrement par des parties non vides et deux à deux disjointes. 

b) Une partie X de S(E) est appelée partition de Æ lorsque la famille 
identique associée à X est une partition. On dit aussi dans ce cas que X est un 
ensemble-quotient de Æ. (Cf. 1.3.3). 


5° Ensemble produit. — Nous allons généraliser ici la notion d’ensemble 
produit Ex F déjà introduite au 1.2.2, 6°. 

DÉFINITION. —— Soit (4,); . ; une famille d’ensembles. On appelle ensemble 
produit de la famille (4;); : ;, et on note [] À, l’ensemble des familles (x;); 07 
telles que : (er 

Viel xeA, 


Les familles (x;).., sont des éléments particuliers de $ (1 x (] A) et IT 4 
tel el 


est un ensemble d’après l’axiome de sélection. Notons d’abord que si I = @, 
alors l’ensemble produit est réduit au seul élément @. Nous supposerons 
dorénavant que 1 # Q. Il est clair que l’ensemble produit est vide dès 
que l’un des 4, est vide. Inversement supposons Vie? À; # © et montrons 


que [T 4, # @. Désignons par Æ(i, y) le prédicat y € 4,, dans lequel i et y 


ter 


représentent respectivement des éléments de 7 et de |] 4,. Comme aucun 
ir 
A; n’est vide on peut écrire : 


Viel 3ye (J 4, A(i, y). 
ier 
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D'après l’axiome 6 (axiome du choix), on a: 
1geF(, Ü 4) Viel g(ÜeA; 
iel 
La famille (x;);.1, où, pour tout à, «; désigne g(), est un élément de 


IT 4: Û 


ie 
Projections. — Posons À = T[ 4; A tout élément (a). de À nous 
ielI 
© pouvons associer l’élément a, de 44, où # est un élément fixé de Z. On définit 
ainsi une application p,: À —> 4, appelée application projection. 
Soient maintenant Æ un ensemble et f: E — 4. Posons, pour tout 
iel f;=p;,0f. Nous disposons ainsi d’une famille d'application (fie: 
où f,: E —+ À;, telles que 


VxeE fi = (:G)hur. 
Nous avons ainsi défini une application @ : F(E, [[ 4;) —> [] F(E, 4) 
jei 


let 
qui à tout fe F(E, [] À) associe (p,0f),.1. 
iei 


æ est une bijection. En effet soit (fier e [] FE, 4). Nous devons 
iei 
montrer qu’il existe f : E —> [] 4, unique telle que Viel p,of=f. 
iel 

Or pour tout xe E, nécessairement p;[/(x)] = f(x), ce qui revient à dire, 
par définition de p,, que f(x) = (f;(x)}; . r. Doncsi f existe, elle est parfaitement 
déterminée par les fi. 

Mais inversement la formule VxeE f(x) = (f(x)};. r définit bien une 


application f : E —> [] 4; telle que p(N) = Gdier. O0 
fei 


Cette propriété aura un prolongement intéressant quand les ensembles 
A; et À seront munis de structures (algébriques ou topologiques). On verra à 
ce sujet l’exercice n° 4.10 sur les « problèmes universels ». 


CAS PARTICULIERS. — a) Supposons Vie 4;= B (famille constante). 
Alors T[ À; est l’ensemble des graphes des applications de 7 dans B, auquel 
ie 
nous avons attribué (1.2.3., 2°) la notation B/ qui trouve ici sa justification. 
Rappelons qu’une bijection a permis d'identifier B! à l’ensemble F(Z B) 
des applications de 7 dans 8. Nous utiliserons souvent le fait que F(E, F) 
peut être considéré comme le produit d’une famille d’ensembles. 


*b) Anticipant sur l'étude des entiers naturels, prenons 
T=N,e ik 20 
Une famille (a;);.x, est un ensemble de la forme {(1, a,), .…, (n, a,)}, que 
l’on peut identifier au #-uple (a,, …, a,), tel qu'il a été introduit au 4.2.7, 4°; 


un produit de famille d’ensembles de la forme [I] À, se trouve ainsi identifié 
1eNn 
au produit d’ensembles 4,x...x 4, » 
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1.3. RELATIONS BINAIRES SUR UN ENSEMBLE 


1.3.1. Quelques définitions 


1° On appelle relation binaire sur un ensemble E toute relation binaire de E 
vers E, c’est-à-dire tout prédicat à deux variables astreintes à représenter des 
éléments de E. 


Une telle relation binaire se note x & y, et — en abrégé — R, de préférence 
à R(x, y). Nous lui avons associé son graphe T © E?, défini par : 


Te{Rnerz |xRy} 


Il nous arrivera de dire abréviativement « soit (E, R) une relation », pour 
«soit R une relation binaire sur l’ensemble E ». 


DÉFINITION. — On dit qu’une relation binaire À sur un ensemble E, est 
— réflexive si et seulement si elle vérifie : 


VxeE xRx 
— symétrique si et seulement si elle vérifie : 

V (x, ») € E? xRy — yRx 
— antisymétrique si et seulement si elle vérifie : 

V(x » eE? GRyetyRx) — x=7y 
— transitive si et seulement si elle vérifie : 

VA DEeE (xRypet yRz) — xRz 


2° Préordre, — On appelle préordre toute relation binaire réflexive et 
transitive. 


3° Relation induite. — Soient (E, R) une relation, et À une partie de E. 
En convenant que x R, y signifie x R& y, nous définissons une relation (4, R,) 
qui est dite induite par &. 


Nous constatons que si & est réflexive (resp. symétrique, antisymétrique, 
transitive), il en est de même pour R,. La réciproque n’est pas vraie. 


1.3.2. Compatibilité entre applications et relations. Morphismes 


1° DÉFINITION. — Soient f : E — F une application et À une relation 
binaire sur £. On dit que f est compatible avec si, et seulement si 


VODEE xRy — /f0@) =/0). 
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2° Première notion de morphisme. — DÉFINITION. — Soient 
f:E — Fune application, & et $ des relations binaires sur E et F respective- 
ment. On dit que f est compatible avec le couple (R, S), ou encore que f est un 
morphisme de (E, &) dans (F, S) si et seulement si 


VOHDEE xRy — f(S/0). 


1.3.3. Relations d’équivalence 


1° DÉFINITION. — On appelle relation d’équivalence sur un ensemble £ 
tout préordre symétrique sur E, c’est-à-dire toute relation binaire sur Æ qui est 
à la fois réflexive, symétrique et transitive. 

Une telle relation R peut se noter x Æ y (modulo f). 


2° Classes d'équivalence ; ensembles-quotients. — DÉFINITION. — Soit 
& une relation d’équivalence sur un ensemble Æ. Pour tout x € E, on appelle 
classe d’équivalence de x, modulo &, l’ensemble X = {y € E | x R y}. L'ensemble 
des classes d’équivalence modulo R est appelé ensemble-quotient de £ par & ; 
on le note E/R. | 

E}R est, naturellement, une partie de S(E). 


PROPOSITION. — Soit À une relation d’équivalence sur un ensemble Æ, 
Alors E/R est une partition de £. 

— Aucune classe n’est vide. — Par réflexivitéona,eneffet: VxeE xex. 

— Deux classes sont disjointes ou confondues. — Considérons & et 8. 
Deux cas sont possibles : 

e Si aR b, alors, par symétrie et transitivité : 

VyeE aRy <= b&Ry, 
ce qui s'écrit: VyeE yeä< yeb, ou encore : &= Bb. 

e Dans le cas contraire, on a: &än b = @; en effet l'existence d’un 
élément c commun à & et à b conduirait à a R c et c R b, et, par transi- 
tivité à a R b, 

— La réunion des classes est E. En effet tout xe E appartient à une 
classe (et d’ailleurs à une seule). Ü 


RÉCIPROQUE. — Soit # « (E) une partition d’un ensemble E. Alors il 
existe une, et une seule relation d’équivalence sur E, telle que # soit Fensemble- 
quotient de £ par cette relation. 

Il s’agit de : «34e4 (xe À) A (ye A)» 

Vérification aisée. 

3° Surjection canonique. — DÉFINITION. — Soit À une relation d’équi- 
valence sur un ensemble £. L’application @ : E —- E/R, qui à chaque xe E 
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associe sa classe modulo R est dite surjection canonique. Tout antécédent par 
d’un élément de E/R est dit représentant de cet élément. 


Le caractère surjectif de @ est manifeste. Le lecteur remarquera que 


VODEE xRy <= pQ) = op). 


THÉORÈME, — Soient f:E —> F une application, Æ& une relation 
d'équivalence sur Æ et @ la surjection canonique associée. Pour que f soit 
compatible avec R, il faut et il suffit qu’il existe une application g : E/R — F 
telle que f = g © o. S’il en est ainsi, g est uniquement déterminée ; on dit qu’elle 
est déduite de f par passage au quotient modulo f. 


La condition est suffisante. — Supposons qu’il existe g telle que f = g © æ. 
A partir de: VX Mer? xRy — p(x) = p() 
onobtient:  V(x Der xRy — g[o0l = 4[pO), 


qui n’est autre que l’expression de la compatibilité de g © og = favecR. [Cl 


La condition est nécessaire. — Supposons que R est compatible avec f. 
Etant donné que, pour tout XEeE/R, xe X entraîne œ(x) == X, toute 
application g telle que g © 6 = f doit vérifier 


@ VXEER VxexX g(X)= f(x). 


Inversement (1) définit une application g et une seule. En effet, pour 
X donné, d'après la compatibilité de f avec R, f(x) est indépendant du choix 
de l’élément x de X. Cette application g répond visiblement à la question. [] 


4° Décomposition canonique d’une application. — Soit f : E — F une 
application. On vérifie aisément que la relation binaire sur E: «f{x) = /(p) », 
que l’on écrit « x R y », est une relation d'équivalence et que f'est compati- 
ble avec &. 

D'après le théorème du 3°, il existe donc wne, et une seule application 
g :EJR — F telle que f = g © @. Cette application est injective. En effet si 
X et Y sont des éléments de F/R tels que g(X) = g(Y), alors x et y étant des 
représentants arbitrairement choisis de X et Y,ona 


0) = 900) = g(#) = fo) 


et par suite x R y, c’est-à-dire X = Y. 

Désignant par f la bijection de E/R sur f(E) qui coïncide avec g sur E/R, 
et par j l'injection canonique de f(E) dans F,onag = jof;d'oùf =jofoop: 
cette relation est appelée décomposition canonique de f. Elle est schématisée 
par le diagramme commutatif suivant : 
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E f F 
æ : surjection canonique 
p j Ÿ : bijection (uniquement déterminée) 
j : injection canonique, 
ER ni JE) 


On dit que l’on déduit f de f par passage au quotient modulo R. 


5° Généralisation. — Soit f: E — F une application, compatible avec les relations 
d'équivalence & sur E, 8 sur F ; @ et W désignent les surjections canoniques associées à R et S. 
On constate que i’hypothèse se traduit par la compatibilité de # o f avec R. Soit À l'application 
déduite de # o f par passage au quotient modulo R. On a le diagramme commutatif : 


ET 


—— 


? Ÿ 


ER TES 


On dit que # est déduite de f par passage aux quotients modulo R et $ ; elle est caracté- 
risée par of = ho. 

EXEMPLE. — Soient 4 © E, & une relation d'équivalence sur E, R, la relation induite, 
qui est, elle aussi une relation d'équivalence. 

Tous les représentants d’une classe X, modulo R, ont une même classe modulo &, que 
l’on note A(X,) ; on définit ainsi 4: A/R, —+ EJR, qui est injective car X, = 4 n A(X,). 

D'ailleurs l'injection canonique j : À > E est compatible avec les relations R, et &, 
et À n’est autre que l'application déduite de j par passage au quotient modulo R, et R. 


1.3.4. Relations d’ordre 


1° DÉFINITION IL. — On appelle relation d’ordre sur un ensemble E tout 
préordre antisymétrique sur Æ, c’est-à-dire toute relation binaire sur Æ qui est 
à la fois réflexive, antisymétrique et transitive. 

En général, une relation d'ordre sera notée < ; x < yse lit « x est inférieur 
à y » ou « x est plus petit que y ». 

Dans la pratique, on utilisera < au lieu de <. 


DÉFINITION IT. — On appelle ensemble ordonné tout couple (E, <), où E 
est un ensemble, et < une relation d’ordre sur cet ensemble. 


On appelle éléments comparables d’un tel ensemble deux éléments a et b 


tels que (a < Bb} v (b < a). On appelle ensemble totalement ordonné un 
ensemble ordonné dont deux éléments quelconques sont comparables. 
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EXEMPLES. — * a) Sur NN, la relation : « a < b » qui signifie « 1ceN b=a+c», 
dite inégalité au sens large, est une relation d'ordre total, appelée ordre naturel. 

b) Sur IN, la relation : « a | b » quisignifie « 1qEeIN b = ag », dite divisibilité est une rela- 
tion d’ordre non total. Seule l’antisymétrie est un peu délicate à vérifier. (Si on a b = aq 
et a = bg’, alors on a b = bgg', c'est-à-dire b = 0 ou gg' = i ; b = 0 et a = bg’ entraîne 
a b; gg" = i exige, dans N, g =g'= 1; gg" = 1 et b = ag entraîne donc a = b). 

Notons que sur Z, la divisibilité est un préordre, mais n’est pas une relation d’ordre 
(on peut avoir a | (—a) et (—a) | a, sans avoir a = —a). , 


€) Soit E un ensemble. Sur T(E), l'inclusion, À & B, est une relation d'ordre, non total 
si E a plus d'un élément. 


Ordre striet. — Soit (E, <) un ensemble ordonné non vide. La relation binaire sur E : 
x < p qui signifie « (x < y) À (x # y} », et qui se lit « x est strictement inférieur à } », est 


appelée ordre strict associé à <, bien que cette relation, qui n’est pas réflexive, ne soit pas 
une relation d’ordre. 


G << A G@ Æ y) s'écrit x < y. 
2° Construction de relations d’ordre 


Ordre opposé. — Soit(E, <} un ensemble ordonné. La relation : «x > y» 
qui signifie « y < x », est une relation d’ordre sur E, dite opposée à < ; x > y 
se lit : « x est supérieur à y » ou « x est plus grand que y ». L’ordre opposé de 
< se note >. 


Ordre induit. — Soit (E, <) un ensemble ordonné. D'après 1.3.7, 3°, la 
relation induite par < sur une partie 4 de E est une relation d'ordre sur 4 ; 
une condition suffisante, mais non nécessaire, pour que l’ordre induit soit 
total est que l’ordre initial soit total. 


Ordre fonctionnel. — Soient E un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné 
qui dans la pratique, sera souvent (IR, <). Sur F(E, F), la relation, notée 
abusivement <, telle que f < g signifie : « VxeÆ f(x) < g(d», est une 
relation d'ordre, non total si E et F ont chacun plus d’un élément. On dit 
qu’il s’agit d’un ordre fonctionnel. 


On évitera d’associer un ordre strict à un tel ordre, à cause du risque de 
confusion entre les assertions 


(VxeE f(x <g@) A W #9) 


et: VreEz  (fG) < 80) À GO # 90). 
Ordre produit. — Soit (E;, R;);. 7 une famille d’ensembles ordonnés. 
Sur l’ensemble produit TJ E; la relation R telle que (x); « r R(pihi e r signifie 
iei 


«Viel xfy,» est une relation d’ordre, appelée produit des relations 
d'ordre R;. Les R, peuvent être des ordres totaux, sans que R soit un ordre 
total. 


Ordre lexicographique. — Anticipons sur l'introduction de IN et considé- 
rons une famille finie, (E;, Ri); er, y d'ensembles ordonnés ; pour simplifier 
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l'écriture nous noterons <, au lieu de R;. Sur l’ensemble produit, convenons 
L 

que : &(Xihie rt, 1 LOdier1, #1 Signifie que l’une au moins des assertions 

suivantes est vraie 


X1 < Jr 

C1 = }1) À Ca < Jah + 

Gi = Di) À À Géo © Var2) À Gars < Ya-ih 

(= PNA ner teitetes À ani = Van) À €»). 


£ est une relation d’ordre ; on dit qu'il s’agit de l’ordre lexicographique, 
son avantage sur l’ordre produit est que, si les R; sont des ordres totaux, 
alors £ est un ordre total. 


ExEeMPLE. — Chacun des n ensembles E; est l'alphabet romain muni de la relation 
d’ordre a < b < … < y < z. L'ordre lexicographique est l’ordre dans lequel un dictionnaire 
fournirait tous les mots possibles de » lettres. 


Cette construction s’étend à un produit infini de la forme [[ E;; on peut 
ieN 
ainsi retrouver l'ordre usuel sur R en utilisant les symboles décimaux illimités. 


3° Applications monotones, — Soient (E, <) et (F, <) des ensembles 
ordonnés. — DÉFINITION I. —— On appelle application croissante (resp. stricte- 
ment croissante) de (E, <) dans (F, <) toute application j : E —> F telle que : 


VOMEE x <y — f(9 </0) 

[resp. VONEET x = FG) < JO] 
DÉFINITION IL. —— On appelle application décroissante (resp. strictement 
décroissante} de (E, <) dans (F, <) toute application croissante (resp. stricte- 


ment croissante) de (E, ) dans (F, >), en désignant par > la relation d’ordre 
opposée à < sur F. 


On appelle application monotone (resp. strictement monotone) toute 
application croissante (resp. strictement croissante) ou décroissante (resp. 
strictement décroissante). 


REMARQUE. — « Application croissante » est synonyme de morphisme 
d’ensembles ordonnés. Dans un contexte plus général (cf.:1.6.7, 4°) nous 
définirons un isomorphisme comme un morphisme bijectif, tel que l’application 
réciproque soit elle-même un morphisme. Le premier des exemples suivants 
montre qu’un morphisme bijectif d’ensembles ordonnés n’est pas nécessairement 
un isomorphisme. 


EXEMPLES. — a) Sur tout ensemble E, l'égalité est une relation d'ordre. Soit alors (F, &). 
Toute f:E — F est une application croissante de (E, =) dans (F, <). Mais f peut être 
bijective sans que f"{ soit croissante. 

b) À + E\A est une application croissante de (f(E), &) dans (SE), =). Ici f=f"!:; 
f est bijective ; f et f 7! sont croissantes (bien que l’ordre ne soit pas total). 
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On démontre sans difficulté : 

PROPOSITION I. — Toute application monotone et injective est strictement 
monotone. 

RÉCIPROQUE. —- i) Toute application strictement monotone / d’un ensemble 
totalement ordonné (E, <) dans un ensemble ordonné (F, <) est injective. 

ä) Si en outre f est strictement croissante, f induit un isomorphisme de E 
sur /(E). 

i) Pour fixer les idées, supposons que f est strictement croissante. L'ordre 
sur E étant total, x y entraîne soit x < y, auquel cas f(x) < fo), soit 
p < x, auquel cas /(y) < f(x). 

Ainsi x # y entraîne f(x) Æ /(y) ; f est donc injective. | 

ü) D’après à), f induit une bijection de Æ sur f(E), (dont la bijection 
réciproque sera notée #7). 

Soient x’ et y’ des éléments de f(E) tels que x’ < y’. Alors nécessairement 
#7 1G) < f71("), sans quoi on aurait f!(y'"}) < f7!(x') et p' < x’ ; ainsi 


f':fÂE) — E est croissante. O 
Remarquons d’ailleurs que f(E) est totalement ordonné. 
PROPOSITION II. — Dans le cas d’ensembles ordonnés, la composée 


de deux applications monotones est monotone. 

Plus précisément g © f est croissante si f et g sont toutes deux croissantes 
ou toutes deux décroissantes ; g © f est décroissante si lune des fonctions 
f ou g est croissante, l’autre décroissante, On a des énoncés analogues avec 
«strictement monotones». La vérification est immédiate. 

4° Suites monotones. — Utilisant la définition I du 3° dans lecas où (FE, <}est 
l’ensemble ordonné des entiers naturels (1.4.7), le lecteur vérifiera par récurrence : 

PROPOSITION. — La suite (4,),.n à valeurs dans l’ensemble ordonné 
(F, <) est croissante si, et seulement si: Vne IN An < Anti + 


1.3.5. Eléments remarquables d’un ensemble ordonné 


1° Eléments maximaux ; éléments minimaux. — DÉFINITION. — Soit 
(E, <) un ensemble ordonné. S’il existe un élément a € E tel que 

VxéE a<x — x=a [resp VxeE x<a —x=a] 
on dit que a est un élément maximal (resp. minimal) de E. 


ExEMPLEs. — * Dans (N\{1}, |), les éléments minimaux sont les nombres premiers. Dans 
(N, l), 0 est le seul élément maximal. , 


Dans (SE){G}, ), les éléments minimaux sont les parties réduites à un élément. 
* Dans (R, <), il n’y a ni élément maximal, ni élément minimal. , 
2° Plus grand élément ; plus petit élément. — DÉFINITION. — Soit 
(Æ, —<) un ensemble ordonné. S’il existe un élément a e E tel que 
VxeE x <a (resp. a < x) 
cet élément est unique ; on l’appelle Le plus grand (resp. le plus petit) élément 
de E, on le note max E (resp. min E). 
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L’unicité tient au fait que s’il existe deux éléments a et b de E tels que 
VxeE (x < a) À (x < b) 
alors on a : (b < a) À (a<Bb), donc b=a. 


REMARQUE. — Si (E, <) admet un plus grand élément 4, alors a est 
l’unique élément maximal de (E, <). 


EXEMPLES. — Dans ($(E), ©), @ est le plus petit élément, E est le plus grand. 


* Dans {N, |), O est le plus grand élément et c’est le seul élément maximal ; 1 est le plus 
petit élément. Par contre dans (IN, <), 0 est le plus petit élément, il n'y a pas de plus grand 
élément ; enfin toute partie non vide admet un plus petit élément. , 


3° Majorants ; minorants. — DÉFINITION. — Soit (Æ, <) un ensemble 
ordonné et À une partie de E. S’il existe un élément m € E tel que 


VxeA x<m (resp. m < x) 


on dit que À est une partie majorée (resp. minorée) de E, et que ## est un majorant 
(resp. minorant) de 4 dans E. 


Une partie bornée est une partie à la fois majorée et minorée. 


Notons que si m est un majorant de À dans E, tout élément n° e E tel que 
m < m'est aussi un majorant de À dans E. 


4 Borne supérieure ; borne inférieure. — DÉFINITION. — Soient (E, <) 
un ensemble ordonné, et À une partie de E. Si l’ensemble des majorants de À 
admet un plus petit élément (qui est alors unique d’après le 1°), cet élément est 
appelé borne supérieure de À et se note sup,4, ou sup À lorsqu’aucune confusion 
n’est à craindre. 

Notons que À admet l’un de ses éléments pour borne supérieure si et 
seulement si À admet un plus grand élément ; on a alors sup 4 = max 4. 

On introduit de même la notion de borne inférieure et la notation inf 4. 

Le lecteur vérifiera aisément : 


PROPOSITION I. —- Soient (E, <) et AGE, À # @. Si sup À et inf À 
existent, alors inf À < sup À. 


PROPOSITION II. — Soient (E, <)et Ac BCE, À # @. Si sup À et sup B 
existent, alors sup À < sup B; si inf À et inf B existent alors inf B < inf À. 

* ExeMmpLes. — Dans(lR, <}, la partie À = {x elR | 0 & x < 1} admet pour borne infé- 
rieure le plus petit élément 0, et pour borne supérieure l’élément 1 de IR\4. 

Dans (IN, |) la notion de borne supérieure (resp. inférieure) d'une partie non vide À se 
confond avec celle de p.p.c.m. (resp. p.8.c.d.) des éléments de 4. , 

Treillis, — On appelle treillis (ou ensemble réticulé) tout ensemble ordonné dans lequel 
toute partie à deux éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure, 


— Tout ensemble totalement ordonné est un treillis. 
— (SE), <) est un treillis : sup {#, Y} = XU Y,inf {X, F}=Xnr. 
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Une caractérisation. — THÉORÈME. — Soient (E, <) un ensemble totale- 
ment ordonné, et À une partie de E. Un élément M de E est borne supérieure de 
À si et seulement si M vérifie les deux conditions : 


i) VxeA x< M 
ÿ) VM'eE (M<M)—= (3xeÀ M'< x). 


La première exprime que À est un majorant de À ; la deuxième exprime 
que tout élément de E strictement inférieur à A n’est pas majorant. 


5° Applications à valeurs dans un ensemble ordonné. — Soient (E, <) 
un ensemble ordonné, À un ensemble non vide, f : A —+ E une application. 
Considérons la partie (4) de E. 
Si max /(4) existe, on l'appelle maximum de f ; on le note max f(x). 
xeA 


Si sup /(4) existe, on l’appelle borne supérieure de f ; on le note sup f(x). 
xeAÀ 


On introduit de même min f(x) et inf f(x). 
xeA xeA 


— Soit (x;);., une famille d'éléments de Æ; appelons X l’image de la 
famille, (X « E). Si max X existe on l’appelle maximum de la famille (x;}; . ; ; 


on le note max x;. On introduit de même min x, sup x; et inf x, 
ieI iei ter ter 


EXxEMPLE. — Dans (J(E), «), si (Ai x est une famille d'éléments de SE) on a : 


sup 4, = U A, et inf 4, = A Ar 
' « 


LLTS [LES 
6° Intervalles. — DÉFINITION. — Soit (E, <) un ensemble totalement 
ordonné. Pour (a, b) e E? on définit les ensembles suivants, appelés intervalles : 
(a, b={xezE | 
la b]={xez | 
[a H={xeE | a<x et x<b}  (semi-ouvert) 
Ja, bl={xez | a<x et x<b} (ouvert). 


x <b} (fermé) 
a<x et x<b}  (semi-ouvert) 


Ces ensembles sont vides si a > b. Nous supposerons donc a < b. Les trois 
derniers sont vides si a = b. Notons que [a, &] est parfois appelé segment. 
On définit de même, pour ae E, 


[a —[={veElx>a) 
l,—{[={xeE]x>a} 
et de façon analogue 
]<—, a] et ]<, al. 


On parle alors de demi-draites (fermées ou ouvertes). 
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PROPRIÉTÉ. — Soit / un intervalle ou une demi-droite de £. Pour tout 
couple (x, y) e 1?, tout élément compris entre x et y appartient encore à Z. 


La vérification facile de cette propriété est basée sur la transitivité de la 
relation d'ordre. = 


1.4. ENSEMBLES FINIS 


1.4.1. L’ensemble des entiers naturels 


Nous nous contenterons d’ébaucher les grandes lignes d’une construction 
de l’ensemble des entiers naturels ; celle-ci déborderait largement le cadre 
du présent ouvrage. 


1° Ensembles naturels. — DÉFINITION. — On, appelle ensemble naturel 
tout ensemble non vide et ordonné, 11 qui vérifie les trois axiomes : 

Ai) Toute partie non vide a un plus petit élément ; 

A) Toute partie non vide et majorée a un plus grand élément ; 

A3) À n’a pas de plus grand élément. 

On pose : 


AXIOME. — Il existe un ensemble naturel. 


On remarque, d’après 4,, que toute partie à deux éléments d’un ensemble 
naturel possède un plus petit élément. Tout ensemble naturel est donc ftotale- 
ment ordonné (l’ordre sera noté <). 


On démontre alors l’important théorème suivant, que nous admettrons : 

THÉORÈME. — Etant donnés deux ensembles naturels, il existe un, et un seul 
isomorphisme d’ensembles ordonnés de l’un sur l’autre. 

2° Conséquences de la définition. — Soit I un ensemble naturel. 

B;) K a un plus petit élément, que nous noterons e (d’après 4). 

B;) Tout a e N a un successeur. Posons X(a) = {ne N|a < n}. 


Cet ensemble n’est pas vide, sans quoi N aurait un plus grand élément &, 
en contradiction avec 4,. X(a) a donc un plus petit élément, que nous'noterons 
a’. On constate a < a' et on vérifie Ja, a'[ = Q. 0 


B;) Tout a e Ne} a un prédécesseur. Posons Y(a) = {ne in < a}. 
Onaee Y(a). L'ensemble Y(a), non vide et majoré par a, admet un plus 
grand élément, que nous noterons a”. On constate a” < a et on vérifie 
la”, al = ©. ni] 
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De cette étude on déduit aisément : 


THÉORÈME. — En associant son successeur à tout élément de NX, on 
détermine une bijection croissante de 1 sur \{e}. 


3° L'ensemble N. — L'isomorphisme du 1° permet d’ « identifier » tous 
les ensembles naturels à l’un d’eux, que nous noterons IN (*) et que nous appelle- 


rons ensemble des entiers naturels ; le plus petit élément de IN sera noté 0, les 
successeurs de O, 1, 2, …, seront notés 1, 2, 3, 


REMARQUE. — IN\{0} est un ensemble naturel. Il sera noté IN*. 


4 Le raisonnement par récurrence. — Principe. — Toute partie 
A CIN, contenant 0 et stable par l'application f: N —-IN, qui à n associe 
son successeur n', est égale à N. 


Supposons que B = IN\A n'est pas vide. B a un plus petit élément b, 
et comme 0 B, on a be IN*; b a un prédécesseur b" et be 4. Comme 
b = f(b"}, on a be f(A) et be À, en contradiction avec be B. CI 


THÉORÈME. — Soit Æ(r) un prédicat sur Funivers IN tel que 
a) Æ(0) est vrai; b) VneN An) — {(n') est vrai. 


Alors Æ{(n) est vrai pour tout 7 EN. 


On vérifie que {n e N | Æ(n)} est une partie de IN contenant 0 et stable 
par f. On utilise alors le principe. um 


REMARQUE. — Soit n, e N. Si dans le théorème ci-dessus on remplace 
lhypothèse a) par : a’) An) est vrai, on montre alors : 


Æ{n) est vrai pour tout entier naturel # > ñç. 


1.4.2. Ensembles finis ; cardinaux 


1° Ensembles équipotents. — DÉFINITION. — Deux ensembles sont dits 
équipotents si et seulement s’il existe une bijection de l’un sur l’autre. 

On vérifie, grâce aux propriétés des bijections, que l’équipotence est une 
relation réflexive, transitive et symétrique entre ensembles. Cependant ce n’est 
pas une relation binaire sur un ensemble ; on ne parlera donc pas de classes 
d'équivalence. 

ExEMPLES. — L'ensemble des entiers pairs est équipotent à IN (on utilise la bijection 
nt 2n) 


* On verra dans le cours d'Analyse {LIL 1.3.2,3°) que R n’est pas équipotent à IN. , 


2° Les ensembles N,. — Pour ne IN, on désigne par IN, l'intervalle 
[1 n] de l’ensemble ordonné (N, <). On a donc, en particulier : N, = @. 


() Pour des raisons d’ordre typographique il nous arrivera d’écrire N au lieu de N. 
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PROPOSITION. — S'il existe une injection IN, —> IN, alors r < mn. 
Se prouve par récurrence sur n, m étant fixé. 


COROLLAIRE — S’il existe une bijection IN, —> IN,, alors = m. 


Par suite si, pour un même ensemble E, il existe deux bijections £ —+ N, 
etE — N,, alors n = m. Cela justifie la définition suivante : 


3° DÉFINITION. -— Un ensemble E est dit fini si, et seulement s’il existe 
un entier naturel »# tel que l’ensemble IN, soit équipotent à E. 


Alors le naturel », qui est unique d’après le corollaire précédent, est 
dit cardinal de E ; on écrit # = Card (E). On a, en particulier : Card (@) = 0. 
On convient de dire qu’un ensemble de cardinal »# est un ensemble à » éléments. 

DÉFINITION. — Tout ensemble qui n’est pas fini est dit infini. 

On démontre : 


THÉORÈME. — Une partie non vide de IN est finie si et seulement si elle est 
majorée. 


CoRoOLLAIRE. — L’ensemble IN est infini. 


4° Propriétés des ensembles finis. — À partir des propriétés d’un ensem- 
ble naturel, on démontre : 


I. Toute partie F d’un ensemble fini E est finie et Card (F) < Card (E), 
IT. L'intersection d’une famille (finie ou infinie) d'ensembles finis est finie. 
{Simple corollaire de T). 


UT. Soient E un ensemble fini et f : E —> F une application. Alors f(E) 
est un ensemble fini, et Card (J(E)) < Card (E), avec égalité si et seulement 
si f est injective. 

IV. Soient E un ensemble fini et f : E —> F'une surjection. Alors F est fini 
et Card (F) < Card (E), avec égalité si et seulement si f est une bijection. 

C’est le IIL, dans le cas où f(E) = F. 

V. Soit f:E —- F une injection. Si f(E) est fini (en particulier si F est 
fini), alors E est fini et Card (E) = Card (f(E)). 

En effet E et f(E) sont équipotents. 

De cette étude on déduit : 

THÉORÈME. — Soient E et F deux ensembles finis, de même cardinal, 
et une application f: Æ —> F. Alors les assertions suivantes sont équiva- 
lentes : 

i) f est injective 

ii) f est surjective 

iii) f est bijective. 
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5° Opérations sur IN. — On démontre que le cardinal de la réunion 
de deux ensembles finis disjoints ne change pas quand on remplace l’un des 
deux par un ensemble équipotent, et que le cardinal de l’ensemble produit 
de deux ensembles finis ne change pas quand on remplace l’un d’eux par un 
ensemble équipotent. Cela justifie la définition suivante : 

Etant donnés deux entiers a et b, on leur associe deux ensembles À de 
cardinal a et B de cardinal b, arbitrairement choisis (sous la réserve que 
A NB = © dans le cas de la somme) et on pose : 

a+b = Card (4 LU B); ab = Card (A x B). 

On appelle addition et multiplication les lois internes sur IN ainsi obtenues. 
Nous n’insisterons pas sur les propriétés de ces lois, qui sont connues du 
lecteur (il faudrait naturellement les déduire de la définition des deux lois). 

En particulier, d’après 1.2.2,6° et compte tenu de Card(®) = 0, on a (ab = 0) 
si et seulement si (a = 0) v {b = O). 


6 Éléments premiers de N. Dans les classes secondaires on a posé : 


DÉFINITION. — On dit que pe N est premier si, et seulement si :(p > 1) A (les 
seuls diviseurs de p sont 1 et p). 

On en a déduit les notions de PGCD et PPCM ; deux entiers naturels sont 
dits premiers entre eux lorsque leur PGCD est i. 


1.4.3. Ensembles dénombrables 


1° DÉFINITION. — On appelle ensemble dénombrable tout ensemble équi- 
potent à IN. 

Soit E un ensemble dénombrable. Comme NN, il est infini. L'existence 
d’une bijection @ : IN —> E permet de numéroter les éléments de E, a, désignant 
g{). 

REMARQUE. — Une famille est dite finie (resp. dénombrable, resp. 
infinie) si et seulement si l’ensemble des indices est fini (resp. dénombrable, 
resp. infini). Il va de soi que l’image d’une famille infinie peut être un ensemble 
fini. 

2° Propriétés des ensembles dénombrables. — PROPOSITION I. — Toute partie d’un 
ensemble dénombrable est finie ou dénombrable (on dit : au plus dénombrable). 

I suffit de le montrer dans le cas de l’ensemble N. Soit À une partie infinie de IN. 

Définissons par récurrence une application n + a, de N dans À en convenant que as 
désigne le plus petit élément de la partie non vide À de N, et que, pour n > !, a, désigne le 
plus petit élément de A\{40, …, a,_,}, qui est une partie non vide de À (sans quoi 4 serait fini). 

— Cette application est injective ; en effet si p < g, on a par construction a, € {ao, …, a}, 
et donc a, # a. 

— Pour montrer qu’elle est surjective — et, donc, bijective — raisonnons par F’absurde. 
Soit a e À tel que : VneN a, # a. On a alors : 


a € A\{ao, .…, 4} 


pour tout entier naturel #7 non nul et, par définition de a,, a, < a. D'autre part a < a. 
Donc pour tout », 4, < a. Mais l'intervalle [0, a] de (IN, <) est un ensemble fini. Cela 
contredit le caractère infini de IN (1.4.2. 4° V) 
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PROPOSITION Il. — Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable, 

Il suffit de le montrer dans le cas de Ex F, donc dans celui de IN? ; le cas général s’en 
déduit par récurrence. On utilise l'énumération diagonale, matérialisée par la figure. Plus 
précisément, il s’agit de l'application f : IN? —+ IN définie par 


JG M) = p+01+2+..+ (+ y)] 
Elle est bijective. Considérons en effet a € IN. Posons : 
u, = 0+1+...+n 


Il existe m e IN, unique, tel que u,< a < 4,4,. On en déduit qu'il existe (x, y) € IN?, uni- 
que, tel que /{x, y} = a ; il est donné par x+y = m et y = a—u,, (ce qui assure 0 < y < m+1). 


À 
Se 
3 fs Mo [ou 


(o) 1 {3)  |(é) 
[o) 1 2 3 --: 

PROPOSITION IIL. — Soient E un ensemble dénombrable et f : E > F une surjection. Alors 
F est au plus dénombrable. 

À une bijection près on peut se limiter au cas E = IN. Puisque f'est une surjection, pour tout 
xeF, f7\(x) est une partie non vide de IN, ce qui permet d'introduire le plus petit élément 
de cette partie, que nous notons #(x). Nous disposons ainsi de m : F — N.Onafom = Id, ; 
on en déduit (1.2.3, 5°} que m est injective ; il existe donc une bijection de F sur la partie 
"\(F) de IN, qui est au plus dénombrable. 


PROPOSITION IV. — Toute réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est 
un ensemble dénombrable. 

À une bijection près, nous pouvons nous limiter à une famille indexée par N. Considérons 
une famille (4,), . A d'ensembles dénombrables et désignons par À sa réunion. 

Pour # donné, nous disposons d'une bijection @,: IN — 4,. D'où l’existence d'une 
application ÿ : INXIN — 4, définie par (n,m) -— @,(m). Cette application est surjective. 
En effet étant donné a € À, il existe au moins un ve N tel que a € 4, ; posons u = 9, ! (a); 
on constate #(v, 4) = a. 

D'après la proposition III, À est au plus dénombrable. Or À, ayant une partie infinie, 
est lui-même infini, 


CoRoOLLAIRE DE IV. — Toute réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable ; 
toute réunion dénombrable d’ensembles finis est au plus dénombrable. 


* Exercice : Montrer que Q est dénombrable. , 


3° Exemple d'ensemble infini, non dénombrable, — Nous allons prouver 
que, pour tout ensemble E, il n’existe aucune surjection — et, par suite, aucune 
bijection — de E sur S(E) ; il en résultera que S(IN), qui est manifestement 
infini, est non dénombrable. 


Supposons qu’il existe une surjection f : E —> S(E) et considérons 
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A=f{xeE|xé#f(r}. On a AëfT(E); puisque f est surjective, il existe 
aeE tel que À = /(a). Siona a € À, alors, d’après la définition de 4, on a 
a & f{a), et donc a é 4. Si on a a é À, de la définition de À on déduit a e (a), 
c’est-à-dire a € À. Dans tous les cas, on aboutit à une contradiction. O 


1.4.4. Analyse combinatoire 


L’analyse combinatoire est l’étude des problèmes de dénombrement, 
autrement dit c’est l’étude du calcul des cardinaux d’ensembles finis. Une 
application concrète en est le calcul des probabilités finies. 


1° Proposition. — L’ensemble des applications d’un ensemble de cardinal 
ñ dans un ensemble de cardinal p est fini et a pour cardinal p”. 

On démontre d’abord : 

LEMME. —— Soient E et E’ deux ensembles disjoints, F un ensemble quel- 
conque. Les ensembles FFE et FE x FE’ sont équipotents. 

Le lecteur vérifiera aisément que l’application qui à f € associe le 
couple des restrictions de f à Æ et à Æ' est une bijection de F°°F sur 
FÊx FE. O 

— À partir de là, on démontre la proposition en fixant un ensemble F 
de cardinal p et en prouvant, par récurrence sur n, la proposition : 

(4,) Pour tout ensemble E de cardinal n, F© est fini, de cardinal p”. 

— () est vraie puisque (1.2.3, 2°) il existe une et une seule application 
de © dans F. 

— (4,) est vraie (trivial). 

— Soit m eIN*. Supposons que (#,) est vraie et, pour tout ensemble 
E" de cardinal m+ 1, utilisons la possibilité d’écrire E" = E L E;, les ensembles 
Æ et E' étant disjoints, de cardinaux respectifs m et 1. D’après le lemme, 
le cardinal de FE” est le produit des cardinaux de FF et FF, respectivement 
égaux à pet à p d’après (#,) et (Æ,). D'où: Card FF = p"*t!, ce qui montre 
que (Æh+,) est vraie. O 


FEvE 


CoROLLAIRE. — L'ensemble des parties d’un ensemble Æ de cardinal n 
est fini et a pour cardinal 2”. 


A tout 4 € F(E) on associe sa fonction caractéristique, qui est l'application 
Xa : E — {0, 1} définie par : 
X4@) =1 si xeA; XaG@) =0 si xeË\A. 
On vérifie que l’application A+ y, est une bijection de S(E) dans 
{0, 135 ; or {0, 135 a pour cardinal 2", d’après la proposition qui précède. 


2° Proposition. — Soient E un ensemble fini, et (4;);., une famille 
de parties non vides deux à deux disjointes de £, de réunion Æ. Alors J et les 
À; sont des ensembles finis, et on a : 


36 ENSEMBLES. RELATIONS. LOIS DE COMPOSITION 14.4 
Card (E) = Ÿ Card (4). 
iei 


Les À; sont finis au titre de parties d’un ensemble fini £. Nous disposons 
par ailleurs de l’application i +-— 4, de 7 dans T(E), qui est injective car, 
pour i Æ j, les ensembles 4, et 4,, disjoints et non vides, sont distincts. T(E) 
étant fini, on déduit de 1.4.2, 4° que 1 est fini. La formule sur les cardinaux 
résulte de la définition de l’addition dans N. 0 


COROLLAIRE : principe des bergers. — Soient E et F des ensembles finis, 
etf:E — F une surjection. Si les ensembles / ” ({y}), y e F, ont un cardinal 
commun X, alors Card (E) = k Card (F). 

On applique le résultat précédent à la partition associée à la relation 
d'équivalence f(x) = /(»). 


3° Notation. — Pour n € N\{0}, on pose Il k=n!, qui se lit « facto- 
rielle n », et on convient O! = 1. 


Nombre des injections d’un ensemble fini dans un autre. — PROPO- 
SITION, — Soient p et n des entiers tels que O0 < p < n. Alors, pour tout 
ensemble Æ de cardinal p et pour tout ensemble F de cardinal nr, le nombre 
des injections de E dans F est Pentier z !/(1—p)}!, que l’on note 42. 


On fixe un ensemble F de cardinal n et on vérifie par récurrence une 
assertion 4,. 


— 4, est vraie. En effet l’application unique de @ dans un ensemble 
quelconque F est injective (1.2.3, 2°). 

— Soit g tel que g > 1. Supposons que Æ,_, a été vérifiée et considérons 
un ensemble E à g éléments ; soit a l’un de ces éléments. Posons E’ = E\{a} ; 
d’où Card E’ = g—1. Désignons par d (resp. d') l’ensemble des injections de 
E (resp. £") dans F. 


A tout élément de 3 associons sa restriction à £’, qui est un élément de J' ; 
nous définissons ainsi une application @ : 3 —> J'. Etant donnée f'e J', un 
élément de p71({f"}) est déterminé par sa restriction à E', qui est f’, et par 
l’image qu’il donne de a, celle-ci pouvant être arbitrairement choisie parmi 
les éléments de F\f'(E"), qui sont au nombre de n—(g—1). Ainsi chaque 
f' € d' est l’image par @ de n—gq+1 éléments de à et, d’après le principe des 
bergers : 


; n! n! 
Card 3 = (n—q+1) Card 3 = (n—q+1) W=a+ Di G=oi" 


ce qui montre que À, est vraie. DO 


REMARQUE. — Dans certains calculs, on a intérêt à écrire 


AP =n(n—1)..(n—-p+1). 
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COROLLAIRE. — Le nombre des bijections d’un ensemble fini de cardinal 
n sur lui-même est »!. 

On a vu en effet (1.4.2, 4°) que quand E est fini, une application £ — E 
est bijective si, et seulement si elle est injective. 

Arrangements, — DÉFINITION. — Soient F un ensemble non vide de 
cardinal 7, et un entier p tel que 1! < p < n. On appelle arrangement p à p 
des éléments de F toute application injective de [1, p] dans F. 

D’après la proposition précédente, de tels arrangements sont au nombre 
de A?. 

4 Nombre des parties de cardinal donné d'un ensemble donné; 


combinaisons. — PROPOSITION. — Soient p et n des entiers tels que 0 < p < n. 
Pour tout ensemble £ de cardinal # le nombre des parties à p éléments de E, 


(ou combinaisons de p éléments de E), est l’entier PI que l’on note C?. 


n! 
p'{n— 

: Là n P 
Certains auteurs écrivent () pour C®, (noter la place des indices). 


— La formule est vraie pour p = 0, puisque C? = 1 et que, d’autre part, 
la seule partie de E de cardinal 0 est @. 

— Plaçons nous maintenant dans le cas 1 < p < n. Nous cherchons le 
cardinal de l’ensemble Ÿ des parties de E à p éléments. Soit 3 l’ensemble des 
injections de N, dans E. Pour tout f'e 3, on a f(N,) ef ; en posant o(f) = f(N,) 
on définit donc une application @ : 3 — T. Il s’agit d’une surjection ; en effet 
étant donné P ef, @" ‘(P) est l’ensemble des injections de IN, dans P, qui 
sont au nombre de 4% = pl. Le principe des bergers s’applique et donne : 

Card 3 = p! Card f. 

D'autre part Card 3 = AË = n!/{n—p}!. | 

Conventions. — On pose C5 = 0 pour tout (p, n} e IN? tel que p >n. 
Ainsi le nombre des parties de cardinal p d’un ensemble de cardinal # est 
toujours C£. 

On pose C;? = 0 pour tout (p, x) eN'XN. 


5° Propriétés des nombres C?. — PROPOSITION. — Soient # et p des 

entiers naturels, on a : 
C= Cr, (pen); Citi = Cit'+ CE. 

Vérification aisée à partir de l’expression de C?, (attention à p > n dans le 
second cas). Voici une démonstration sans calcul :: 

— Dans un ensemble E à n éléments, Xr+— E\X est une bijection de 
l’ensemble des parties à p éléments sur celui des parties à n—p éléments. 

— Soit E un ensemble de cardinal n+1, a un élément de E, F l’ensemble 


des parties à p+1 éléments de E, 9’ l’ensemble de celles de ces parties qui 
contiennent a ; on pose #" = F\f’ et E' = E\{a}. 
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On constate que T”, ensemble des parties à p+1 éléments de E', a pour 
cardinal C?*!. D'autre part, X+— E' n X est une bijection de $' sur l’en- 
semble des parties à p éléments de E’ ; d’où Card 3° = C%. La proposition 
résulte alors de 3’ n 9" = @. =! 


CoROLLAIRE. — Pour 0 <p <n,ona } Cr = 2". 
p=0 
Soient E un ensemble de cardinal n et #, l’ensemble des parties de E à p 
éléments. Dans (E) la famille de parties (4#,)o< ,<, vérifie les conditions 


de la proposition du 2°. D’autre part, le cardinal de F(E) est 2”. mn 


Nous retrouverons cette propriété des nombres C? lors de l'étude de la 
formule du binôme au n° 3.1.2, 3°. 


Triangle de Pascal. — On range les C% en un tableau triangulaire tel que C* appartienne 
à la fois à la ligne d'indice n et à la colonne d'indice p. On calcule les éléments de la (n+ 1)}-ième 
ligne au moyen de ceux de la n-ième ligne. 


nn 0 1 2 3 4 5... 


1 
1 
1 
1 
1 
1 


+. U BE © ND — © 
U B WU NN — 
Ce) 


C'est ainsi que C2 = 10 s'obtient à partir de C2 = 6 et C2 = 4, par 6+4 = 10. 


6° Combinaisons avec répétition. — PROPOSITION. — À tout couple d’un naturel x et d’un 
ensemble E de cardinal », on associe les ensembles F,(E) et $,(E) des applications # de E dans 
(0, »] = IN qui vérifient respectivement 

Zum<n et E'uG=n 
x€E xeE 
et on désigne par (n, m1) et g(n, m) les cardinaux de ces ensembles. Alors : 
fium)= Css € g(mm)= Cris pour n+m>l 

— Sim=0, on a: f(n,0) = 1 = CF, et, pour n > 1: g(n,0) = C,A. 

Sin=0,ona:f(0, m) = 1 = C%, et, pour m > L: g(0, m) = 1 = CI. 

— Supposons maintenant m > 1 et n > 1. Soient ae E et E’ = E\{a}, (ensemble de 
cardinal m—1}. À tout élément de 8,(E) associons sa restriction à E’, qui est,un élément 
de F,(E’); nous définissons ainsi une application @ : S,(E) — F,(E’). Il s'agit d’une bijec- 
tion. En effet étant donné uw’ e ,(E’), l'élément unique de g7{({w’}) est celui des prolon- 
gements de #’ à E qui vérifie la condition u(a) = n — Y u(x). D'où : g(n, m) = f(n, m—1). 

xe£ 


— Pour tout ue F,(E) on a une, et une seule des deux éventualités : 


LE u@)=nou Y u(x) <n-1. 


xe£ 
D'où : /{(n, m) = g{n, m) + f(n—1, m). 
— Compte tenu des deux résultats : f(x, m) = fn, m—1}) + f(n—1, m). 


A partir de (0,0) = 1 = C$, l'expression de f{n, m) s’obtient par récurrence sur m+n. 
Celle de g(n, m) s’en déduit. 
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REMARQUE. — En adoptant E = {1, ..,m} = N,, on constate que C":2, est le nombre 
des (#,, …, u,) € N° solutions de l'équation : 
uit +u = 7 


On dit que CF;,l_, est le nombre des combinaisons avec répétitions de m objets n à n 
(voir une interprétation de ce nombre à l’exercice n° 1.32). 


1.5. LOIS DE COMPOSITION 


1.5.1. Lois de composition internes 


1° DÉFINITION. — On appelle Joi de composition interne sur un ensemble 
E toute application de Ex E dans E. Le couple constitué par un ensemble et 
une loi interne sur un ensemble est appelé un magma. 


La différence entre loi de composition interne et application réside seule- 
ment dans la notation : si la loi est notée T, l’image de l’élément (x, y) e ExXE 
est désignée par x T y (et non par F(x, }}). 


EXxEMPLEs. — Nous avons déjà rencontré les magmas (EF, o), (FE), n), (FE), 0). 


REMARQUE. — À tout magma (E, T) nous pouvons associer le magma 
(SE), +), en définissant % par : 


V(A4, Be (F(E)) AxB={zeE|3(G M EAXB z=xT}y} 
Par abus de notation, on écrit À T B pour À % B, et même x T B pour 
{x} x B et À T y pour À x {y}. 


2° Translations. — DÉFINITION. —— Soient (E, T) un magma et a un 
élément de E. On appelle translation à droite (resp. à gauche) par a et on 
note 7, (resp.,t), l’application de E dans E telle que : 


X+— xTa (resp. x H— aT x). 
3° Parties stables pour une loi interne. Lois induites. — DÉFINITION. — 


Soient (Æ, T) un magma, et À une partie de E. On dit que À est stable pour 
la loi T si, et seulement si : 


VAMDEA? xTye4. 
L'application T, : Ax À — À définie par (x, y} x T y est alors une 
loi interne sur À ; elle est dite loi induite par T sur 4. S'il n’y a pas d’ambiguité, 
on la note encore T. 


1.5.2. Propriétés des lois de composition internes 


1° Loi associative. — DÉFINITION. — Soit (E, T) un magma. La loi T 
est dite associative si et seulement si : 


VGYDeE  xT(YT2=(xTYTZz 
On dit alors que (E, T) est un magma associatif. 
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Dans le cas d’une loi associative, on peut supprimer les parenthèses, et 
plus généralement associer au n-uple (x,, …, x,) e E* l'élément x, TT x, 
de E, étant entendu qu'intervient l’ordre dans lequel sont donnés x,, …, x,. 


" 


Lorsque x, = = x,= x, (n > 1), l'élément obtenu s'écrit T x, et 
on vérifie par récurrence 
# ? n+Pp 
VxeE Vin, p}e(N\K{0}} FHT(TH= T x. @) 


PROPOSITION, — Soit (E, T) un magma associatif, Alors : 
V(GDB)eE? tortue tira € TON = Tate 


En effet, dans le cas de translations à droite, 7, © rt, et t,- , donnent de 
tout x e E la même image x TT a. (ma 


2° Loi commutative. — DÉFINITION I. —— Soit (E, T) un magma. On dit 
que deux éléments a et b de E sont permutables (ou qu'ils commutent), si et 
seulement sia Tb=bTa. 


DÉFINITION IL. — Soit (E, T} un magma. La loi T est dite commutative 
si et seulement si deux éléments quelconques de E sont permutables. On dit 
alors que (E, T) est un magma commutatif. 


DÉFINITION III. — On appelle centre d’un magma (E, T) l’ensemble des 
éléments de Æ permutables avec chacun des éléments de E. 


PROPOSITION. — Soient (E, T) un magma associatif, et x,, …, x, des éléments 
de E deux à deux permutables. Le composé de ces éléments ne dépend pas 
de l’ordre dans lequel on les compose. | 


Nous anticipons ici sur l'étude du groupe symétrique (2.4.7). 
Il s’agit de montrer que, pour toute permutation o de {1, ….,n}, on a : 


Xous Tee T Xopn = Xi Tee TXn 


Or, d’une part cette égalité est vraie lorsque a est une transposition qui échange deux entiers 
consécutifs (par associativité), d'autre part toute permutation de {l, ….,#} est le produit de 
telles transpositions (2.4.2, 3°). O 


n 
Le composé pourra donc être noté T x; sans que l’ordre dans lequel 
on compose les x; soit imposé. TT 


CoNSÉQUENCE. — Soient x et y, permutables pour la loi associative T. 
Alors : 


0] P 
V(n, p}e (N\{0}) Tx et Ty sont permutables ; Q) 


VneN\{0} CHTTD=TGTY @ 
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3° Elément neutre. — DÉFINITION IL. — Soit (E, T) un magma. On ap- 
pelle élément neutre pour la loi T tout e € E tel que : 


VreE xTe=eTxrx=x. 


S’il existe, un tel élément est unique. En effet si e et e’ sont neutres alors 


eTe'=e et eTe'=e; parsuit e =e. Q 
DÉFINITION. — Un magma dont la loi possède un élément neutre est dit 
unifère, 
Convention. — Soit (E, T) un magma associatif et unifère, d’élément 


ñ 
neutre e. On étend à r e IN la définition de T x donnée au 1° par la convention 


VxeE T x=e [G) 
La formule (1) s'étend ainsi à (x, p) € IN? (vérification aisée). 
DÉFINITION IL — Soit (FE, T) un magma. On appelle élément régulier 
(ou simplifiable) à droite (resp. à gauche) tout a e E tel que : 
VG»eE? GTa=yTa) = (x=} 
fresp. V(xMeE? !(aTx=aTy) = (x= pl. 
On appelle élément régulier tout élément régulier à droite et à gauche. 


EXEMPLES. — a) Un élément neutre est un élément régulier, 


b) Dans IN, tout élément est régulier pour l’addition, tout élément non nul est régulier 
pour la multiplication. 


€) Dans T(E), le seul élément régulier pour l'intersection est l’élément neutre E. 


DÉFINITION III. -— Soit (E, T) un magma unifère d’élément neutre e, 
On appelle élément symétrisable (resp. élément symétrisable à droite ; resp. 
élément symétrisable à gauche) tout élément a € E auquel on peut associer au 
moins un élément a' € £, tel que : 


aTa'=a Ta=e 
[resp.aTa'=e; resp. a Ta= el]. 
On dit alors que a’ est un symétrique (resp. un symétrique à droite ; resp. un 
symétrique à gauche) de a, pour la loi T. 
THÉORÈME. — Soit (E, T) un magma associatif et unifère, d’élément neutre 
e, et a un élément de E. Alors : 


ë) Si a est symétrisable à droite (resp. à gauche), a est régulier à droite 
(resp. à gauche). 

ii) Si a admet un symétrique à droite et un symétrique à gauche, ceux-ci 
sont égaux. 
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it) Si a est symétrisable, il admet un symétrique unique. 
iv) Le composé de deux éléments symétrisables est symétrisable. 
Démonstration. — i) Supposons qu'il existe a’ € E tel que aTa'=e. 


Toute égalité de la forme x T a = y T a, implique (x T a) Ta =(y Ta)Tar', 
qui s’écrit par associativité x T (a Ta’) = y T(aTa'),c'est-à-direxTe=7yTe, 


ou encore x = y. O 
ä) Supposons qu'il existe a e Eeta”eEtels quea Ta’ =eceta"Ta=e. 
On en déduit que a” T a T a’ est égal à a”, et aussi à a’. O 


ii) L'hypothèse de ä) est remplie lorsque a’ et a” sont deux symétriques 
de a. 
iv) Si a et b admettent les symétriques (nécessairement uniques) a’ et b', 
on constate que (a T b) T (b' Ta’)et (b' Ta’}T (a T b) sont l’un et l’autre 
égaux à e ; b' T a’ est donc symétrique de a T b. O 


EXEMPLES. — a) Dans (S(E), U), le seul élément symétrisable est l’élément neutre 6. 

b) Dans (N, +), seul l’élément neutre 0 est symétrisable, alors que tout élément est 
régulier. 

Application. — Complétant l'étude du 1.2.3. 5°, le lecteur montrera que, 
dans (Ef, o), les éléments symétrisables à droite (resp. à gauche) sont les 
surjections (resp. les injections) et que les symétriques à droite (resp. à gauche) 
ne sont uniques que si l'élément est symétrisable. D'où le résultat, important 
par la suite : 


PROPOSITION. —— Les éléments symétrisables de (E°, ©) sont les bijections. 


Convention. — Soient (E, T) un magma associatif et unifère, et x un 
élément symétrisable de ÆE, dont l’unique symétrique est noté x. 
ñ 
On étend à ñn e Z la définition de T x, connue pour n € IN depuis le début 
du présent 3°, par la convention 
=n 


n 
VneZ\N Tx=Tx (5) 

Ainsi (2) et (3) s'étendent respectivement à (nr, p}e Z? et neZ. 

L'équation a T x = b sur un magma associatif et unifère (E, T). — On 
donne (a, be E?; on cherche xe E tel que a T x = b. 

e Si a admet un symétrique à gauche a’, on constate que a T x = b 
exige a T(aTx)=a Thetx=a Tb;:il ya au plus une solution. 

e Si a admet un symétrique à droite a”, alors a” T b est une solution ; 
en effet a T (a” T b) n’est autre que b. 

e Il en résulte que si a est symétrisable, l'équation a T x = b, admet la 
solution unique a’ T b, a’ désignant le symétrique de a. 


Dans les mêmes conditions l'équation x T a = b admet la solution 
unique b T a°. 
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REMARQUE. — Il résulte de cette étude que si a est symétrisable, les translations ,7 et 7, 
sont des bijections. 

4° Distributivité. — DÉFINITION. — Soient E un ensemble, x et T 
deux lois de composition internes sur £. On dit que la loi T est distributive à 
gauche (resp. à droite) par rapport à la loi + si et seulement si : 


VRYDEE xTÜYXD=(XTMXGXT2), 
fresp. VOA DER (GXxnTz=(xTz)x(y Ta) 
Par loi distributive on entend une loi distributive à gauche et à droite. 
Notons que les distributivités à gauche et à droite de T par rapport à x 
sont équivalentes dans le cas où T est commutative. 


EXEMPLE. — Sur S(E), les lois n et L sont distributives l'une par rapport à l’autre. 


5° Extension des propriétés aux lois induites. — Soient (E, T) un magma, 
A une partie de E stable pour la loi T, T, la loi induite (1.5.7, 3°). Si le magma 
(E, T) possède l’un des caractères : commutatif, associatif, le magma (E, T,) 
possède le même caractère, la réciproque étant, naturellement, fausse. 

Si T admet un élément neutre e, on peut avoir e & 4 ; mais sion a e € À, 
alors e est neutre pour T4. 

De même si x et T sont deux lois de composition internes sur ÆE, si 4 
est une partie stable de Æ pour Les deux lois # et T, et si Test distributive par 
rapport à %, la loi induite T, est distributive par rapport à la loi induite ,. 


CoNTRE-EXEMPLE. — Soit À & E, À # E. Considérons la loi n. E est neutre si on se place 
sur (E), À est neutre si on se place sur la partie stable T(4) de T{E). Sur F(EN{E} iln’ya 
pas d’élément neutre, alors qu’il y en a un sur la partie stable S (4) de F(EN{E}. 


6° Les notations additive et multiplicative. — Le tableau qui suit indique la terminologie et 
les notations qui sont le plus souvent utilisées ; {a notation additive est strictement réservée aux 
lois commutatives. 


Nom de la loi .......,.... « Truc» Multiplication Addition 
Notation du composé .. xTy xy (ou x-y} x+y 
Nom du composé ..... produit somme 
Notation du neutre . lue) 0 
Nom du symétrique ... inverse opposé 
Notation du symétrique. |.. es x —x 

a 
Iteration de l'opération .... Tx #7 nx 


(Notation étendue à n eZ) | 


1.5.3. Lois de composition externes 


DÉFINITION. — Soient E et ( des ensembles, On appelle action de Q sur E toute application 
de Q dans l’ensemble £° des applications de E dans E. 

Soit & + f, une telle action. On dit que l'application (a, x) +-—+ f(x) de QXE dans 
Æ est une loi d’action à gauche de { sur E, ou encore une loi externe à gauche sur E, à ensemble 
d'opérateurs €. 
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Plus simplement : 


DÉFINITION. — Soient E et Q des ensembles. On appelle loi de composition 
externe sur Æ, à ensemble d’opérateurs Q toute application de Q XE dans E. 


Une telle application se note («, x} à L x, le signe L pouvant être 
remplacé par un autre signe, par exemple par : ; il peut même être omis 
(notation dite multiplicative). 


Nous dirons en abrégé « soit (E, L}, une loi externe », (en omettant 
éventuellement Q), pour « soit L une loi de composition externe sur l’ensemble 
E, admettant pour ensemble d’opérateurs l’ensemble Q». 


EXEMPLE. — Soit (E, T) un magma. En posant n 1 x = T x, on définit une loi de compo- 
sition externe sur E, dont l’ensemble d'opérateurs est, selon les propriétés de T, N\{0}, N ouZ. 


2° Parties stables pour une loi externe. — DÉFINITION. — Soit (E, 1) 
une loi externe, et À une partie de £. On dit que À est stable pour la loi L 
si et seulement si : 

VE» € QxA a ixedÀ. 


L'application 1, : x A —> À définie par (&, x) — « L x est alors 
une loi externe (4, L,) : elle est dite loi induite par L sur À. S'il n’y a pas 
d’ambiguité, on la note encore L. 


3 Restriction du domaine d’opérateurs. — Soient une loi externe 
(E, Lja, et Q' une partie de E. L'application (a, x} + & L x de Q'xE dans 
E définit une loi externe sur Æ, à ensemble d'opérateurs {’. 


* C'est ainsi qu'un C-espace vectoriel pourra toujours être considéré comme un R-espace 
vectoriel. 


4° Distributivité. — Soient (E, T) un magma et L une loi de composition 
externe sur E. On dit que la loi L est distributive par rapport à la loi T si et 
seulement si : 


VaeQ V(xMDeE? a Ll(xTy}= («Lx T(a lp) 


1.6 STRUCTURES ALGÉBRIQUES 


1.6.1. Morphismes 


1° Rappel d’une définition. — Soient f : E —> Fune application, R et 5 
des relations binaires sur E et F respectivement. On dit que f est compatible avec 
le couple (R, S), ou encore que f est un morphisme de (E, R) dans (F, S), si et 
seulement si 


VODEE xRy — f( 80) (b) 
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2° Application compatible avec un couple de lois internes. — 
DÉFINITION. — Soient f: E —> E’ une application, T et T' des lois de 
composition internes sur Æ et E’ respectivement. On dit que f est compatible 
avec le couple (T, T’), ou encore que / est un morphisme de (E, T) dans(E', T') 
si et seulement si : 


VGODEE fx Ty = fc T' SO). @) 


Application compatible avec un couple de lois externes. — DÉFINITION. 
Soient f : E —> E' une application, L et L' des lois de composition externes 
sur Æ et E’ respectivement, ayant le même ensemble d’opérateurs Q. On dit 
que f est compatible avec le couple (L, 1’) ou encore que f est un morphisme 
de (E, 1) dans (E”, L’) si et seulement si : 


VRxHEQXxE f(x Lx) = « L'f(x). G) 


3° Généralisation de la notion de morphisme. — Nous appellerons 
dorénavant magma tout m-uple de la forme 


Œ, Tue, Ty Lie, Lg Ra, R) 
où E est un ensemble, T, une loi interne sur £, 1, une loi externe sur E, enfin 
&, une relation binaire sur E. 
Nous supposerons que toutes les lois externes qui interviennent ont un 
ensemble d'opérateurs commun (. 


DÉFINITION. — Soient (E, T:,.…., T,, L,,.…, L,, R,,..., R,) et 


œ 
(EE, This Tps Lis ces Lo Ris cs Re) 
deux magmas dont lois internes, lois externes et relations se correspondent 
deux à deux. On appelle morphisme du premier magma dans le second toute 
application j : E —> E' telle que : 
J'ŒET)—(E, TT), f:(E, 1) —(E, 1), f:CE, R) + (E, Rà) 
soient des morphismes GeN,, jeN,, ke N,). 
Si, en outre, E = E', on parle d’endomorphisme, 


4° Isomorphisme. — DÉFINITION. — On appelle isomorphisme (resp. 
automorphisme) tout morphisme (resp. endomorphisme) bijectif tel que 1’appli- 
cation réciproque soit aussi un morphisme, 

Au lieu de f : E—> E', nous noterons, dans le cas d’un isomorphisme, 
f'ESE!. 

PROPOSITION. — Pour des magmas ne comportant que des lois de com- 
position, tout morphisme bijectif est un isomorphisme. 

— Soitf :(E, T)—+(E"', T') un morphisme bijectif. A tout (x', y') e E'? 
associons (f7 !(x'), f71(y")) € E?, pour lequel, d’après (2), 


SET) TS ON) = UT) TAC O)). 
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En prenant les images des deux membres par f7! : 
LG) TS ON =S GT y) O 
— Soitf:(E, L)—>(E", 1°) un morphisme bijectif. À tout (x, x')eQXxE" 
associons (x, f” !(x')) e QXE, pour lequel, d’après (3), 
fa F7) = à L'SGT G)). 
En prenant les images des deux membres par f 7! 
af (x) = ft (a L' x). (ml 


5° Composition de morphismes. — PROPOSITION. — L’application com- 
posée de deux morphismes (resp. isomorphismes) est un morphisme (resp. 
isomorphisme). 

Démonstration aisée : il suffit d'appliquer les définitions. 


REMARQUE. — Les propositions du 4° et 5° ne s'étendent pas au cas où interviennent des 
relations. Nous avons rencontré des contre-exemples au 1.3.4, 3°. 


1.6.2. Propriétés d’un morphisme surjectif 


1° L'intérêt des morphismes surjectifs tient au fait que, dans tout mor- 
phisme f : (E, Ti Li, 4) —>(E", Ti, Li, Ro), l'image f(E) est une partie de E' 
stable pour chacune des lois T; et L;, 

En effet : 

— Considérons le morphisme f:(E, T)—>(£", T'}. À tout couple 
x’, y’) e (/(E))?, nous pouvons associer un couple (x, y) e E?, pas nécessaire- 


ment unique, tel que x’ = f(x) et y’ = f(y) ; x' T' y’, qui s'écrit f(x T y) est 
un élément de f{(E). 


— Considérons le morphisme f:(E, L)—>(£", 1} A tout couple 
(«, x) e Rx f(E), nous pourrons associer un couple (a, x) e AXE, tel que 
x" = f(x) ; « L' x, qui s'écrit /(« L x), est un élément de /(E). O0 


2° Nous supposons maintenant que le morphisme considéré ci-dessus est 
surjectif. 

e Pour toute loi interne T et la loi associée T', on montre : 

— SiT est commutative, alors T' est commutative. 

— SiT est associative, alors T' est associative. 


— Si T admet e pour élément neutre, alors T' admet f(e) pour élément 
neutre. 
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— Si xet y sont symétriques pour T, alors f(x) et f{y) sont symétriques 
pour T'. 

Vérifions par exemple l’assertion relative à l’associativité. A tout 
(x', y',z'} eE'#, on peut associer au moins un (x, y, z) € E* tel que x' = f{x), 


y'=f0), z = f@). Ona: 

GT y) T2 = [09 T'ON TG) = CG Ty TO =AGTPT2 

x TO T2) = fQ) TO) SAN = C0 T'OG T2) = f@ TO T2))D 
On notera que x peut être régulier pour T sans que f(x) le soit pour T'. 


e Pour tout couple (T;, T,) de lois internes et les lois associées (f # j), 
on montre : 


— Si T,; est distributive par rapport à T,, alors T; l’est par rapport à Ti. 


e Pour tout couple (T, L) d’une loi interne et d’une loi externe, et les 
lois associées, on montre : 


— Si L est distributive par rapport à T, alors L' l’est par rapport à T'. 


1.6.3. Structures 


1° La notion de structure en général est d’une formalisation délicate. 
Le cadre naturel en serait la théorie des catégories, qui dépasse de beau- 
coup le niveau de ce cours. Nous nous bornerons ici à dire qu’étant donné 
un magma (E, T; L;, R;), le magma, où — en abrégé — l’ensemble E est 
un représentant d’une structure donnée (ou qu’il possède la structure, ou 
qu'il est muni de la structure) quand les lois et relations qui interviennent 
vérifient un certain nombre de conditions imposées, qui sont dites axiomes 
de la structure ; s’il y a au moins une loi, nous parlerons de structure algébrique. 


EXEMPLE. — Nous avons rencontré (sans le dire!) la structure d’ensemble ordonné 
CE, &) ; ce n'est pas une structure algébrique. 


Il existe d'autres types de structures (espaces métriques, espaces eucli- 
diens..), mais nous ne les envisagerons pas dans le présent chapitre. 


2° Morphismes et structures. — Soit f un morphisme d’un magma M 
dans un magma M. Il peut — bien sûr — se faire que M et M' possèdent 
des structures différentes, et même que l’un ou l’autre ne possède aucune 
structure. Mais, même si M et M' sont deux représentants d’une même 
structure nous ne dirons pas automatiquement que f est un morphisme de la 
structure considérée (un exemple est celui des morphismes d'anneaux 
définis au n° 3.1.4.). 
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3° Transport de structure par bijection. — Soient (E, T;, L;, &;) un 
magma, E' un ensemble et f: Æ — E' une bijection. Le lecteur vérifiera 
qu’à chaque loi et relation sur E on peut associer, d’une et une seule façon 
une loi et relation sur E’ de façon que f soit un isomorphisme; on opère 
de la façon suivante : 


— À la loi interne T, on associe la loi interne T' définie par : 
VG&,y)eE? x Ty = GG) TS CE). 
— À la loi externe L, on associe la loi externe 1’ définie par : 
V(a x)eQxE" a L'x = f(x L f(x) 
— À la relation &, on associe la relation R' définie par : 
XRy <> EN RS TO). 


Si le magma dont on est parti est un représentant d’une certaine structure, 
le magma auquel on aboutit est un représentant de la même structure, au 
moins dans les cas usuels auxquels nous aurons affaire. 


4 Structures induites. — Soient (E, T;, L;, R,) un magma et À une partie de E stable 
pour chacune des lois. Alors, en introduisant les lois et relations induites, on obtient un magma 
(4, Ts 1j Re), tel que l'injection canonique j : À —+ E soit un morphisme. 


Si on est parti d’un représentant d’une structure, on n’obtient pas toujours un représen- 
tant de la même structure. C’est ainsi qu'une partie stable d’un groupe n’est pas toujours 
un sous-groupe, On se contente de parler de structure induite. 

5° Structures-produits. — Il n'intervient ici que des lois (à l'exclusion de toute relation). 

Notion de loi-produits. — Soient (E;); . ; une famille d'ensembles non vides, E = ITE, 
l’ensemble produit ; à chaque E, est associé la projection p,: £ — E,. tel 


On suppose qu'il existe sur chaque £; une loi interne T,. Alors il existe sur E une, et une 
seule loi interne T telle que, pour tout ie Z, p;: (E, T) — (E;, T,) soit un morphisme. On dit 
que T est la loi-produit des T,, la loi T est définie par : 


Chiers TOhier = Gi Tiphier 
On opère de même à partir de lois externes L; sur les £; (à ensemble d'opérateurs 
communs). La loi externe produit est définie par : 
alGher=Glhixher 
La vérification est aisée. Le lecteur montrera que, en outre : 
— T est associative (resp. commutative) si et seulement si chaque T, l’est. 


— e = (e);e, est neutre pour T si et seulement si chaque e, est neutre pour T.. 

— x = (x), r est symétrisable dans E si et seulement si chaque x; est symétrisable dans 
E, et alors x° = (xihier 

(Certaines de ces assertions résultent immédiatement du fait que p, est un morphisme 
surjectif). 
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1.6.4. Structure-quotient. Décomposition d’un morphisme 


1° Relation d'équivalence compatible avec une loi interne — 
DÉFINITION. — Soit Æ un ensemble muni d’une loi de composition interne T 
et d’une relation d’équivalence R. On dit que R est compatible avec T si et 
seulement si : 


VOX Y)eEt GRx AYRY) — GTMR(X Ty) 
On peut définir une compatibilité à droite (resp. à gauche) par : 
VOMNDEES xRy — (xXTADR(yT2) 
[resp. VRP 2)EES xRy — (GTHR(TY. 


La réflexivité et la transitivité de R permettent de montrer que & est compa- 
tible avec T si et seulement si À est compatible à droite et à gauche avec T. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit E un ensemble, muni d’une loi de 
composition T et d’une relation d’équivalence À compatible avec T. Soit 
@:E —> EJR la surjection canonique. Alors il existe une et une seule loi 
de composition interne sur E/R, T, telle que @ soit un morphisme de (E, T) 
dans (E/R, T). On dit que T est Ja loi-quotient de T par R. 


Devant vérifier: V(xmeE? p(xH Toy = pxTy}, une solu- 
tion éventuelle devra vérifier : 


V(X Pe(ER) Vxrex VyeY XTY= px Ty) (1) 


Inversement, du fait de la compatibilité de T avec Æ, étant donné 
(X, P'e(ER)}, o(xT y) est indépendant du choix de x dans X et de 
celui de y dans Y. Il en résulte que (1) définit une, et une seule loi interne 
sur EJR et que cette loi est la solution unique du problème. (| 


2° Relation d'équivalence compatible avec une loi externe. — 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition 
externe L (d’ensemble d’opérateurs Q), et d’une relation d’équivalence R. 
On dit que R est compatible avec L si et seulement si : 


Va, x, x')EQXE?  xRx —> (a Lx) R(x L x'). 


Dans ces conditions, il existe sur l’ensemble quotient E/R, une, et une seule 
loi de composition externe T, d’ensemble d’opérateurs Q telle que la surjection 
canonique @ soit un morphisme de (E, 1) dans (E/R, L}). On dit que L est la 
loi quotient de L par R ; elle est définie par : 


V(a X)eNXEJR VxeX aLX=— {x Lx) Q) 


La démonstration se calque sur celle du 1°. 
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3° Structure-quotient. — Soit (E, T;, L;) un magma (ne comportant 
que des lois de composition). Si R est une relation d'équivalence compatible 
avec chacune de ces lois, alors T; et T; désignant respectivement les lois- 
quotients de T;et 1; par R, on obtient un magma (E/R, T;, L;), tel que la 
surjection canonique @ : E > E/R soit un morphisme. 


Ici encore E et E/R ne sont pas forcément des représentants d’une même 
structure. On parle de structure-quotient. 


Convention. — Sauf cas d’ambiguité, nous utiliserons dorénavant le 
même symbole pour noter une loi-quotient et la loi dont elle est issue. 


4 Décomposition canonique d’un morphisme, — THÉORÈME L. — 
Soient f : (E, T;, L;)—>(F, Ti, L;) un morphisme (ne faisant intervenir que 
des lois de composition), À une relation d’équivalence sur Æ compatible avec 
les lois de E, o le morphisme canonique (E, T;, 1;) — (E/R, T;, 1). Pour que 
f soit compatible avec R, il faut et ü suffit qu’il existe un morphisme 
9 : (EJR, Ty L) —(F, T, 15) tel que f = g © ©. S’il en est ainsi, g est unique- 
ment déterminé ; on dit qu’il est déduit de f par passage au quotient modulo R. 

— En se reportant au théorème du (1.3.3, 3°) on constate que la condi- 
tion est suffisante. Inversement, si f est compatible avec R, ce même théorème 
nous permet d’affirmer l'existence d’une unique application g : EJR — F 
telle que f = g © . 

Pour tout (X, Y}e(E/R}?, on choisit des représentants xe X et ye Ÿ 
et on écrit : 


gX TT) = gleG) To] = go Ti y)] = f(x Ty) 
et 9) T9) = gle@] TigEp(] = FO Ti FO) 


Un calcul analogue pour les lois externes permet d’en conclure que g est 
un morphisme. 0 


THÉORÈME IL. — En conservant les mêmes notations qu’au théorème I, 
on prend pour & la relation « f(x) = f(y) ». On désigne par ; l’injection 
canonique /(E) —> F, par f la bijection de E/R sur /(E) définie par 
f=jof0. Alors & et j sont des morphismes, et / un isomorphisme. 

— On utilise l’étude de la décomposition canonique de l’application f 
étudiée au n° (1.3.3, 4°). D’après le théorème ] ci-dessus, nous devons montrer 
que R est compatible avec les lois de E. 


Or, à partir de xR x' et yR y’ on obtient : 
SG TM = 6) TE SO) = F0) TO) = FC Ty) 
fG@L;x) = « LifC = a LifG) = F1; x) 
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D'autre part @ est un morphisme surjectif (cf. 3°), et, enfin, f(E) étant 
une partie stable de F, l'injection canonique j est un morphisme de f(E), 
muni de la structure induite, dans F (1.6.2., 1° et 1.6.3., 4°). De plus, f'est un 
morphisme bijectif, et donc un isomorphisme (1.6.1, 4°). 0 


1.6.5. Exemple de structure-quotient : symétrisation d’un semi-groupe 


DÉFINITION. — Un semi-groupe est un magma (E, T}, où Ÿ est une loi de composition interne 
sur l’ensemble £, associative et telle que tout élément de E soit régulier, 


Nous partons d'un semi-groupe commutatif, ce qui permet de le noter (E, +): la loi + 
sera dite addition, 


Sur EXE nous définissons une addition-produit, elle aussi notée +, par : 
GC) + Gp) = G+x', p+y). 


Cette loi est associative et commutative (cf. propriétés des lois-produits). 
Sur E x E nous définissons une relation d'équivalence par : 


GDRG, 7) <= x+p = p+x. 

En effet la relation R ainsi définie est visiblement réflexive et symétrique. On prouve 
sa transitivité en écrivant, grâce à l'associativité de l'addition sur E: 

[+ y = p+x) À Gp = + = [Gp + Gr + 7) = Ha) + (+7 
et en utilisant la possibilité de simplifier par (x'+3). 

La relation R est compatible avec l'addition de EXE. 

Du fait de la commutativité de cette addition, il suffit en effet de vérifier (ce qui est aisé) : 

CDR, 7) => 7 + Gp) RQ, y) + 1,7). 

On munit l'ensemble (EX EYR, qui est noté G, de l'addition-quotient par R de l'addition sur 

EXxE. L'addition sur G est encore notée +. 


On définit un morphisme injectif f : (E, +) — (G, +). Pour cœæla on remarque qu’étant 
donné xe£, les éléments de EXE de la forme (x+4, 4) restent dans la même classe d'équi- 
valence modulo R quand # parcourt E ; cette classe peut être notée f(x), ce qui définit une 
application f': E — G. 


En d'autres termes, on pose : f(x) = pa+k, k}, en désignant par @ la surjection cano- 
nique de Ex£Æ sur G. On constate : 
FO + FO) = ER +k, #) + OH) = pt +y+kHL KE = fG+n. 
Reste à prouver que f est injectif. Supposons f(x) = (y), ce qui s'écrit 
EGX+R, k) =p(y+l, D, où encore (x+Kk,k) R(P+L D: 
cela signifie (x+4) + {= k + (+1), où encore x = y. 
On dispose donc d'un isomorphisme de E sur f(E), que l'on note E”, 


Cet isomorphisme va permettre, selon un procédé courant en algèbre, d’ « identifier » 
ÆE à E', donc de considérer E comme une partie stable de G munie de la loi induite. En toute 
rigueur on peut remplacer G par (G\E'} LE en définissant sur ce dernier une addition de 
façon évidente, On a ainsi construit une « extension » de E. Nous allons voir que cette extension 
possède de nouvelles propriétés qui en font un groupe abélien, au sens des définitions du 2.1.7,1°. 


a) L'addition sur G est associative et commutative (propriétés des lois-quotients). 
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b} Soit e = ox, x) ; e est élément neutre de +. 

c) Quel que soit a = (x, y) dans G, il admet le symétrique a' = @{y, x). 

La vérification de ces deux dernières propriétés est immédiate. 

EXEMPLE : LES ENTIERS RATIONNELS. — (N, +)est un semi-groupe commutatif. La construction 


précédente donne une extension (Z, +) qui est un groupe abélien. Les éléments de Z sont appelés 
entiers rationnels. 


Comme IN possède de plus un élément neutre 0, les éléments de £’ sont du type œfn, 0). 
On les note n (identification). Les autres éléments seront du type @(0, n) et on les note —n; 
en effet ce sont justement les opposés des œ(n, 0). 


Au n° 3.1.7. 2°, Z sera muni d'une structure d’anneau. 


EXERCICES 


1.01. — Pour chacune des assertions suivantes, indiquer si elle est toujours 
vraie, toujours fausse, ou ni toujours vraie ni toujours fausse [« toujours » signifiant : 
quelles que soient les valeurs — vrai ou faux — attribuées à x, y, z, 4]: 


HVŒA2AIAGVEZ @) 
EE = DATIG< DAGA x) @ 
TRvGvV<e GA» G) 
GvVrva <> x v (uv xs u) <> (y V2] (à) 
HV OxA Ie (& v y) 6) 
Ox = D AG = x. (6) 


REMARQUE. — Les exercices peuvent être traités à l’aide de tables de vérité ou 
à l’aide d'un calcul dans Z/2Z. 


1.02. — Etant donnés un ensemble E et trois parties À, B, C de E, montrer que les 
deux inclusions À LB AUCet AnBEANC impliquent BeC, 


Dans quel cas a-t-on l’égalité ? 


1.03. — Etant donnés un ensemble E et deux parties À et B de E, discuter les 
équations AUX =Bet AnX= 8B, où X est une partie de E. 


1.04. — Etant données trois parties 4, B, C d’un ensemble Æ, montrer que 
AnB= An C est équivalent à 4 n B= 4 n C (où X désigne le complémentaire 
de la partie X de E). 


1.05. — En conservant les notations de l’exercice précédent, on pose 4 AB = 
(4nB)L(AnB). 
Quelle relation y a-t-il entre : 


AA(BnC)et (AAB)n(4AC): AA(BUC)et (AAB) U(AAC)? 


Dans quel cas a-t-on l'égalité ? 
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1.06. — Soient (4,),., et (B,);. ; deux familles d’ensembles, (7 # ©). Montrer 
la formule : 
U (4; B)) = N [CU AjU( Ü 3)] 
ier XeT(r) lex ienx 


étant entendu que, pour X = @, (el À, = ©. 
tex 

1.07. — Etant données n parties 4,,., 4, d’un ensemble E et une partie 1 de 

l'ensemble IN, = {1,..,n#}, on pose X, = |] 4, (41 = © si 1 = @et Y, = {) À 
ier iel 

(M =E si TI = O). 

On désigne par 9, l’ensemble des parties de IN, à k éléments, où # ést un 
entier, 0 < & < n. Montrer : 


ske Ur-nx 
1er Tex 

—sik> Urenx 
Tes IeL%x 


1.08. — Soient 4, B, C des ensembles. Trouver une bijection entre les ensembles 
CA*E et (C4). 
1.09. — Soient E et F des ensembles, f: ÆE-+ F une application. Montrer que 
les assertions suivantes sont équivalentes : 
i) f est surjective 
ä) Pour tout yeF fC ST"! ({y}] = {y} 
ii) Pour tout YeS(F) ff (Y)] = Y 
iv) Le seul Ye T(F) tel que f7! (Y) = 9 est ©. 
Trouver un énoncé analogue en remplaçant à) par i‘) f est injective. 


1.10. — Soient E et F deux ensembles, et f : E — F. Montrer que f'est injective 
si et seulement si, pour tout couple (X, Y)e(f(E))’, SX n Y) = SX) NM). 


1.11. — Soient E, F, G trois ensembles, et A: E > Get f: E —+ F deux 
applications. Pour qu'il existe une application g : F —+ G telle que A=gof, il 
faut et il suffit que : 


V@NEE CC =/0)) — GG = 40). 


À quelle condition g est-elle uniquement déterminée ? 


1.12. — Soit E un ensemble et (4,),,, un recouvrement de E, Soit F un 
ensemble, et pour tout ie I, f, : 4 —+ F. On suppose que pour tout couple (f, j) e L?, 
fi et f, ont même restriction à 4; n 4,. Montrer qu'il existe une unique application 
f:E—F telle que pour tout ie 1, la restriction de f à 4, soit f. 


1.13. — a) Soient f: E-+F, g: F—+ G, h: G—E des applications: si 
parmi les trois applications Aogo f,gofoh, fo ho g deux sont injectives (resp. 
surjectives), la troisième étant surjective (resp. injective) alors f, g, À sont bijectives. 
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b) Soient f: EF, g: F—>G, h: G—>H des applications: si les deux 
applications g © f et h©g sont bijectives, alors f, g, h sont bijectives. 


1.14. — Soient E et F deux ensembles. Montrer l'équivalence des deux 
assertions : 
i) il existe une injection de Æ dans F, 


ii) il existe une surjection de F sur E. 


2.15. — Soient E et F deux ensembles, tels qu'il existe une injection f: E — F 
et une injection g: F—> E. On considère h: E — E définie par À = gof et on 
pose G = Elg(F). On appelle F le sous-ensemble de #(£) constitué des parties X 
telles que (G L'h(X)) € X. 

a) Montrer que F est non vide et stable par intersection quelconque (à savoir : 
si Viel X;eF alors {} X;e F). Montrer que si Xe F alors (G Uh(X)eF. 


iel 
b) On pose À = [} X et 8 = E\A, 4' = f(A), B' = 9" (B). 
Xe 
Montrer : An B = @et AL B' = F. Montrer que l'application gg: EF 
définie par : g(x) = f(x) pour xe À 


@(x) = g”7'(x) pour xeB 


est une bijection de E sur F. 
(Ce résultat est connu sous le nom de théorème de BERNSTEIN). 


1.16. — Soit (E, 8) un ensemble muni d’un préordre ; à R on associe la relation 
8 telle que x 8 y signifie x RyAy Rx. 

a) Montrer que $ est une relation d'équivalence. 

b) Montrer qu’il existe sur E/S une relation binaire G, telle que la surjection 
canonique 4: E — E}S soit un morphisme de (E, :R) dans (£/8, 6), et que G est 
une relation d'ordre. On dira que G est la relation d'ordre canoniquement associée 
au préordre &. 

e) Soient (E, R) et (E', R') deux ensembles munis de préordre, et f: E — E' 
un morphisme de (E, À) dans (E', R’). En notant 8' et G’ les relations d'équivalence 
et d’ordre associées à R’, montrer qu'il existe une unique application j : £/S —> E'/S' 
telle que w'of = fo vo (@ et p': surjections canoniques). Montrer que f est un 
morphisme d’ensembles ordonnés de (E/S, G) dans (£E'/$’, Gr). 


1.17. — Si G est une partie de l'ensemble Ex F, on pose : 
G'= {XL perxEl|(y 9 eG}. 
SiG <ExFetG, = FxH, on pose : 
G:0G, ={(x MeExH|3zeF (x,2)eG, À (z eG)} 

Montrer que, pour que GC EXxE soit le graphe d’une relation d’équivalence 

sur E, il faut et il suffit que : 
GoG"loG=6G et A, G où A, est l’ensemble des couples (x, x) quand 

x décrit E (« diagonale » de EXE). 
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1.18. - Soient E et F des ensembles, R une relation d'équivalence sur E, 8 une 
relation d'équivalence sur F. Dans Ex F on définit la relation 6 par : 
BnDG(x,y) > xRx À yS}'. 


Montrer que % est une relation d'équivalence. Montrer qu'il existe une 
bijection entre Ex F/6 et (E/R) x (FJS). 


1.19. — Soit [0, 1] SR, et E = [0, 1] x [0, 1]. Montrer que si E est muni de 
l'ordre lexicographique, toute partie non vide de E admet une borne supérieure. 


Ce résultat subsiste-t-il si on prend E = {0, 1] x JO, 1] ? 


1.20. — Soit R l’ensemble des relations d'équivalence définies sur l’ensemble E. 

Pour (R, R')e R?, on dit que R est plus fine que R' (et on note R > R') 
si et seulement si V(x M eE? x Ry — x R'y. 

a) Montrer que (R, >) est un ensemble ordonné. Possède-t-il un plus petit 
et un plus grand élément ? 

b) Montrer que R > R' si et seulement si toute classe d'équivalence suivant 
R' est une réunion de classes suivant R, 


c) Une famille finie (R;, …, R,) d'éléments de 8 admet-elle une borne supérieure 
et une borne inférieure ? Explicitez alors les relations d'équivalence trouvées. 


1.21. — Soient (FE, <)et (F, <) des ensembles ordonnés, p et g les projections 
de ExFsurEetF. 

a) Si E et F contiennent au moins deux éléments, il n'existe pas d’ordre total 
sur Ex F tel que p et q soient des applications croissantes. 

b) Il existe sur Ex F une structure d’ensemble ordonné telle que p soit croissante 
et, pour tout xeE, la restriction de g à p_' (x) croissante. 


Quel est cet ordre ? 


1.22. — Soit (E, <) un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble non vide 
de E admette un plus petit élément. On dit dans ce cas que (E, <) est bien ordonné. 
Montrer que si (FE, <) et (E, >) sont tous les deux bien ordonnés, alors E est fini. 


1.23. — Montrer que tout ensemble fini et totalement ordonné est bien ordonné. 


1.24. — Montrer que l’ensemble des parties finies d’un ensemble dénombrable 
est dénombrable. 


1.25. — Soient E un ensemble fini totalement ordonné et (4, B) une partition 
de E. On distingue trois types de bijections de E: 

(1) Celles dont la restriction à À et à B est croissante ; 

@) Celles dont la restriction à A est l'identité de À ; 

(@) Celles dont la restriction à B est l'identité de B. 


Montrer que toute bijection de Æ est composée de trois bijections des types 
précédents. 
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1.26. — Montrer que le nombre R, des relations d’équivalence sur un ensemble 
fini de cardinal n vérifie la relation de récurrence : 


Rs = D CGR 


k=0 


1.27. — Calculer le nombre des lois internes commutatives sur un ensemble 
de cardinal ». 


1.28. — Calculer le nombre des applications croissantes de IN, dans N,. 
1.29. — Calculer : 


Y  Card(X); D Card (X n Ÿ); y Card (X U Ÿ) 
Xe SN) 0) FN) FAN) MN ed Ru) x FN, 


1.30. — On considère dans un plan affine un polygone convexe de # sommets 
A;,.…, 4, En se limitant au cas le plus général, trouver : 

a) le nombre des points d'intersection des segments diagonaux : 

b) le nombre des triangles formés par ces points et les 4, 


1.31. — Montrer que C? est le nombre d’applications d’un ensemble E à n 
éléments dans F, = {ÿ1, Y2}, (1 # }2), telles que y, soit l’image de p éléments (donc 
y:den—p). 

Plus généralement trouver le nombre d’applications de E dans F,= viser} 

P 
telles que y, soit l’image de a; éléments | Ÿ œ=n). 
4=1 

1.32, — a) On considère # objets identiques, appelés x, et p objets identiques, 
appelés y. Montrer qu'il y a C;:, façons de ranger ces objets. (On pourra utiliser 
l'exercice précédent). 


b} Soient p objets identiques. Combien y a-t-il de façons de les ranger dans 
n cases ? 


c) Retrouver le nombre K? de combinaisons avec répétition de # éléments pris 
p à p en utilisant la question précédente. 


d) On peut aussi retrouver ce résultat en prouvant la relation : 


PK, _ KP 4 PI gr-1 


h n 


en comptant de deux façons le nombre de fois qu’un élément donné figure dans le 
tableau de toutes les combinaisons avec répétitions. 


1.33. — Sur les trois axes d’un repère affine (O, FM D, on considère les points 


À, B, C tels que DE ni, OB = ni où = nk, Ge N). 


Calculer le nombre des points à coordonnées entières intérieurs au tétraèdre 
OABC. 
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a+b+|4—b| 


1.34. — Etudier la loi de composition définie sur R* par ax b = 3 


135. — Sur E = Z? on définit les lois de composition interne % et T: 
(a, b) # (a', b') = (a+a', b+b!) 
(a, b) T (a',b') = (aa', 0). 

Citer des propriétés de ces deux lois. 

1.36. — Sur E = Q?, on définit la loi de composition interne T : 
(a, b) T (a', b') — (aa', ba’+b'). 


Citer des propriétés. On étudiera en particulier les éléments symétrisables. 


2 
GROUPES 


2.1. STRUCTURE DE GROUPE 


2.1.1. Définitions ; premières propriétés 


1° DÉFINITION E — On appelle groupe tout couple (G, T) composé d’un 
ensemble G et d’une loi de composition T interne sur cet ensemble satisfaisant aux 
axiomes suivants : 


(G;) La loi T est associative 
(G2) La loi T possède un élément neutre 
(G:) Tout élément de G admet un symétrique pour la loi T 


On dit que G est ensemble sous-jacent au groupe. 


Plus brièvement un groupe est un magma associatif et unifère, dans lequel 
tout élément est symétrisable. 


DÉFINITION II. — On qualifie d’abélien (ou commutatif) tout groupe dont 
la loi est commutative, et de fini tout groupe dont l’ensemble sous-jacent est fini, 
le cardinal de l’ensemble étant alors appelé ordre du groupe. 


Conventions. — Lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguïité, la lettre G désignera 
aussi bien le groupe (G, T} que l’ensemble sous-jacent au groupe. Par la 
suite, une convention analogue sera valable pour les anneaux, les modules 
et les algèbres, sans qu’il soit nécessaire que nous le redisions. 

— Même si plusieurs groupes sont en présence, les lois de groupes 
seront notées multiplicativement, à l’exception des lois de groupe abélien qui 
pourront être notées additivement. Dans le cas de (G, :}, l’élément neutre sera 
noté e (plutôt que 1), et le symétrique sera dit inverse. Dans le cas de (G, +), 
l'élément neutre sera noté 0, et le symétrique sera dit opposé. 

EXEMPLES. — 4) Sur un ensemble à un élément, que l’on peut écrire {e}, la seule loi de 
groupe possible est e*e = e. 

b) Sur un ensemble à deux éléments {e, a}, il n’y a (à l’échange près des éléments) qu’une 
loi de groupe possible. C’est : 


e‘a=ae—a, ete=aa=e. 


(Le lecteur vérifiera qu'il s’agit effectivement de lois de groupes (d’ailleurs abéliens)), 


€) Soit G(E) l’ensemble des bijections d'un ensemble non vide E sur lui-même. La loi o 
(compositions des applications) est une loi de groupe (cf. 2.4.1, 1°). 
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d) Nous avons vu à la fin du chapitre précédent comment un semi-groupe commutatif 
pouvait, par symétrisation, être plongé dans un groupe. C’est ainsi que l’on construit le 
groupe (Z, +) des entiers rationnels (ou, abréviativement, entiers), à partir du semi-groupe (N, +). 


2° Premières propriétés d’un groupe. — L'existence de l’élément neutre 
entraîne la non-vacuité, et donc la non-nullité de l’ordre si le groupe est fini. 


De plus, d’après l’étude du chapitre 1 : 
— l'élément neutre est unique, 
— tout élément a un symétrique unique et est régulier, 


— l'équation ax = b (resp. xa = b) admet la solution unique a”7!b 
(resp. ba” !). 


Enfin si Le groupe est abélien, on dispose de la règle des signes 
X—-O+7) = x—-y—2, x — (y—z) = x—y+7, etc. 
dont la vérification est laissée au lecteur. 


3° Familles presque nulles. — DÉFINITION. — On appelle support d’une 
famille (a;), . ; d’éléments d’un groupe abélien G Ia partie J = {ie I | a; # 0} 
de I. Une famille à support fini est dite famille presque nulle. 
Pour une telle famille, on pose : Ÿ 4, = Ÿ a, ce qui a un sens puisque 
leJ 


ier 
la somme d’un nombre fini d'éléments d’un groupe commutatif a un sens. 


REMARQUES. — a) Lorsque 7 = @, on convient d'écrire Ÿ a, = 0. 


ler 
b) Toutes les familles indexées par un ensemble fini sont presque nulles. 
n Ê 
Pour Z=IN,, on note Ÿ a, = Ÿ a,(etmème} a). 
iel fui 1 


c) À un changement de notation près, on dispose de la notion d’appli- 
cation presque nulle d’un ensemble quelconque X dans un groupe G. 


2.1.2. Morphismes de groupes 


1° DÉFINITION. — Soient G et G’ deux groupes (notés multiplicativement) 
On appelle morphisme de groupes de G dans G’ toute application f : G —> G' 
qui vérifie la condition 


V&neG fe» =f/0). 
IL va de soi que xy est un produit dans G, alors que (x) /{y) est un produit dans G'. 


Les définitions de morphismes particuliers, les résultats sur la compo- 
sition de morphismes et sur les isomorphismes sont valables (cf. 1.6.1.). 
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EXEMPLES. — a) L'identité de G est un automorphisme du groupe (G, -). 

b) Soient (G,:), [resp. (G, +)], un groupe et a un élément de G. L'application 
ni a" (resp. n + na), de Z dans G, est un morphisme du groupe (Z, +) dans le groupe 
(G, *), lresp. (6, +). 

2° Propriétés. — Soit f: G —> G’ un morphisme de groupes. 

a) L'image par f de l'élément neutre e de G est l'élément neutre e' de G. 
De ee = e, on déduit ÿ(e) fe) = f(e), ce qui s'écrit fe) f(e) = fe) e’. 

Comme /f(e) est régulier dans G’, il en résulte f(e) = e”. O 

b) Pour tout xe G, f(x") = [OT !. 

En effet : f(x?) f(x) = f(x" 1x) = f{e) = e!, 
et de même: (x) f(x” !) = e’. O 

c) VneZ, VrxeG f(x) = [D F. 

Pour nr > 0, cela s'établit par récurrence, en utilisant : 

FT) = FT SC. 

Pour n = 0, il s’agit de l'égalité f{e) = e’. 

Pour # < 0, on utilise b). 


d) Dans le cas d’un groupe abélien, ces résultats s’écrivent : 


Fa) = 06; 9 = —/09 : Jr) = #0). 


2.1.3. Groupes produits 


THÉORÈME ET DÉFINITION. —- Soient ((G;, -)); . ; une famille de groupes, et G 
le produit des ensembles sous-jacents. Le couple (G, -), où (-) est la loi-produit 
des lois des G;, est un groupe, dit produit des (G;, -). Chaque projection 
Pa : G —> G; est un morphisme surjectif de groupes. Le groupe-produit est 
abélien si et seulement si chacun des groupes donnés est abélien. 

Ce théorème est une conséquence immédiate des propriétés énoncées pour 
les lois produits (1.6.3, 5°). De plus si G est abélien, chaque G; l’est car les p; 
sont des morphismes surjectifs (1.6.2, 2°). 


EXEMPLES. — a) L'ensemble IR" des n-uples (x,, …, x,) de réels peut être muni d’une 
structure de groupe additif produit en posant : 


Gr cs 2) + arcs Pr) © Cr + Par cr Xn + De 


Quand, dans la suite, nous parlerons de (IR”, +} c'est toujours de cette structure qu’il 
sera question. 

b) Soient X un ensemble non vide quelconque, (G, -) un groupe. G* = #(X, G) peut 
être muni d'une structure de groupe produit. 

Pour (f, g)e G* x GX, on définit » = f-g par : 


Vxex h(x) =/f)e0). 
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2.2. SOUS-GROUPES 


2.2.1. Définition et caractérisation des sous-groupes 


1° DÉFINITION. — On appelle sous-groupe d’un groupe (G, -) tout groupe 
de la forme (A, :}, où Æ est une partie stable de G, munie de la loi induite par 
celle de G. Par abus de langage, on parle alors du sous-groupe H de G. 


Soit H un sous-groupe de G. L’injection canonique j : H —+ G, qui à 
tout x e H associe l'élément x de G, vérifie j(xy) = j(x) j(y) ; j est donc 
un morphisme de groupes. D’après 2.1.2., 2°, l'élément neutre de G, image 
par / de l'élément neutre de H, est cet élément lui-même. D’autre part, pour tout 
xeH, d’inverse x7! dans H, l'inverse de l'élément j(x) de E est j(x"!) ; 
en d’autres termes tout x e H a le même inverse dans les deux groupes. 
Retenons que : 


Un groupe et l’un quelconque de ses sous-groupes ont le même élément 
neutre, et tout élément du sous-groupe a le même inverse dans le groupe et dans 
le sous-groupe. 


2° Caractérisation d’un sous-groupe. — THÉORÈME. — Soient G un 
groupe d’élément neutre 2, et Æ une partie G. Les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

i) H est un sous-groupe de G, 

ü) H est stable, ete € H,etVxeH x-'eH, 

it) H est stable, et H #4 GetVxeH x 'eH, 

à) H49Q,et V(x DeH? xy ‘EH. 

i) —- ii) résulte de la remarque précédente. 

H) —> ii) et ii) —> iv) se vérifient aisément. 

Preuve de iv) —+ i). L’assertion iv) étant supposée vraie, d’après 


H # ©, il existe un a e H. En adoptant pour (x, y) le couple (a, a) on constate 
aa”! e H, c’est-à-dire e € H. 


Pour tout x e H, en adoptant (x, y) = (e, x), on constate x”! € H. 
La stabilité de H résulte alors de xy = x(y71)71. D 
Preuve de ii) —> i). L’assertion #) étant supposée vraie, on dispose 


d’une loi induite sur la partie stable H de G ; elle est associative, admet e 
pour élément neutre ; tout x e H admet x”! pour inverse pour cette loi. [] 


Le théorème se trouve ainsi démontré. 
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EXEMPLES. — a) Soit G un groupe d’élément neutre e ; alors G et {e} sont respectivement 
le plus grand et le plus petit sous-groupe de G, au sens de l'inclusion. 


b) Si H est un sous-groupe de G et K un sous-groupe de FH, alors K est un sous-groupe 
de G. 


c) Soient G un groupe, 6(G) l’ensemble des bijections de G sur G, Aut G l’ensemble 
des automorphismes de G. (Aut G, 0) est un sous-groupe de (G(G), 0). En effet Aut G est 
un sous-ensemble de G(G), non vide puisque Id, e Aut G. Le composé de deux automorphismes 
(ou morphismes bijectifs de G sur G}, est un automorphisme. Enfin, l'application réciproque 
d'un automorphisme est un automorphisme. 


REMARQUE. — L'exemple précédent nous apprend que, pour montrer 
qu’un ensemble peut être muni d’une structure de groupe, il est commode de 
montrer qu’il s’agit d'un sous-groupe d’un groupe connu. Cette remarque 
s’étendra à toutes les structures que nous rencontrerons par la suite. 


2.2.2. Propriétés des sous-groupes 


1° Intersection. — THÉORÈME. — Soient G un groupe et (/;),., une 
famille de sous-groupes de G. Alors l’intersection H = N H; est un sous-groupe 
de G. ie 


Ona: Viel eeH,; d'oùeeH  (e: élément neutre de G). 

Ona: Viel VG, ne? xy 'eH, 

D'où : V (x »)e H? xy’leH. Q 

2° Sous-groupe engendré par une partie. — Soient G un groupe et À 
une partie de G. Il existe des sous-groupes de G contenant 4, G lui-même par 
exemple. L’intersection de tous ces sous-groupes est (d’après le théorème 


précédent), un sous-groupe de G contenant À et c’est le plus petit, au sens de 
l'inclusion. On pose : 


DÉFINITION, — On appelle sous-groupe de G engendré par 4, et on note 
gr(A}, le plus petit sous-groupe de G contenant À, qui est aussi Pintersection 
des sous-groupes de G contenant 4. 


Si gr(4) = G, on dit que 4 est une partie génératrice de G. 
CAS PARTICULIERS. — On a gr(@) = {e}. On note gr(a) pour gr ({a}). 


THÉORÈME. — Soient G un groupe d’élément neutre e, et À une partie de G. 
Désignons par H Fensemble des éléments de G qui peuvent s’écrire 


afaÿ...a;, avec aeA et &e{—1, +1}, 


en convenant que À = {e} si À = ©. 
Alors H est le sous-groupe de G engendré par À. 
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— H est non vide, ainsi qu’on le constate en utilisant À € H si À # © 
et H={e} si À = @. D'autre part si 


x=ai.a; et y= bf..b} 
sont deux éléments de H, xp”! s'écrit aît….af" be %...br®%; d'où xy-leH. 
Ainsi H est un sous-groupe de G contenant À. 

— Inversement soit L un sous-groupe de G contenant À. Pour toute 
famille finie (a,, …, a,) d'éléments de 4, ai", …, a; ! sont aussi des éléments 
de L, et il en est de même de tout produit de la forme aï! … a”; on a 
donc He L. 


H est ainsi le plus petit sous-groupe de G contenant 4. 0 

REMARQUES. — a) La réunion d’une famille de sous-groupes d’un groupe 
G n’est en général pas un sous-groupe de G. 

b) L'ensemble des sous-groupes d’un groupe G, ordonné par inclusion, 


est un treillis. En effet à tout couple (H,, H,) de sous-groupes de G, on peut 
associer les sous-groupes : 


inf(H,, H,) = H; 0H, sup (H,, H;) = gr(Hi L H)). 


3° Groupes monogènes ; groupes cycliques, — DÉFINITION. — On qua- 
lifie de monogène tout groupe ayant une partie génératrice réduite à un élément, 
et de cyclique tout groupe monogène fini. 


Les groupes monogènes seront étudiés au n° 2.3.3., 2°. 


4° Image directe, image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme. 
THÉORÈME. — Soient (G, -) un groupe et (G', -) un magma. Si /: G— G' 
est un morphisme pour les lois considérées et si H est un sous-groupe de G, alors 
f(A) est une partie stable de G' et c’est un groupe pour la loi induite. 

Résulte du n° 1.6.2. 1° (image d’une partie stable) et du n° 1.6.2. 2°. 


Dans la pratique, ce théorème est utilisé pour montrer qu’un ensemble 
peut être muni d’une structure de groupe. 


Cas PARTICULIER. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. L'image 
par f d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de G’. En particulier : 


Image. — DÉFINITION. — Soit f : G —> G’ un morphisme de groupes. 
Le sous-groupe /(G) de G est appelé image de /. On le note Im f. 


REMARQUE. — Soit f : G + G un morphisme de groupes et H un sous-groupe de G. 
Il est clair que la restriction de f à H est un morphisme de H dans G’, d'image f(H). 


THÉORÈME. — Soit f : G —> G' un morphisme de groupes. Si H' est un 
sous-groupe de G',f"!(H") est un sous-groupe de G. 
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Nous avons vu (2.1.2. 2°) que l’image par f de l’élément neutre e de G 
est l'élément neutre e’ de G'; ainsi: eef” '(H')etf”!(H) #0. 

Soient x et y deux éléments quelconques de f 7 !(H"). Etudions /{xy”!}, 
qui s'écrit f(x) (y!) où f(x) (/0))" ! ; d’après f(x) e H' et f(y) e H', nous 
avons (puisque H' est un sous-groupe de G’}: f(x) (/()) ‘EH’; on en 
déduit f{xy7 1) e H'etxy”=!ef”1(H"). 0 

— En appliquant au sous-groupe {e’} de G', nous avons : 

Noyau. — DÉFINITION. — Soient f : G — G'’ un morphisme de groupes, 
et e’ l’élément neutre de G’. Le sous-groupe f ” ! (e') de G est appelé noyau de f. 
On le note Ker f. 


THÉORÈME. — Soit f : G —> G' un morphisme de groupes. Pour que / soit 
surjectif, il faut et il suffit que Im f — G’. Pour que f soit injectif il faut et il 
suffit que Ker f = {e}. 


— La première partie du théorème est évidente. 


— Supposons que f'est injectif ; e est le seul élément de G dont l’image 
soit e’ ; ainsi Kerf = {e}. 

— Inversement supposons que Ker f = {e}. L'égalité f(x) = f(y), qui 
peut s’écrire f(x) (/(»))7! = e’, ou f(xy7 1) = e', ou xy7! eKer f, implique 
xy_! = e, c’est-à-dire x = y. L'application f est injective. 0 


2.2.3. Automorphismes intérieurs ; sous-groupes distingués 


1° Automorphismes intérieurs. — Soit G un groupe. À tout a € G, nous 
pouvons associer l'application @, : G —> G définie par x + axa !. 


— Ona : 6, = Id. 
— Montrons : V(ab)eG? @,0,= +. En effet : 
VreG 6,0 @{x) = a(bxb" la! = (ab) x (ab)! = op fx). 
— Il en résulte que, pour tout ae G, @, est une bijection, dont la 
bijection réciproque est @,-1. 
— Etant donné a e G, nous avons : 


VGHDeGT (axa7!) (aya”?) = ax(a  laya = a(xya  ?; 
ou VANDEG ex EP) = px). 


Ainsi ®, est un endomorphisme bijectif, donc un automorphisme du groupe 
G; on dit qu'il s’agit de l’automorphisme intérieur de G défini par a; l'ensemble 
des automorphismes intérieurs de G se note 3(G). 


— D'après 9,0 p, = ox, l'application a + p, peut être considérée 


comme un morphisme de groupes (G, -} — (Aut G, o) : J(G) est donc un 
sous-groupe de Aut G. 
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— Cherchons à présent le noyau de a + ,. 


Ÿ 


Pa= Id <> VrkeG axa7 = x <= VxeG ax = xa 


Le noyau de a +-— @, est donc l’ensemble des éléments a e G qui com- 
mutent avec tous les éléments de G. Conformément à une définition du 1.5.2, 
2°, on l’appelle centre de G, et on le note Z(G); il s’agit, naturellement d’un 
sous-groupe de G, 

G est commutatif si et seulement si Z(G) = G, ou encore si et seule- 
ment si J(G) admet Id, pour élément unique. 


DÉFINITION. — On dit que deux éléments x et x’ (resp. deux parties X et 
X7) d’un groupe G sont conjugués (par automorphisme intérieur) si et seulement 
s’il existe ae G tel que : x’ = axa”! (resp. X’ = aXa”!, ce qui est mis pour 
X' = p,(X)). 

Il est clair que la conjugaison est une relation d'équivalence dans G 
(resp. F(G)). 


2° Sous-groupes distingués, ou invariants. — DÉFINITION. — On appelle 
sous-groupe distingué d’un groupe G tout sous-groupe À de G qui est stable par 
tout automorphisme intérieur de G ; on note H < G. 

Retenir : Ha G signifie: V(a MH eGxH aha 'eH. 


PROPOSITION. — Un sous-groupe distingué Æ du groupe G est non seulement 
stable, mais invariant par tout automorphisme intérieur de G. 


Soit Ha G.Ils'agit de vérifier: VaeG HcaHa!,cequi — compte 
tenu du résultat précédent — permettra d’affirmer : 


VaeG aHa*=H. 


Considérons un élément quelconque (4,4) de GxH. En utilisant 
Pa © Para = IdÇ, on constate que A est l’image par @, de #,-1(h), qui 
est un élément de H d’après la stabilité de Æ par @,-1. [a] 


On notera que H << G s'écrit : VaeG aH = Ha. 


EXEMPLES. — a) Soit G un groupe d'élément neutre e ; {e} est un sous-groupe distingué de G. 
b) Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué. 

ec) Le sous-groupe 3(G) de Aut G est distingué (notation du {°). 

On vérifie en effet : u o @, o 07! = pu) Pour tout (4, #,)e Aut G x 3(G). 


THÉORÈME. — Soit f: G —> G' un morphisme de groupes. Si H est un 
sous-groupe distingué de G, /(H) est un sous-groupe distingué de /(G). Si H' est 
un sous-groupe distingué de G’, f 7 !(H') est un sous-groupe distingué de G. 

— Soit HG. Il faut montrer : 

V(a',h)ef(G) x f(H) a'h (a) * e SH), 
c’est-à-dire : 


V(ah)eGxH fa) FU) (F@)) * ef(H), 
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ce qui résulte de ce que /{a) f(k) (f{(a))"! est l’image par f de a ha”! qui 
est un élément de H (d’après (4 h)}eGxH). (me 


— Soit H'<1G', Posons H =f"!(H'}. I] faut montrer : 
V(ah)eGxH aha°!'eH. 


Cela résulte de ce que f{aha”*), qui s’écrit f{a)f(h) (f(a))” !, est un 
élément de H' (d’après (f{a), f(h)) € G' x H'). e] 


COROLLAIRE. — Le noyau d’un morphisme de groupes f :G —> G' est 
un sous-groupe distingué de G. 
En effet Ker f = f 7 {({e’}), et {e'} est distingué dans G’. 


2.3. GROUPES-QUOTIENTS 


2.3.1. Relations d’équivalence compatibles avec une loi de groupe 


1° THÉORÈME. — Soit G un groupe. Toute relation d’équivalence sur G 
compatible à gauche (resp. à droite) avec la loi de G est de la forme x”7!y € H 
(resp. px”! e H), où H est un sous-groupe de G. Réciproquement toute relation 
de ce type est une relation d’équivalence compatible à gauche (resp. à droite) 
avec la loi de G. 


— Soit À une relation d'équivalence sur G compatible à gauche avec la 
loi de G. Désignons par H la classe de l'élément neutre e de G. 


Nous constatons que x R y entraîne xx Rx!ly, ce qui s'écrit 
e R x7 !y, où encore x” ‘y e H. Inversement x” !y € À, qui s'écrit e R x” !y, 
entraîne x R y (par multiplication à gauche par x). En conclusion : 


Vannes xRy <> x'lyef. 


Montrons que H est un sous-groupe de G. De e € H, on déduit H # ©. 
Soit (x, y) un élément quelconque de H°? ; de x R e et e R y on déduit par 
transitivité x R y, c'est-à-dire x” !y e H. | 

— Réciproquement soit Æ un sous-groupe de G. Désignons par & la 
relation x” !y e H. Elle est réflexive à cause de e € H. 


Elle est symétrique car si x” !y est un élément du sous-groupe X, il en est 
de même de son inverse (x7 1}! = y71x. 


Enfin elle est transitive car si x” !y et y” !z sont des éléments de H, il en 
est de même du produit (x71y) (p7{z) = x7!1z. a 


On étudierait de même les relations compatibles à droite. 
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Classes à gauche, à droite. — Soient G un groupe, Æ7 un sous-groupe, 
a un élément de G. Les ensembles 


aH = {ahlheH} et Ha={halheH} 


sont dits classes à gauche et à droite de a, suivant Æ. Ce sont les classes d’équiva- 
lence de a pour les relations d'équivalence R, et R, telles que : 


V&neG GR,» <> (x !yeH) 
et: VA nest  (XRy) <= (px! eH). 


Remarquons que l’ensemble des inverses des éléments de aH n’est autre 
que Ha” ?. Il en résulte qu'on définit une bijection de G/R, sur G/R, en 
associant à toute classe à gauche la classe à droite constituée par les inverses 
de ses éléments. 

Indice de H dans G. Supposons que, en outre, l’un des ensembles G/R, 
ou G/R, soit fini ; il en est de même de l’autre et ils ont le même cardinal ; 
ce cardinal est appelé indice de H dans G et noté (G : H). 

Par exemple le groupe des déplacements est d'indice 2 dans le groupe des isométries d’un 
espace euclidien de dimension n. 


Notons que si un groupe G admet un sous-groupe H d'indice 2, alors H et G\H sont à la 
fois les deux classes à gauche et les deux classes à droite suivant H; il en résulte H< G. 


2° Complément sur les groupes finis. — THÉORÈME. — Soit G un groupe 
fini et H un sous-groupe de G. L’ordre de 7 divise l’ordre de G et le quotient 
de l’ordre de G par celui de H n’est autre que l’indice de Æ{ dans G. 

L'étude de l’équation ax = b nous apprend que, pour a donné, l’appli- 
cation xt—— ax de H dans aH est bijective. Toutes les classes d'équivalence 
à gauche ont donc le même cardinal, à savoir celui de H'; ces classes, au nombre 
de (G : H), réalisant une partition de G, le théorème résulte du 1.4.4, 2°. 


REMARQUE. -—— Si K est un sous-groupe de H,ona:(G:K)=(G:H)°(H:K). 


2.3.2. Groupes-quotients 


Si l’on veut définir un groupe-quotient à partir d’un groupe 6, il faut 
utiliser une relation d'équivalence compatible (ce qui signifie compatible à 
la fois à droite et à gauche) avec la loi de G. 


1° THÉORÈME. — Soit G un groupe. Les relations d’équivalence compa- 
tibles avec la loi de G sont les relations de la forme x”! y € H, où AH est un 
sous-groupe distingué de G. 

— Soit R une relation d'équivalence compatible avec la loi de G, et 
soit H la classe de l’élément neutre e. D’après l’étude du n° 2.3.7, 1°, H est 
un sous-groupe de G, et, pour tout x € G, x R y équivaut à la fois à yexH 
et à ye Hx, ce qui exige : 


VxeG xH = Hx, où encore : H<G, 
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— Inversement, pour tout sous-groupe distingué H 1 G, la relation 
x”lye H, qui équivaut à yx°!e H, est compatible avec la loi de G. 
REMARQUE. — Soit (G, +} un groupe abélien. Tout sous groupe de G est distingué, 


Les relations d'équivalence compatibles avec la loi de G sont les relations de la forme x —y € H 
où H est un sous-groupe de G. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit G un groupe, Æ un sous-groupe dis- 
tingué de G, et G/H l’ensemble-quotient de G par Ia relation d'équivalence 
x7lye H. Alors G/H, muni de la loi-quotient, est un groupe, qui est dit 
groupe-quotient de G par AH. La surjection canonique @ de G sur G/H est un 
morphisme de groupes. Si, de plus, G est abélien, G/A est abélien. 

D'après l’étude des structures-quotients (1.6.4), @ est un morphisme 
surjectif du groupe (G, :) sur le magma (G/A, -), qui est ainsi un groupe, 
par «transmission des propriétés », (cf. 1.6.2, 2°). | 

Notons que Æ est Ker # : tout sous-groupe distingué peut ainsi être 
considéré comme le noyau d’un morphisme de groupes. 


2° Décomposition canonique d'un morphisme de groupes. — Soit 
f:G— G' un morphisme de groupes. Ker f'est un sous-groupe distingué de 
G et on dispose de G/Ker f. D'ailleurs la relation d'équivalence « (9) = /(p}», 
qui est à la base de la décomposition canonique d’un morphisme (1.6.4), 
s'écrit ici «x7!y e Ker f»; G/Ker f n’est autre que G/R. D'où : 


THÉORÈME. — Soient f : G —> G’ un morphisme de groupes, @ Ia sur- 
jection canonique de G sur G/Ker /, et j l'injection canonique de Im f 
dans G’. Alors il existe un, et un seul morphisme de groupes } de G/Ker f 
dans Im f tel que f = jo fo, et c’est un isomorphisme. 


APPLICATION. — Le centre Z(G) d’un groupe G en est un sous-groupe 
distingué. L'ensemble 3(G) des automorphismes intérieurs de G est un sous-groupe 
de Aut G, isomorphe à G/Z(G); on a vu 3(G) 1 Aut G. 

On utilise le morphisme de groupes a -— @, du 2.2.3.1°, dont Z(G) est 
le noyau et dont 3(G) est l’image. 


2.3.3. Exemple fondamental : groupes-quotients de (Z, +) 


1° THÉORÈME I. — Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ, neN. 

Il est aisé de vérifier que, pour tout n € N, nZ est un sous-groupe de Z. 

Inversement soit Æ un sous-groupe de Z. 

Si H = {0}, on peut écrire H = 0Z. Sinon, il suffit de considérer un 
élément non nul de H et son opposé pour constater que H contient des entiers 
strictement positifs. Partie non vide de IN, H n (IN\{0}) admet un plus petit 
élément, que nous notons #. D’après {n} « H, le sous-groupe de Z engendré 
par n, qui est nZ, vérifie nZ © H. 

Pour tout x e H, une division euclidienne donne : 
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x=qn+r, 0Ogr<n. 


De xe Het —-qne H, on déduit r e H. À cause du choix de n et de 
0 < r < n,ilen résulte r = Oet x e nZ. Finalement H © #Z. Q 


THÉORÈME IL. — Pour tout # EN, le groupe quotient Z/#Z est appelé 
groupe des entiers rationnels modulo 7. {l est monogène. Si n == 0, il est isomorphe 
àZ. Sin > 0, il est cyclique et d’ordre n. 


Soit @, : Z — Z/nZ la surjection canonique. On vérifie : 
VxezZ P,9 = x @,(1). 

@,(1) est ainsi générateur de Z/nZ, qui est un groupe monogène. 

— Sin = 0, la relation d'équivalence selon le sous-groupe OZ est l'égalité ; 
Z/{0} est isomorphe à Z. 

— Soit n > 1. Tout X eZ/nZ est l’image par o, d’un et un seul élément 
de l’ensemble {0, 1, …, #—1}, à savoir le reste commun de la division eucli- 
dienne par n des entiers qui constituent la classe X. La restriction de ®, à 
{0, 1, …, n—1} est ainsi une bijection ; Z/nZ a pour cardinal n et peut s’écrire 
{0, T, …, n—1}, en notant pour o,(x). = 


THÉORÈME IIL. — Les générateurs de Z/nZ, (n > 1), sont les x tels que 
0 < x < n—1 et que x soit premier avec n. 


Soit X, avec O < x < n, un élément de Z/nZ. Il est générateur si, et 
seulement s’il existe peZ tel que px = T, ce qui signifie que px est congru 
à 1, modulo n. En d’autres termes, X est générateur si, et seulement s’il existe 
deux entiers p et q tels que px+gqn = 1, ce qui, d’après le théorème de Bezout, 
signifie que x et sont premiers entre eux. D 


2° Application aux groupes monogènes. — THÉORÈME. — Soit G un 
groupe monogène. S’il est infini, est isomorphe à Z ; s’il est fini, d’ordre », 
il est isomorphe à Z/nZ. Dans les deux cas, il est abélien. 

Soit a un générateur de G, dont tous les éléments sont ainsi de la forme 
a’, (p eZ). De a°*P° = ga” on déduit que l’application f de Z dans G définie 
par p +— & est un morphisme surjectif de groupes ; G est donc isomorphe 
à Z/Ker f, où Ker /, qui est un sous-groupe de Z, est de la forme kZ. 

Si G est infini, il en est de même de Z/Ker f, ce qui exige k = 0 ; fest donc 
injectif et les éléments a, (p e Z), sont deux à deux distincts ; à la fois surjectif 
et injectif, f'est un isomorphisme de Z sur G. 

Si G est fini, d'ordre #, Z/Ker f a pour ordre n, ce qui exige k = n et 
entraîne G %- Z/nZ ; on a G = {a°,.…, «=! } et n est le plus petit entier 
m Strictement positif tel que a” soit égal à l'élément neutre e de G. 


Enfin G, isomorphe à un groupe abélien, est lui-même abélien. [=] 
3° Ordre d’un élément dans un groupe. — Soit G& un groupe, d’élément 


neutre e, et a un élément de G. Le sous-groupe de G engendré par a, gr(a), est 
un groupe monogène auquel s’applique le théorème précédent. 
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Si gr(a) est infini, on dit que a est un élément d’ordre infini de G. 
Si gr(a) est fini, son ordre est appelé ordre de a dans G et noté w{a). 


4 Nouveau complément sur les groupes finis, (cf. 2.3.1, 2°), — 
THÉORÈME. — Soit G un groupe fini. Tout élément de G est d’ordre fini et son 
ordre divise l’ordre de G. 

Résuite de la définition de l’ordre d’un élément et du théorème du 
n° 2.3.1, 2°. 


COROLLAIRE I. — Soit G un groupe fini d’ordre 7, d’élément neutre e. 
Tout a € G vérifie a" = e 

En effet, soit w l’ordre de a dans G ; on a a° = e ; d’après le théorème 
précédent n = gw ; d’où a" = (a = eî=e. 


COROLLAIRE IT. — Tout groupe G d’ordre p premier est cyclique (donc 
abélien) ; il est engendré par l’un quelconque de ses éléments autres que l’élément 
neutre e. 

Soit a e G\{e}, ce qui entraîne œ(a) > 1 ; comme w(a) divise le nombre 
premier p, nous avons @(a) = p et gr(a) = G. 


CoRoOLLAIRE III. — Le groupe produit de deux groupes finis G et G’ est 
cyclique si, et seulement si ces groupes sont cycliques, et d’ordres # et #’ premiers 
entre eux. En particulier (Z/nZ) x (Z/n’Z) est cyclique, et donc isomorphe à Z/nn°Z 
si, et seulement si 7 et 7’ sont premiers entre eux. 

Soient xe G et x’e G', d'ordres w et w’ (diviseurs de net n”); (x, x’)? = (e, e’) 
s’écrivant : (x® = €} et ((x’}* = e’), l'ordre de (x, x’}e G x G’ est le PPCM de w 
et w’; il s’agit de l’ordre nn’ de G x G’ si et seulement si : 


(@=n) et (w'=n#) et (PPCM({n, n)= nn). 


EXERCICE : GROUPES D'ORDRE. — L'un d’eux est V, =7/2Z x Z/2Z, non cyclique (corollaire TI), 
mais abélien (produit de deux groupes abéliens), qui est dit groupe de Klein. 

Inversement soit un groupe G = {e, @1, 4, 4,} non cyclique. Les a,, ieN,, sont d'ordre 2 
(seul diviseur de 4 distinct de 1 et 4) et on à : 47 = e; pour i # j, on a : aja;# { a}, ae, ea} et donc 
aa;= @,{i,j, k} = Na. La table de multiplication de G est ainsi connue. Les groupes non cycliques 
d’ordre 4 sont donc isomorphes deux à deux, et donc isomorphes à W, (voir un exemple au 2.5.3.1°). 

À un isomorphisme près, les groupes d’ordre 4 sont Z/4Z et V.. 


2.4. GROUPES SYMÉTRIQUES 
2.4.1, Généralités 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E un ensemble. On note G(E) 
l’ensemble des bijections de Æ sur Æ, que l’on appelle permutations (ou encore 
substitutions). Alors (G(E), ©) est un groupe, qui est appelé groupe symétrique 
de E. 

La composée de deux bijections étant une bijection, la loi © est interne 
dans G(E). On sait qu’elle est associative. Elle admet Id, pour élément neutre. 
Enfin la bijection réciproque d’une bijection est, elle-même, une bijection. [] 
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Le groupe symétrique de N, = {1, .…., n} est appelé groupe symétrique 
de degré n ; on le note 6, 
Notons que l’ordre de &, est n !, (L.4.4, 3°). 


PROPOSITION, — Soit f : E —> F une bijection. L’application 
g: G(E) —+ G(F) 

définie par s+—— fo s o f”! est un isomorphisme de groupes. 

Notons d'abord que @(s) e G(F) se justifie par la composition des bijec- 
tions. 

Ensuite : 
pos) = p(Jop(s), car fo(sos)of”!=(fosof"‘)o(fosof"!). 
Enfin : @ est bijective car tout s' e G(F) est l’image d’un élément, et un seul 
de G(E), à savoir f'os'of. m 

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas où E est fini. Si 
card E == n, il existe une bijection de E sur NN, et, d’après le théorème précédent, 
G(E)est isomorphe à 6, ; son ordre est donc n !. 


2° THÉORÈME DE CAYLEY. — Tout groupe G est isomorphe à un sous- 
groupe de G(G). 
À tout g € G, associons la translation à gauche s,, telle que s,(x) = ax. 


L'équation ax = b ayant toujours une et une seule solution, s, est 
bijective ; d’où s, e 6(G). La loi de groupe étant associative, on sait que 
Sab = Sa © S Il en résulte que a+-— 5, est un morphisme de groupes de G 
dans G(G). Reste à montrer que ce morphisme est injectif. 

Pour cela étudions son noyau ; s, = Id, équivaut à : VxeGax= x, 
qui est réalisée si et seulement si a = e (a == e convient visiblement, et récipro- 
quement on doit avoir, en particulier, ae = e). Q 


3° ExeMPLe. — Etudions le groupe 6,. Il a six éléments. Il est commode de noter 
23 
s= ( b :) un élément de G;, ce qui signifie s(1) = a s(2}=b s(3) = c (notation que 


nous généraliserons à @,). Les éléments de 6, sont alors e et : 


32f423 _f123 _f123 _f123 _f123 
17-132) ‘27\32: 7 (213 HT 1\0834 271312 


Le lecteur dressera la table de multiplication de 6, et constatera que ce groupe d'ordre 6 
est non abélien, et donc non cyclique. 


EXERCICE : GROUPES D'ORDRE 6 — Inversement, soit G un groupe non cyclique d'ordre 6. 
Les éléments de de G\{e} sont d'ordre 2 ou 3 (premier). Si tous étaient d’ordre 2, on prendrait 
aeG\{e} et beG\{e, a}; on déduirait de ab{e, a, b} et ba = bla"! = (ab)7! = ab l'existence 
d’un sous-groupe {e, a, b, ab} de G d’ordre 4. 

Il existe donc ae G d'ordre 3. Soit beG\gr(a); les ab, ke{0, 1, 2}, sont distincts et 
n'appartiennent pas à gr(a); d'où G = {e, a, a”, b, ab, a°b}. 

On a b?é{ b, ab, a?b}, et, gr(a) et gr(b) étant cycliques et distincts, b?é { a, a? }; ainsi b?= e; 
b, et de même ab et a?b, sont d'ordre 2. On en déduit : a*b = (ab)! = ba" pour ke{0, 1, 2}, 
et on étend à keZ. D'où: 


ah(akb) = a **b et (dbja* = a*-#b pourtout (h, k}eZ? (D) 
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ce qui fournit la table de GLa{a“b)a”! = a?(a*b) # gr(a*b) montre en outre que les gr(a*b) sont non 
distingués dans G; gr(a) 1 G résulte de (1) ou de (G : gr(a)) = 2]. 

Les groupes non cycliques d’ordre 6 sont donc isomorphes à @; (pour lequel on peut adopter 
a=0, 4 =0, b= 1, @b=1:, 4?b=7+,). A un isomorphisme près, les groupes d'ordre 6 sont 
ZJ67 et 6.. 

C’est ainsi que l’ensemble des isométries d’un plan affine euclidien qui conservent { A, B,C}, 
où ABC est un triangle équilatéral (de centre O) est le groupe isomorphe à @({ 4, B, C}) et donc 
à 6,,engendré par ({ a, b }), où aest la rotation (O, 2x/3) et où est la symétrie orthogonale d’axe O4. 


2.4.2. Orbite d’un élément ; transpositions ; cycles 


Dans toute la suite du paragraphe, E désigne un ensemble fini, dont le 
cardinal sera noté # (# > 1). La composition des applications, loi de groupe 
dans G(E), sera notée muitiplicativement. Nous écrirons ss' pour s © s' et, 
pour 4 eZ, s* désignera 


s0.o0ossik>0; s !'0o..os !sik<O0; Idg si k = 0. 


k fois —k fois 


1° DÉFINITION IL. — Etant donné s € G(E), la relation x &, y définie par 
«3keZ, y = s“(x)» est une relation d'équivalence. La classe d'équivalence 
deaeE, modulo R,, est dite orbite de a suivant s et notée O (a). 


On vérifie: VxeE x=s°(x 

— Si y=s"(x}, alors x = 57») 

— Si p=s"(x et z = 5" (y), alors 2 = 5 *# (x). O 

Pour s donné, l’ensemble des orbites suivant s est une partition de E, 
(propriété générale des relations d’équivalence). 


DÉFINITION II. -— On appelle cycle toute permutation s € G(E) telle qu’il 
existe une et une seule orbite qui ne soit pas réduite à un élément. Cette orbite 
est appelée le support du cycle ; son cardinal est dit longueur du cycle. 


DÉFINITION III. — Un cycle de longueur 2 est appelé une transposition. 


2° Etude d’une orbite. — Soient s e G(E), et O une orbite suivant s. 


PROPOSITION I. — © est invariant par s; l’application induite par s sur © 
est une bijection ; si © n’est pas réduite à un élément, aucun élément de © 
n'est invariant par 5. 

Soit a e9.Ona:0 = {s*(a) | k eZ}. 

L'image de s“{(a) e © par s est s'*!(a) eO, d’où 5(0) < 0 ; s étant 
injective et 9 fini, on en déduit s(9) = 0 et l’application induite est bijective ; 
enfin sis(a) = a ona:VkeZ s“(a)=a, et O = {a}. (es) 


PROPOSITION IL -— Si p = Card O vérifie p > 1, alors pour tout a e ©, 
O = {a,s(a), …, s°7l(a)} et s?(a) = a. 
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Puisque © = {s*(a) | k eZ} est un ensemble fini, il existe p, plus petit 
entier strictement positif m tel que s'"(a) = a. Pour tout & eZ, s*(a) est égal 
à s’(a), r désignant le reste de la division euclidienne de £ par p, avecO & r < p. 


Donc O = {s"(a)|0 < r < p}. 

Soientretr'telsque 0 <r<r'<p et s'(a) = s"'(a) ; on en déduit 
s7"(a) = a ;commeO < r’—r < p, cæla exiger’ = r. Ainsi a, s(a), …, 577 {(a) 
sont deux à deux distincts, ce qui montre que p est le cardinal de 9. 0 


3° Structure d’une permutation. — Soit s e G(E). L'étude du 2° montre que 
s agit séparément sur chacune des orbites suivant s. L’application induite 
par s sur l’une de ces orbites, O, est une permutation de ©, de la forme 


Gi Az 1 
A1 A3 + € & 
(on a choisi arbitrairement a, € O et posé a, = 57! (a,), 2 < k < p). 
En particulier un cycle de longueur g laisse invariants #—q éléments, 
et agit comme ci-dessus sur les g autres. Une transposition laisse invariants 


n—2 éléments, et échange les deux autres : la transposition qui échange & et b 
(a # b) sera notée t,, 3. 


REMARQUE. — Un cycle de longueur g est un élément d’ordre g dans le 
groupe G(E). 
LEMME. — Soit (a); . ; une famille de cycles d’un ensemble fini Æ, dont les 
supports S; sont deux à deux disjoints. 
a) Les o, sont deux à deux permutables, ce qui permet de définir s = [] 0,: 
iei 
B) s coïncide avec o; sur S;, avec Id, sur E\[) S;. 
1EI 
c) Les S, sont les orbites suivant 5 non réduites à un élément. 
— Soient j et k des éléments distincts de J. 
SixéS; US, alors o,0,(x) = 636,(x) = x. 
SixesS, alors o,(x) = x et o,(x)eS, ce qui entraîne 
0564 (x) = 630,(x) = 9,(x) 
De même, sixeS,, 60) = 0,0, (x) = a) 
Ainsi  Gj04 = Cx03. 
— Soit x € S;(i donné). En écrivant s = 0, [[ 6,, et en remarquant que 
j#i 
x est invariant par Il 6,, on obtient s{x) = &;(x). 
Ji 


Si x (J S;, alors x est invariant par tout o;, donc par s. 
der 
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— Au titre d’orbite suivant 5; (i donné), S; peut être défini à partir de 
l’un quelconque de ses éléments a par 
Si = {oi(a)10 <k <p;}, (p; = Cards). 


En utilisant V&EIN o*(a) = s*{a), on en déduit que S; est une orbite 
suivant s. On constate que |] S; est l'ensemble des xeE tels que s(x) # x; 


ier 
il en résulte que toute orbite suivant s non réduite à un élément est un S:. = 
THÉORÈME IL. — Toute permutation non identique s d’un ensemble fini E 


se décompose, de manière unique à l’ordre près, en un produit de cycles dont les 
supports sont deux à deux disjoints. 


Nous partons de s et nous allons essayer de rétablir la situation du lemme. 
D'après c), les supports des cycles ne peuvent être que les orbites suivant s, 
non réduites à un élément ; or ces orbites sont connues ; elles constituent une 
famille (non vide, à cause de s Æ Id), que nous désignons par (S;);. , ; elles 
sont deux à deux disjointes. 


Pour i donné, le seul cycle de support S; qui coïncide avec s sur S, est la 
permutation qui coïncide avec s sur S; et avec Id, sur E\S, ; ce cycle est 
connu ; désignons-le par 0. 

Les o; sont deux à deux permutables (d’après le lemme), et on peut poser 


s = TT] o; et une solution du problème ne peut être ques’. Comparons s et s’. 
iel 


Si x # (J S;, alors s(x) = s’(x) = x. 
iei 


Si xeS,, (i donné), en écrivant s’ = 6, [[ o;, on constate que s’(x) 
6 4 : di 
est (x), qui est aussi s(x). Finalement s = s". CO 


THÉORÈME IL. — ‘Toute permutation d’un ensemble fini, de cardinal 
n > 2, se décompose en un produit de transpositions. 


Il suffit, d’après le théorème I de le montrer dans le cas de Id, et dans 
celui d’un cycle. 


Pour toute transposition 7 (et il en existe), on a Id; = tt. 
Soit s un cycle. L'application induite sur le support est de la forme 


Gj 2 … Gy-1 4 
3 A3 A ai 
Un raisonnement par récurrence (au cours duquel g est fixé) permet de 
montrer 


S=T, 


a1,02 V Tv 


0243 7°" äg-1r4q" 


En général, la décomposition d’une permutation en produit de transposi- 
tions n’est pas unique. 
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THÉORÈME IIL — Pour # > 2, le groupe symétrique de degré n est 
engendré par la famille de transpositions (7; ;:1); < i<n 

Il suffit de montrer que toute transposition t,, ,, avec 1 <p <q < n, 
est un produit de transpositions t;, ;,. On raisonne par récurrence sur gp. 


Pour g—p = 1 c'est trivial. Pour g—p > 1, on écrit 


T 


pa — Ta-1,a Tp,a-1 Ta-1, gt 0 


EXERCICE, — Pour Card E > 3, le centre Z de G(E) est {Id,}. 


Soit se Z. Ecrivons qu'étant donnés deux éléments distincts a et b de Æ, s commute 
avec T = 7,4; on a s{t(a}) = t(s(a)) c'est-à-dire 5(b} = t(s(a)) et, de même, s(a) = +(s(b)); 
sa) et s(b), qui sont distincts, sont échangés par 7. On a donc : 


G@)=a et sb)=Bb) ou (s{@a)=b et sb) = a). 


Considérons c e E\{a, b}, ce qui est possible d’après CardE > 3. 
On a: GG}=6 et s()=0) ou (GG) =c et s(c) = b). 
Par comparaison : s(b) = b, résultat valable pour tout beE. 


COROLLAIRE. — Si Card E > 3, G(E) n’est pas commutatif, 
On notera que si Card £ = 1, ou si Card E = 2, G(E) est commutatif. 


2.4.3. Signature d’une permutation 


Soit E un ensemble fini de cardinal n. 


DÉFINITION. — On appelle signature d’une permutation 5 € G(E) et on 
note e(s) l'entier (—1)""", où #1 est le nombre d’orbites suivant s. 


L'identité a pour signature 1, (#1 = #) ; une transposition a pour signature 
— 1, (mn = n—1); un cycle de longueur q a pour signature (—1)-!,(m=n-q+1). 


THÉORÈME. — Soient s une permutation et t une transposition. Alors 
e(sr) = —e(s). 
Considérons la transposition +,, et posons s' = sv. Seules les orbites 


suivant s contenant 4 ou b seront modifiées puisque, sur les autres, rt, agit 
comme l'identité. 


1°" cas : a et b appartiennent à une même orbite ©. On peut écrire : 
O = {a, s(a), …, sta), …, 5°! (a)} 
avec b = s‘{a), (0 < g < p—1)} Ona: s’(a)= a. 
Les itérés successifs de a par s’ sont : 
a, s1*1(a), …, 5771 (a), a. 


Ceux de b sont : 


b, sa), s? (a), … 597 (a), b. 


L’orbite O est donc remplacée par deux orbites suivant s’. 
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2° cas : a et b appartiennent à deux orbites distinctes O et 0”. 
Ecrivons O = {a, s(a), …, 57 l(a)} 


et 0! = {b, 5). 517 1()} 


En partant de a et en appliquant s' on obtient : 
a, 5), s2(b), …, 527 1(b), b, s(a), …, s°7 (a), a. 


Autrement dit O et 9’ seront réunies en une seule et même orbite suivant s’. 
Dans tous les cas e(st) = — es) car le nombre d’orbites change d’une unité 
quand on passe de s à 5’. Ü 


CoROLLAIRE I. — Si s € G(E) est le produit de À transpositions alors 
e(s) = (—1}. 
Récurrence immédiate. 


CoROLLAIRE IL. — L’application € est un morphisme du groupe G(E) 
dans le groupe multiplicatif {—1, +1}. 

En effet si s est le produit de k transpositions et si s’ est le produit de h° 
transpositions, ss’ est le produit de h+k' transpositions. Donc 


ess’) = e(s) es’). 


REMARQUE. — Si la décomposition d’une permutation s en produit de 
transpositions n’est pas unique, la parité du nombre des transpositions, qui est 
liée au signe de e(s), est bien déterminée. 


DÉFINITION. — Le noyau du morphisme €, qui est un sous-groupe distingué 
de G(E), est appelé groupe alterné de E et noté U(E) ; ses éléments, qui sont les 
permutations de signature +1, sont appelés permutations paires ; les éléments de 
G{E)\U(E) sont appelés permutations impaires. 


Le groupe alterné de IN,, qui se note U,, est appelé groupe alterné de 
degré n. 

Notons que, pour n > 2, le morphisme & est surjectif (e(Id;) = 1 et 
e(r) = —1 pour toute transposition). D’après la décomposition canonique 
d’un morphisme surjectif, G(ÆE)/U(E) est isomorphe à {—1, +1}, et on a 
(G(E) : U(E)) = 2. D'où : 

n! 


Card [U(E)] = Card [G(EAU(E) = +. 
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En d’autres termes, il y a autant de substitutions paires que d’impaires, 
cæ qui se retrouve en remarquant qu'ayant choisi une transposition +, on 
dispose d’une bijection s +——+ rs de U(E) sur G(E)\U(E). 
EXEMPLE DE CALCUL D’UNE SIGNATURE. — Soit la permutation s € G,9 : 
_f123 5 6 7 8 910 
= 310 64217589 


On a les orbites: ©, = {1,3,6}, 0, = {2,10,9,8,5}, O,= {4}, 0, = {7}. 


4 
4 


Donc e(s) = (—1)1974 = +1. 


Notons la décomposition en cycles : 


Lf34. (20985 
SK 61/0 9 8 5 2 


D'où la décomposition en transpositions, qui s’écrit en notant (a, b} au lieu de +, : 


s= (1,3)0 (3,6) (2, 10)0 (10,9) 0 (3, 8) 0 (8,5). 


2.5. GROUPES OPÉRANT SUR UN ENSEMBLE 


Ce paragraphe peut être laissé de côté en première 
lecture. Il apporte une généralisation de l'étude du 
groupe symétrique, 

Les ensembles notés E seront considérés comme non 
vides. 


2.5.1. Définition et exemples 


1° DÉFINITION, — Soient G un groupe d’élément neutre e et E un ensemble. On dit que G 
opère sur E si et seulement si on s’est donné une loi de composition externe sur E, à domaine d’opéra- 
teurs G, notée (a, x) +-— ax (a € Get x € E) satisfaisant aux axiomes suivants : 

(G0;) Y(ab)jeG? VxeE  a-(b:x} = (ab):x 

(GO,) VxeE ex=x 

2° THÉORÈME. — Soit , l’application x + a: x de E dans lui-même. L’application a +-—+ f, 
est un morphisme du groupe G dans le groupe G(E). Inversement si ç@ : G —> G(E) est un morphisme 
de groupes, en posant a-x = @(a}(x)pouraeGetxeE, on fait opérer G sur E. 


Les axiomes s’écrivent en effet : 
(GO) ViabeG fofi=fs : fe=Ide (G0:) 


D'après fo f._, =f. les f, sont des bijections; a + f, est une application de G dans 
G(E) qui vérifie (GO). 


DÉFINITION. — Dans le cas où le morphisme a +-— f, est injectif, on dit que G opère 
fidèlement sur E. 
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REMARQUE. — La notation étant celle du 1°, on peut : 

— faire opérer sur E tout sous-groupe F de G en utilisant la restriction à F x E de la 
loi (a, x}+-— a: x (si G opère fidèlement, il en est de même pour F); 

— faire opérer E sur toute partie X de E non vide et invariante (au sens de : £(X) = X pour 
tout ae G); on utilise ici une loi induite. 

EXEMPLES. — a) Soit E un ensemble. En considérant l'isomorphisme identique de G(E) sur 
lui-même, on constate que G(E) opère fidèlement sur E par (s, x) +-—+ s(x). 


b} On peut faire opérer un groupe G sur lui-même (ou plus rigoureusement sur l’ensemble 
sous-jacent) : 

— Par (a, x) + rx) = ax. On dit alors que G opère par translation à gauche. Notons 
qu’alors G opère fidèlement. 

— Par (a, x) +— axa7!. On dit alors que G opère par conjugaison (ou par automorphismes 
intérieurs); ici G n’opère fidèlement que si son centre est {e}. 


c) Signalons enfin tous les exemples géométriques. * Æ étant un espace euclidien, on peut 
faire opérer sur E tous les groupes de transformation classiques : groupes des translations, 
rotations, homothéties, etc. 


4° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit G un groupe opérant sur l’ensemble E. On fait opérer 
G sur T(E) en posant, pour a € Get XET(E), 


a X={2eE|3xeX z=ax} 
Avec les notations du 2° : a-X = f{X). 


EXEMPLES. — a) Si G est un groupe, on peut le faire opérer par conjugaison sur l’ensemble 
de ses parties, par (a, À) ++ a 4 a” !. Notons que si À est un sous-groupe de G, a Aa”! 
en est un aussi. Donc G opère par conjugaison sur l’ensemble de ses sous-groupes. 

b) De même G opére par translation à gauche sur l'ensemble de ses parties. Il n’opère 
plus ainsi sur l’ensemble de ses sous-groupes, mais par contre on peut le faire opérer par 
translation à gauche sur l’ensemble des classes à gauche suivant un sous-groupe H. 


2.5.2. Trajectoire (ou orbite) d’un élément 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit G opérant sur un ensemble E. La relation : 
(1aeG  p=ax» 


est une relation d’équivalence sur E. La classe d'équivalence de x € E, pour cette relation, s’appelle 
trajectoire (ou orbite} de x € E suivant G. On la note O(x) ou G : x. 


EXEMPLES. — a) Les exemples géométriques illustrent bien la notion intuitive de « trajec- 
toire ». 

b) Si G opère sur lui-même par translation à gauche, toute orbite est G lui-même. 

€) Soit s e G(E), (E fini) ; l’orbite de xeE suivant s (au sens où nous l’avons définie au 
2.4.2) est l'orbite de x suivant le groupe cyclique engendré par s. 


2° DÉFINITION. — On dit que G opère transitivement sur E si et seulement si la seule orbite 
est E, ce qui se traduit par : . : 


YVGpDeE? 1aeG }p=ax 
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EXEMPLES. — a) G opère sur lui-même par translation à gauche, fidèlement et transitivement. 

b) G(E) opère transitivement sur E {ici y = a + x, où a est la transposition qui échange x et y}. 

£) Si seG(E), (E fini), le groupe cyclique engendré par s opère transitivement si et 
seulement si s est un cycle de longueur # = Card (E) (s est alors appelée permutation circulaire}, 

d) G n'opère transitivement sur G par conjugaison que si G = {e}; en effet la trajectoire de 
eest{e}. 

e) G opère transitivement par translation à gauche sur l’ensemble Q des classes à gauche 
suivant un sous-groupe H (ici G opère par (a, xH}+— axH, et l'orbite de HeQ est Q). 


3 G opère (par loi induite) sur toute trajectoire (partie de E non vide et invariante) et il est 
clair que c’est transitivement. D'où : 


THÉORÈME. — G opère transitivement sur chaque trajectoire. 


2.5.3. Stabilisateurs; applications 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient G opérant sur E et X © E. Les ensembles 
Gx={aeGlaX=X}) et F,;={aeGla:x= x pour tout xeX} 


sont des sous-groupes de G respectivement appelés stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de X, 
et fixateur de X; on a F,<1 Gx. Si X = {x}, F, et G, qui sont égaux, sont notés G, et dits 
stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de x; alors G, = {aeG{a:x= x}. 

Il est clair que ee G, et que, pour tous aeG, et beG,;ona: 


(@b)°'X=a"(bX)=a X=X ; X=(a ‘a X=(a ").X 


ce qui montre que G, est un sous-groupe de G. 
— Le groupe G; opère sur X (invariant pour toute x -— a: x,aeG,), et F, est le noyau 
du morphisme associé; d'où F, <1 Gy. [1 


EXEMPLE. — Dans un plan affine euclidien sur lequel opère le groupe des isométries, si ABCD 
est un rectangle (mais pas un carré) le stabilisateur de { 4, B, C, D} est {a?, a, b, ab} où aetb 
sont les symétries orthogonales par rapport aux médiatrices de AB et AD, et est donc isomorphe 
au groupe de Klein défini au 2.3.3.4. 


CAS PARTICULIER. — Soient G opérant sur G par conjugaison, et X € G. Ici: 
Gx={aeGlaXa "= X} et F,={aeGlaxa ! = x pour tout xeX} 
peuvent être encore appelés normalisateur et centraliseur de X. 
En particulier, si H est un sous-groupe de G, il est clair que H 4 G,, et que, si K est un 


sous-groupe de G tel que H <1 K, alors K € Gy; GA est donc le plus grand sous-groupe de G dans 
lequel H est distingué. Il en résulte que H «4 G équivaut à G, = G. 


2° THÉORÈME. — Soient G opérant sur E, (a, x, y)e GXExE tels que y = a°x. Alors 
G, = aGa” ! (les deux sous-groupes G, et G, de G sont donc conjugués). 

Soit seG,; (asa”!):y=a"(s-x}=a:x= y fournit asa leG,. D'où aG,a”! c G,. De 
même a 'G,ac G.. 


3° THÉORÈME. — Soient G opérant sur E et x € E. La trajectoire de x est finie si et seulement 
si G, est d'indice fini dans G et on a alors : 


(G : G,;) = Card(G : x). 


On considère pour cela f : G —+ E définie par f(a) = a: x et on utilise la décomposition 
canonique d’une application : il existe une bijection de f{G) = G + x sur G/R, ab signifiant 
aex=bex,ie(b ta)ex=(b thjex= x, ie blaeG,; R est donc l'équivalence à gauche dans 
G, suivant G.. 
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EXEMPLE. — Si G opère sur lui-même par conjugaison et si H est un sous-groupe de G, 
le nombre de sous-groupes conjugués de H est égal à l'indice (G : Gy) de son stabilisateur. 


4 Équation aux classes. — Supposons que G opère sur un ensemble fini E de cardinal n. 
Choisissons un x; dans chaque orbite suivant G, (1 & i & 4). Les orbites (G * x; <;<, forment ainsi 
une partition de E. D'où : 


4 4 
n=CardE= Ÿ CardG:x,=} (G:6G,). 
si 


i=1 
Si G est un groupe fini qui opère sur lui-même par conjugaison les éléments du centre Z de 
G sont caractérisés par 
Card(G-x)=(G:G)=1, 
et on obtient : 


Card G = CardZ + X (G:G,) 
eZ 


la sommation étant étendue à tous les x; tels que (G : G,,) > 1. En particulier si Card G = p" où 
Card G 
Card G,, 
est divisible par p (en particulier Z #{e}). 

On en déduit que tout groupe G de cardinal p?, p premier, est abélien (sinon on aurait 
Card Z = p;il existerait xe G\Z; on aurait xe G,\Z, Card G, > p,G, = Get xeZ :contradiction). 


p est premier et m > 0,(G: G,) = = p avec & > 0 pour ie. On en déduit que Card Z 
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2.01. — Dans IR on définit la loi de composition interne : x T y = ÿ/x345° 
Montrer que (IR, T) est un groupe abélien isomorphe à (IR, +). 


2.02. — Montrer qu’un magma associatif fini non vide, dont tous les éléments 
sont réguliers, est un groupe. 


.2.03. — Sur l'ensemble S(Æ) des parties d’un ensemble E, on considère la loi : 
ATB=(A U(E\B))n (B U(E\A)) 
Montrer que (TE), T) est un groupe abélien. 
2.04. — Soit G l’ensemble Q?\{(0, 0)}. Si m = (x, y} et m' = (x', y’), on pose 
mx m' = (xx —yy", xy'+x/y). Montrer que (G, x) est un groupe. Soit g = Z? n G, 


g est-il un sous-groupe de G ? Montrer que le sous-ensemble g’ de g des éléments 
de g dont le symétrique pour x appartient à g est un sous-groupe de G. 


2.05. — Soit (E, T) un magma vérifiant les propriétés : 


ê) T est associative. — à) Il existe dans E un élément neutre à gauche e. 
ii) Pour tout x de E, il existe x’ e E tel que x' Tx=e. 


Montrer que (E, T) est un groupe. 
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2.06. — Soit G un groupe, (G,), . r une famille de sous-groupes de G vérifiant : 
VE&jelt 1kel G LG, G,. Montrer que |) G; est un sous-groupe de G. 


1er 


2.07. — On appelle groupe diédral D, l'ensemble des isométries d’un plan affine 
euclidien qui conservent l'ensemble des sommets d’un polygone régulier de n côtés, 
n>2. 


a) Montrer que D, est d'ordre 2n, non abélien si n > 3. 


b) Montrer que tout groupe d’ordre 2n, n > 2, engendré par deux éléments d'ordres 
net 2, est isomorphe à D,. 


c) Soit G un groupe d'ordre 2p, p premier. Montrer que G admet un sous-groupe 
distingué d'ordre p, et que G est isomorphe soit à Z/2pZ soit au groupe driédral D,. 


2.08. — Montrer que si 4, B, C sont des sous-groupes d’un groupe abélien : 
(ASC) = (4A+(BNC) = (4A+B)nC) 


(4+8B est l’ensemble des sommes a+b, avec ae Aet beB). 


2.09. — Soient G et G’ des groupes et f: G —+ G’ un morphisme surjectif, 
Soit H' un sous-groupe distingué de G' et H = f7(H'). Montrer les isomorphismes : 


G'/H' © GjH  (G/Kerf)/(HjKerf). 


2.10. — a) Montrer que, pour qu’un sous-ensemble non vide C d’un groupe G soit 
classe à gauche (resp. à droite) par rapport à un sous-groupe H, il faut et il suffit 
que : 

V(x y, De C? xylzec. 


b) Montrer que, si un sous-ensemble € d’un groupe G est classe à gauche par 


rapport à un sous-groupe H, il est aussi classe à droite par rapport à un certain 
sous-groupe H”. 


2.1i.— On appelle sous-groupe dérivé du groupe G, et on note D(G), le 
sous-groupe engendré par les éléments de la forme xy x"! y71, (x, y} e G2. 


a) Montrer que D(G)-a G. 
b} Etant donné H 1 G, montrer que G/H est abélien si et seulement si : 


D(G)< H. 


2.12. — Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, & l’équivalence à gauche 
suivant , G' l’ensemble quotient G/R et @: G —> G' la surjection canonique. 
On suppose que G’ est fini et on pose n = Card (G'). 


a) Etant donné g € G, montrer qu'il existe une unique application f, : G' — G' 
telle que, pour tout x € G, o(g x) = f{p(x)). 
b) Montrer que f, est un élément du groupe symétrique G(G'). 


c) Soit ÿ l'application g + f, de G dans 6(G'). Montrer que W est un morphis- 
me de groupes. 
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d) Déduire de ce qui précède qu'il existe un sous-groupe distingué H' de G 
contenu dans AH tel que G/H' soit fini d'ordre inférieur ou égal à n1!. 


Peut-on espérer trouver le même résultat avec un ordre strictement inférieur à n ! ? 


2.13. — Soient H et K deux sous-groupes du groupe G. On désigne par G' le 
sous-groupe de G engendré par # L K et par HK l’ensemble des élérnents de la forme 
xy où (x, y) € HXK. 

a) Montrer que si Ha G, alors G' = HK. 


b) On suppose HG, KG et HnK=$e}. Montrer que pour tout 
G@,»y)eHXK, xy = yx. Montrer que HK est isomorphe à HxK. 

€) On reprend l'hypothèse du a) : H-a G. Montrer que HN Ka Ket Ha HK. 
Enfin montrer que K/H n K est isomorphe à .HK/H. 


2.14. — Soient G un groupe, H <4 G et K un sous-groupe de H. 


Montrer que, pour que K <1 G, il sufñt que K soit stable par tous les automor- 
phismes de H. Suffit-il que K <1 H? 


2.15. — On considère le groupe additif Z/nZ (n > 2). On note à la classe modulo 
nZ. de l'élément a de Z (0 < a < n). & est générateur de Z/nZ si et seulement si aet n 
sont premiers entre eux. On note on) le nombre de générateurs de Z/nZ. 


a) Calculer o(p) pour p premier, puis o(p"), (x EIN\{0}). 


b} Montrer que si m et n sont premiers entre eux, qg(mn) = q(m) g(n). 
(Considérer le groupe produit (Z/mZ) x (Z/nZ)). 


€) En déduire que si n a une décomposition en facteurs premiers de la forme 


1 1 
n = p}.p}, alors o(n) =n )(1 +). 
PT pk 0) ( 5 = 
2.16. — Soient G et G’ des groupes, et f: G — G' un morphisme. 


a) Soit x e G, d'ordre fini n. Montrer que f(x) est d’ordre fini, et que cet ordre 
divise n. 


b) Déterminer tous les morphismes de Z/7Z dans Z/137, et de Z/3Z dansZ/12Z. 


2.17. — Soit G un groupe abélien, d’ordre m, d'élément neutre e. 


a) Montrer que si x" = e pour tout x e G, n étant un entier donné, alors m 
divise une puissance de 7 (on raisonnera par récurrence sur m, en considérant le 
sous-groupe H engendré par un élément de G, et le groupe G/H). 


b) Soit p un nombre premier qui divise m. Montrer qu’il existe dans G un élément 
dont l’ordre est divisible par p (utiliser a). 


c) En déduire que si G est un groupe abélien dont l’ardre m est divisible par le 
nombre premier p, il existe un sous-groupe cyclique de G d'ordre p. 

2.18. — Dans cet exercice et le suivant, on note (a;, …, @,) le cycle, élément de 
G,, dont le support est {a,, …., a,} et qui transforme a, en a,,, (k < p) ef a, en ai. 

On considère le groupe symétrique @, (n > 2). 

a) Montrer que 6, est engendré par la transposition (1, 2) et le cycle (1, …, n). 
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b) Montrer que 6, est engendré par les n— 1 transpositions (1, k) (2 < k < n). 


c) Montrer que tout élément du groupe alterné U, est un produit de cycles 
de longueur 3. Montrer que U, est engendré par les n—2 cycles : 


(2 kH)G<KkK< n). 


2.19. — On dit qu’un groupe G est simple s’il n’a pas d’autres sous-groupes 
distingués que {e} et G. On se propose de démontrer que le groupe alterné 11, est 
simple. 


a) Combien le groupe U; comprend-il de cycles de loñgueur 3 ? de « doubles 
transpositions » (i, j) (&, 1) ? de cycles d’ordre 5 ? 


B) Calculer les produits : 


(,2,3,4, 57° (3,4,5) (1, 2,3, 4,5) (3,4,5)°* 
Q,2) (3, 4) (3,4 5) (1,2) (3, 4) (3, 4, 5) *. 
€) Montrer que tout sous-groupe distingué de Us, non réduit à {e} contient un 
cycle de longueur 3. 


d) Calculer le produit (1,2) (3,k) (2, 1,3) (1,2) (3,k) pour ke {4,5}. En 
déduire que 1; est un groupe simple. 


3 
ANNEAUX ET CORPS 


3.1. STRUCTURE D’ANNEAU 


3.1.1. Notion d’anneau 


1° DÉFINITION. — On appelle anneau tout triplet (4, +, -), où À est un 
ensemble dit sous-jacent à l’anneau, où + et : sont des lois de composition 
internes sur E dites addition et multiplication, satisfaisant aux axiomes suivants : 


(An,) (4, +) est un groupe abélien, dit groupe additif de l’anneau ; l’élément 
neutre est noté 0 et est appelé élément nul ; 

(An) La multiplication est associative et admet un élément neutre, noté 1, 
(1, en cas d’ambiguïté), et appelé élément-unité ; 

(4n3) La multiplication est distributive par rapport à l’addition. 


On qualifie de commutatif tout anneau dans lequel la multiplication est 
commutative. 


Convention. — Lorsque nous parlerons d'éléments réguliers, inversibles, 
permutables d’un anneau, nous nous référerons toujours à la multiplication. 


2° Exemples d’anneaux — a) Anneau nul. — A un ensemble à un 
élément, que l'on peut toujours noter {0}, on peut conférer une et une seule 
structure d'anneau, définie par 0+0 = 0 et 0-0 = 0. Cet anneau est commuta- 
tif ; on dit qu'il s'agit d'un anneau nul. Dans un tel anneau 1 = 0. 


b} L'anneau (Z, +, *). — A partir du semi-groupe (IN, +), nous avons, 
(4.6.5), introduit Z = (N XIN)/R, avec 
GDRCG', y) x+y = p+x 
ce qui nous a conduit au groupe abélien (Z, +} En utilisant la multiplication 
sur N définie au 1.4.2,5° et en posant : 
Ge, n°, 7) = Gex + pr", xy'+yx) 


on définit sur N x N une multiplication compatible avec R. Après passage au 
quotient on dispose de l'anneau commutatif non nul (Z, +, -); c'est lui que 
nous appellerons désormais l'anneau Z. 
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En étendant un résultat obtenu au .4.2,5°, on constate : 
V(a, bjeZ? (ab = 0) (a = 0) v (b = 0), 


ce qui permettra d'affirmer au 3.1.3 que Z est un anneau intègre. 


3° Pseudo-anneaux. — On appelle pseudo-anneau tout triplet (4, +, :) 
qui vérifie tous les axiomes de structure d’anneau, à l’exception de celui qui 
assure l’existence de l’élément-unité. 


EXEMPLE. — Pour n > 2, nZ est une partie de Z stable pour l'addition et la multiplication ; 
on vérifie que (nZ, +, :) est un pseudo-anneau ; ce n'est pas un anneau, car (nZ, :) n’a pas 
d'élément neutre. 


3.1.2. Règles de calcul dans un anneau 


1° On dispose d'abord des règles valables dans tout groupe abélien et des 
propriétés qui tiennent au caractère associatif de la multiplication (possibilité 
de définir x" pour # > 0, et même pour # < 0 dans le cas où x est inversible). 


2° Ayant fixé x e À, étudions l’homothétie à gauche.h, : À — À, définie 
par h,(y) = x°y. La distributivité à gauche de la multiplication donne 
VODEAT  hG+2 = 4,0)+8h,0) 


ce qui montre que k, est un endomorphisme du groupe (4, +). En utilisant 
2.1.2, 2°, on en déduit les relations 


h,(0) = 0; h,C-y)= —-h,0); h(ay) = #h,O), (Gr eZ). 
En utilisant ensuite une homothétie à droite, il en résulte : 


THÉORÈME. — Soit À un anneau. 

() VxedÀ, x0=0x=0 

@) V(x p) € 4?, x (—y) = (-x) y = —x y 
G) Vnez, V(tyie 4? x(ny) = (nx)y = ny) 
(@) V(x pe 4° x) (—p) = x y. 


(1), (2), (G) résultent des propriétés des homothéties ; (4) est obtenu en 
remplaçant y par — y dans (2). 

Les formules (2) et (4) constituent la règle des signes. Elles permettent de 
développer les produits de sommes (en tenant compte éventuellement de la 
non commutativité). 


— On notera, en particulier : x:(—1) = (-l):x = x; nx=(nl)-x. 
— D'après, (1) les seuls anneaux dans lesquels 1=0sont les anneaux nuls. 
— De (1) on déduit: Vxe À x°0 = 0x =0:0. 

Dans un anneau non nul, 0 n’est donc régulier ni à gauche ni à droite. 
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REMARQUE. — Comme dans le chapitre précédent, le symbole de la multiplication dans 
l'anneau À sera en général omis, et nous écrirons ab pour ab. 


3° Binôme de Newton. — THÉORÈME. — Soient a et b deux éléments 
permutables d’un anneau À. Pour tout entier 7 > 0, on a 


COS (a+b = À Char tt 
k=0 


Rappelons que, pour tout x e 4, x° désigne 1 € À et que, pour tout # > 0, 
C9 désigne 1 e IN. Ceci posé, raisonnonñs par récurrence. 


— (7), qui s'écrit a+b = a+b, est vraie. 


— Soit n fixé, n > 2. Nous supposons que (7,-_,) a été vérifiée, et nous 
calculons (a+b)" = (a+b)"71 (a+b). 


On sait (1.5.2, 2°) que, a et b permutant, il en est de même de 4 et hf, 
pour tout (p, g) e IN? ; (a+b)}" s’écrit donc : 
LR: 
D Cha itht (a+b), 
k=0 
ou encore (en notant h l'indice muet de la seconde somme) : 


Lis: n=1 
> Cia" "kb + y Cha is pitt, 
k=0 h=0 


Le changement d'indexation h+1 = & dans la seconde somme permet 
d'écrire (a+ b)” sous la forme : 


n—1 n 


ZE, Gaakbt+ D Cite" tbt 
ou, après regroupements, 
n—1 
Cha" b° + 2 (Ok, + CÉZD a KDE + CALE a° br. 


En utilisant : 


Cri = Cri ChnitOii = C3; Ci = Cr, 


on constate que (T,) se trouve vérifiée, O 
APPLICATIONS. — a) On se place dans le cas de Z, on choisit a = 1 et, 
successivement, b = 1 et b = —1. On obtient : 


SC=2 et Y (—1 ci = 0. 
0 k=0 


k= 
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D'où, p désignant la partie entière de n/2 et q celle de (r—1)/2 


ÿ C? = D Cr = 21, 
K=0 


k=0 


* On obtient d’autres formules en se plaçant dans €, en choisissant 4 = 1 et b = ex, avec 
ee{i, —i,j,j?}. Avec À = RR, la dérivation fournit également des calculs intéressants. , 


8) Soit une progression arithmétique (a+ fr) < à < n-1 de n éléments d’un anneau commu- 
tatif 4. On pose : 


a=1 
S, = pu (@+ir},  peN. 

Onse propose de trouver une expression des sommes $,. On écrit, pour chaque / € [0, #—1}: 

p+i 

Ga ++) (a+ = À Chu a+ PTE 

k=i 

Par addition, et compte tenu d’une simplification du premier membre : 
p+i 
(@+nnptt grti = Z Char Soin 

En utilisant cette égalité pour p = 1,2,3,…, on obtient S,,8,, S,, …, de proche en 


proche. 


A titre d’exemple le lecteur vérifiera que, dans le cas de 4 = Z, avec a = |, r = i, on 
trouve : 


" +1 M 2 n(n+l)Qn+1) L n'(n+1) 
Li= : LE = — : LE=—— 
k=0 k=0 k=0 
GÉNÉRALISATION. — THÉORÈME. — Soient a,,...,4, des éléments deux à deux per- 


mutables d’un anneau 4. Pour tout entier x > 0, on a : 


n n! a 
CD  (ait..+a) = Le at 


la somme étant étendue à tous les p-aples (x, …, «,) d’entiers naturels dont la somme, désignée 
par |«l, est égale à n. 
Récurrence sur p. (P,) est la formule du binôme. 


Soit p fixé, p > 3. Nous supposons que (P,_,) a été démontrée et nous en déduisons, grâce 
au groupement (4,_,+4,), que (a, +...+a,)" s'écrit : 


n! 
Æ En LE CE et, (A = Bite + 8-1). 
En Bat Ba! 
En utilisant : 
Gta) = 


ap + apps 
on en déduit (après « simplification » par 8, !}: 


n! 1 


Fin Bal.B,2t aile! 
ap-itap=hp=t 


_ À 2 gr = a 
(G@1+...+a,) = di ape que ar. 


En faisant f, = a,,.…, ,_, = «,_, on reconnaît la formule (P,). [me] 
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3.1.3. Autres propriétés des anneaux 


1° Diviseurs de zéro. — Par dérogation à la définition générale des 
diviseurs et multiples qui voudrait que, puisque Ox = x0 = 0, tout élément 
d’un anneau soit diviseur de l’élément nul, posons : 


DÉFINITION. — Dans un änneau 4, on appelle diviseur de zéro à gauche 
(resp. à droite) tout élément non nul g de À, tel qu’il existe un élément non nul 
b de À vérifiant ab = O (resp. ba = 0). 


Si À est commutatif, il est inutile de préciser « à gauche » ou « à droite ». 


PROPOSITION. -— Un élément non nul a d’un anneau 4 est régulier à gauche 
(resp. à droite) si, et seulement s’il n’est pas diviseur de zéro à gauche (resp. à 
droite). : 

— Si a est régulier (et, en particulier, si a est inversible) à gauche, alors 
ax = 0, qui s'écrit ax == a0, implique x = 0 ; a n’est pas diviseur de zéro à 
gauche. 

— Si a est non nul et n’est pas diviseur de zéro à gauche, alors ax = ay, qui 
s’écrit a (x — y) = 0implique x — y = 0, c’est-à-dire x = y ; aest régulier à gauche. 


Anneaux intègres. — DÉFINITION. — Un anneau intègre (ou anneau 
d’intégrité) est un anneau non nul, commutatif, sans diviseur de zéro. 
Dans un tel anneau : ab — 0 (a = 0) v ( = 0). 


EXEMPLE. — D’après 3.1.1,2°, Z est un anneau intègre. 


2° Eléments nilpotents. — DÉFINITION. — Un élément nilpotent d’un 
anneau 4 est un élément a € À tel qu’il existe un entier #7 > © vérifiant a" = 0. 

Notons que si a € À est nilpotent, tel que a" = 0, alors 1 a est inversible, 
d’inverse 1+a+...+a""!, 

Si a est nilpotent et non nul, il existe un plus petit entier n > O, tel que 
a" = 0, soit p. Alors p > 2 et a! 4 O0. Comme aag7! = @7 la = 0,onen 
déduit que a est diviseur de zéro. 


3° Groupe des éléments inversibles. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — 
L’ensemble U(4) des éléments inversibles de l’anneau À est stable pour la 
multiplication ; (U(4), -} est un groupe dont l’élément neutre est 1. 

La multiplication dans À étant associative, on sait (1.5.2. 3°) que le produit de 
deux éléments inversibles est un élément inversible ; d’où la stabilité de U/ (A) pour la 
multiplication. ; 

L'élément unité 1 est inversible (son inverse est 1) ; d’où 1 e U{4). 

Enfin pour tout # e U(4), l'inverse y! de w est un élément inversible 
(son inverse est #) ; d’où #7! e U(4). 

La proposition résulte de la définition d’un groupe. 0 
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Les éléments inversibles de À sont quelquefois appelés unités de 4, mais 
il y a risque de confusion avec l'élément-unité (unité particulière). 


EXEMPLE, — U(Z) = {—1, +1}. 


3.1.4. Morphismes d’anneaux 


DÉFINITION. — Soient À et 4’ des anneaux, On appelle morphisme 
d’anneaux de À dans 4’ toute application f : À —> 4' vérifiant les trois 
conditions : 


@ VGDEA? fG+N = 0 +0) 
G&) VG@MEA? fr = /@/0) 
[() FD = la 


Le lecteur vérifiera que l’addition de la condition (iä#) ne change rien aux 
résultats concernant la composition des morphismes et les isomorphismes. 


Le morphisme d’anneaux f : À —- 4’ possède, en particulier les propriétés 
d’un morphisme de groupes abéliens (/(0,) = 04, f(—x) = —f(x)). 

En outre l’image d’un élément inversible de À est un élément inversible 
de 4’. La restriction de / au groupe des unités de 4 induit un morphisme de ce 
groupe dans le groupe des unités de 4’. 


EXERCICE. — Soit E # @. Sur S(E) on définit la différence symétrique À par : 
XAY=(XU YNX 0 }). 


Le lecteur vérifiera que (CE), À, n) est un anneau commutatif, d'élément unité E, dans lequel 
toute partie non vide, distincte de E, est diviseur de zéro. Le groupe des éléments inversibles 
est donc réduit à {E}. 

Soit, en outre, une partie F de E, distincte de E. L'application f: X + Fn X de J(E) 
dans lui-même vérifie Les conditions (i) et (if) de la définition précédente, mais pas la condition (&ÿ), 
puisque /(E) = F; f n'est donc pas un endomorphisme d’anneau ; dans un tel cas, on parle de 
représentation. 


3.1.5. Anneaux produits 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient ((4;, +,-));., une famille d’an- 
neaux, et À le produit des ensembles sous-jacents. Le triplet (4, +, -), où + et - 
sont les lois-produits des lois des À;, est un anneau, dit produit des (4,, +, :). 
Chaque projection p; : À —- 4; est un morphisme surjectif d’anneaux. L’anneau 
produit est commutatif si et seulement si chacun des anneaux donnés est 
commutatif. 


Vérification facile, laissée aux soins du lecteur, qui constatera que : 

— 04 = (Ouher, 14 = (ahiers 

— l'élément (a;);., de À est inversible si et seulement si chaque a; est inversible, l'inverse 
de (ai; « 1 étant alors (a; her, 

— À ne peut être intègre que si les 4; sont tous intègres, 

— les 4; peuvent être tous intègres sans que À le soit. C’est ainsi que, bien que Z soit 
intègre, Z? ne l’est pas puisque : 

(6, D-(1, 0) = (0, 0). 
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3.2. IDÉAUX. ANNEAUX-QUOTIENTS 


3.2.1. Sous-anneaux 


1° DÉFINITION. — On appelle sous-anneau d’un anneau À toute partie 
B de À qui est un sous-groupe additif de À, qui est stable pour la multiplication, 
et qui contient Punité de 4. 


Cette définition a été choisie de façon qu’un tel sous-anneau, muni de 
l’addition et de la multiplication induites, soit lui-même un anneau, et que 
l'injection canonique de B dans À soit un morphisme d’anneaux. 


EXEMPLES. — a) Soit À un anneau ; À est un sous-anneau de 4 ; {0} n'est pas un sous- 
anneau de 4 si À # {0}. 


B) Le seul sous-groupe du groupe additif de Z contenant 1 étant Z, le seul sous-anneau 
de Z est Z. 


2° On étend sans difficulté les résultats obtenus sur les groupes. 


PROPOSITION L — Soient f : 4 —> 4’ un morphisme d’anneaux, B un 
sous-anneau de 4, B’ un sous-anneau de 4’. Alors /(B) et f ” ‘(B') sont respec- 
tivement sous-anneaux de 4’ et de À. 


PROPOSITION II. -— L'intersection d’une famille de sous-anneaux de l’an- 
neau À est un sous-anneau de 4. 
D'où la notion de sous-anneau engendré par une partie. 


3.2.2. Idéaux. Anneaux-quotients 


1° DÉFINITION. — On appelle idéal à gauche (resp. à droite) d’un anneau 
À toute partie 7 de À vérifiant les deux conditions : 

i) I est un sous-groupe du groupe additif À ; 

ü) VaeA Viel aiel (resp. iaelT). 

On appelle idéal bilatère de À toute partie de À qui est à Ia fois idéal à gauche 
et idéal à droite. 

En utilisant —x = (—1):x, on constate que, dans la définition précédente 
on peut remplacer f) par : 

i") Z'est non vide, et stable pour l’addition. 

Notons que, dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilatères. 


EXEMPLES. — a) Soit À un anneau. À et {0} sont des idéaux bilatères de 4. Pour tout 
ae À, Aa = {xalxe A} et aA = {ax | x € A} sont respectivement idéal à gauche et idéal à 
droite de 4. Notons qu'un idéal de À coïncide avec À si, et Seulement s’il contient l’élément- 
unité de À. 
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b) Soit À un anneau et B une partie de A. L'ensemble des x e 4 tels que xb = 0 
(resp. bx = 0) pour tout be B, est un idéal à gauche (resp. à droite) de 4, dit annulateur à gauche 
(resp. à droite) de B. 

c) Dans l'anneau commutatif Z, les nZ, qui sont les seuls sous-groupes additifs, sont les 
seuls idéaux. 


REMARQUE. — On vérifie facilement qu’un idéal 7 d’un anneau À étant stable pour les 
deux lois + et -, (Z, +,-) est un pseudo-anneau. Mais ce n'est un sous-anneau de À que si 
Lel, et donc si 7 = 4. 


THÉORÈME. -— Soient f : À —> 4’ un morphisme d’anneaux et 7’ un 
idéal bilatère de 4°. Alors 7 = f7 {(J') est un idéal bilatère de À, contenant 
le noyau de /, qui est lui-même un idéal bilatère de À. 


1 = Ker f résulte de I’ 3 0,.. Puisque / est un morphisme de groupes et 
T' un sous-groupe de (4’, +), Z est un sous-groupe de (4, +). 

Pour (a, x) e AXI on a f{ax) = f(a) f(x) et f(9) € L' ; d’où f{(ax) e l' 
et ax e I. On montre de même xa € I. Ainsi J est un idéal bilatère de À. 

En particulier Ker f s'écrit f7*(J'}, I' désignant {0,4}, qui est un idéal 
bilatère de À’. O 


THÉORÈME. — Soient f : À —> 4' un morphisme d’anneaux et / un idéal 
bilatère de 4. Alors 7’ = f(T) est un idéal bilatère du sous-anneau /(4) de 4’, 
et’donc un idéal bilatère de 4’ si est surjectif. 


Démonstration analogue. * On notera, à titre de contre-exemple, que, dans 
linjection canonique j : Z —- Q, j(Z) = Z n'est pas un idéal de Q.. 


2° Anneaux-quotients. — Soient À un anneau et R une relation d’équi- 
valence sur 4, compatible avec les lois de structure. Compatible avec l’addition, 
R est de la forme x—y € I, où l'est un sous-groupe additif de 4. La compati- 
bilité avec la multiplication fait que J, qui est ia classe de 0, doit être un idéal 
bilatère de A. Réciproquement : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient À un anneau, / un idéal bilatère 
de À, 4/1 Pensemble-quotient de À par la relation d’équivalence x—y € J. 
Celle-ci est compatible avec les lois de structure, et, muni des lois-quotients, 
AIT est un anneau, qui est dit anneau-quotient de À par Z. La surjection cano- 
nique æ est un morphisme d’anneaux. Si, de plus, À est commutatif, 4/1 est 
commutatif, 


— La compatibilité de la relation d'équivalence avec l’addition étant 
acquise, reste à vérifier la compatibilité avec la multiplication. Or l’hypothèse 
x-—y € I entraîne, pour tout ze À, z(x—-y)el et (x-y}zel, c’est-à-dire 
zx-zy El et xz-yzel. 0 

— Nous connaissons déjà la structure de groupe additif de A/I et nous 
savons que @ est un morphisme de groupes. Par ailleurs (1.6.4, 1°), est un 
morphisme surjectif de l’anneau (4, +, -} sur le triplet (4/1, +, -), par lequel 
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les propriétés des lois de l’anneau sont transmises à celles du triplet (1.6.2, 2°). 
Il en résulte que 4/J est un anneau dont l’élément-unité est @(1,) ; @ est ainsi 
un morphisme d’anneaux. Notons que si ? = À, alors 4/1 est un anneau nul. [] 


EXERCICE. — Idéaux de 4jL 


La notation est celle du théorème précédent. En outre 3, désigne l’ensemble des idéaux 
bilatères de À qui contiennent 4, 3’ celui des idéaux bilatères de A/J ; u : J + @(J) est une 
application de 3, dans d’, du fait du caractère surjectif de @ (cf. 1°). Montrons que u est sur- 
jective ; soit J'e J', alors J = @7 (J') est un idéal de A contenant le noyau } de y, donc un élé- 
ment de J,; @ étant surjective, @(J7) = J'. 

Montrons que u est injective. Soient J et J, des éléments de 3, tels que œ(7) = œ(J). 
Pour tout xeJ, on a p(x)eæ(J;), ce qui permet d'écrire @(x) = @(xi), x, eJ, ; d’où 
x = x,+y, avec pel; en utilisant peJ,, on en déduit xeJ, ; ainsi J € J, et, de même 
J, © J; en d’autres termes J, = J. 


3° Décomposition canonique d’un morphisme d’anneaux, — I] suffit de 
reprendre la décomposition du morphisme de groupes sous-jacents et de 
remarquer que la relation d’équivalence utilisée « x—y e Ker f » est compa- 
tible également avec la multiplication (Ker f étant un idéal bilatère de l’anneau 
de départ), pour être en mesure d’énoncer : 


THÉORÈME. — Soient f : À —> 4' un morphisme d’anneaux, @ la sur- 
jection canonique de 4 sur A/Ker j, et j l'injection canonique de Im/ dans 4’. 
Alors il existe un, et un seul morphisme d’anneaux / de 4/Ker f dans Im/ tel 
que f = jof'o @, et c’est un isomorphisme. 


3.2.3. Compléments sur les idéaux d’un anneau commutatif 


Pour simplifier, nous ne parlerons dorénavant que d'idéaux d’un anneau 
commutatif, idéaux qui, rappelons-le, sont bilatères. 


1° Idéal engendré par une partie. — En raisonnant comme dans le cas 
des sous-groupes, on montre : 


THÉORÈME. — Soit À un anneau commutatif. L’intersection d’une famille 
d’idéaux de À est un idéal de À. Etant donnée une partie X de 4 il existe 
un plus petit idéal de À contenant X ; c’est l’intersection de la famille des 
idéaux de À qui contiennent X ; on l’appelle idéal engendré par X et on le note 
id (4). 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient un anneau commutatif À et un élé- 
ment a € À. Alors l’idéal engendré par {a} est 44 ; on dit qu’il s’agit de l’idéal 
principal engendré par a. 


Tout idéal de À contenant a doit contenir a4. D'autre part nous avons vu 
que aA est un idéal, bilatère puisque 4 est commutatif, 


Enfin, & = 1. a montre que a € 44, O 
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Notons que le théorème serait en défaut sur un pseudo-anneau, l'idéal engendré par a 
serait alors l’ensemble a 4 +aZ. 


EXEMPLES. — a) Dans Z, tout idéal est principal. 


b) Dans A, l'idéal des suites nulles à partir d’un certain rang n’est pas principal ; le 
lecteur est invité à le vérifier. 


2° Sommes d’idéaux. — THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soient (1,4: 
une famille d’idéaux d’un anneau commutatif À et J/ Fensemble des sommes 


Y x, où (x < x est une famille presque nulle d’éléments de À telle que x, € , 
es tout £e K. Alors J coïncide avec l’idéal engendré par (|) Z, que Fon 
appelle somme des idéaux /, et que l’on note Ÿ 1, At 

Les formules ue 


Eutin= À Cut): site an 
kKEk Kek kek 


KeK 
que le lecteur pourra établir (et qui sont d’ailleurs démontrées dans un contexte 
plus général au n° 4.1.2, 3°) montrent que J est un idéal de À. 
Soient / e Ket y e Z,. En posant x, = yet x; = 0 pour k # 1, on constate 
yes. D'où Une. 
kEK 


Enfin tout idéal de À contenant chaque J, contient toutes les sommes 
qui constituent J, et contient donc J. O 


Cas particulier où K = N,. -— L'idéal somme est alors l’ensemble des 


sommes Ÿ x,, avec x, € I. 
k=1i 
REMARQUE. — Nous retiendrons que, dans l’ensemble 4 des idéaux d’un 
anneau commutatif ordonné par l'inclusion, toute famille (4)4.k admet 


une borne inférieure, à savoir (\ 1, et une borne supérieure, à savoir } 1. 
keK kek 


Le résultat est vrai même si K=@:ona (1, = Aet vi I = {0} 
keg 
d’après 1.2.4, 1° et 2.1.7, 3°. 
3° En remarquant qu’un idéal de À contient l'élément a, e À si et seule- 


ment s’il contient l’idéal Z, = a, À engendré par a,, on déduit du théorème 
précédent : 


COROLLAIRE. — Soit (&), .k une famille d'éléments d’un anneau com- 
mutatif À. L'idéal engendré par Ia famille, c’est-à-dire par la partie VU {a}, 
est l’ensemble des sommes x ayuy, Où he < €st une famille preqme nulle 


d'éléments de À ; cet idéal L note Y a4. 
kek 


94 ANNEAUX ET CORPS 3.2.4 


Ce qui vient d’être dit pour une famille s’applique à une partie X, celle-ci 
pouvant être considérée comme l’image de la famille (a,), .x, où 4, = x. 
L'idéal engendré par X est l’ensemble des éléments de À de la forme 
ail +….+au, où les a; sont des éléments quelconques de X et les u, des 
éléments quelconques de 4. 


4° Produit de deux idéaux. — DÉFINITION. — On appelle produit de 
deux idéaux Z et J d’un anneau commutatif À l’idéal engendré par la partie de À 
constituée par les produits xy, avec x e J et ye J; on le note I. 


Il s’agit de l’ensemble des sommes x,71+...+x,y,, avec x, € l'et y, € J, 
ainsi qu’on le vérifie par des raisonnements analogues à ceux qui précèdent. 


Ona:NcIAcl et HeAJcJ, don He(lnJ). 
Le lecteur vérifiera que si(7+J7) = 4, alors 1J = (I n J)(utiliser 1 e7+J). 
Il vérifiera en outre que, dans l’ensemble J des idéaux de l'anneau commu- 


tatif 4, la multiplication est associative et distributive par rapport à l’addition 
(sans en conclure que J est un anneau !). 


3.2.4. Applications de la notion d’idéal 


1° Idéaux de l'anneau commutatif Z. — Au titre de sous-groupe 
additif, tout idéal de Z est nécessairement de la forme #2, n > 0. Inversement, 
pour tout n > 0, nZ est un idéal de Z ; il s’agit de l'idéal principal engendré 
par n. 

Les anneaux-quotients de Z sont donc les Z/nZ, n > 0. D’après l'étude des 
sous-groupes additifs de Z (2.3.3, 1°), Z/{0} est isomorphe à Z, et, pour 
n>1,2/nZ = {0, I, …, n—1}, où x désigne (x). L'élément-unité est T, 
qui est distinct de l'élément nul, sauf si # = 1, auquel cas Z/nZ est un 
anneau nul. 


THÉORÈME. — Les éléments inversibles de Z/nZ (n > 1), sont les X tels 
que O0 < x < n—1 et que x soit premier avec n. 


— Si x est premier avec n, il existe deux entiers p et g tels que px+qn = 1, 
ce qui entraîne, compte tenu de # = 0, que fx = l; * admet P pour 
inverse. 

— Si # admet un inverse 5, on a Bx = Ï, ce qui s'écrit px—1 enZ ou 
px—1 = qn;xet n sont donc premiers entre eux. 0 


CoROLLAIRE. — L’anneau commutatif Z/nZ (n > 1), est intègre, si et seu- 
lement si » est un nombre premier. 


— Si n est premier, tout # Æ Ü est inversible. Il est alors régulier donc 
non diviseur de zéro (3.1.3, 1°). 
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— Inversement si n n’est pas premier, on peut écrire n = pq avec 
1<p<n-letl <gqg<n-1. Donc ÿ # Det g # D, avec pq = 0. O 


2° Caractéristique d’un anneau À non nul. — L'application n + nl, 
est un morphisme, et d’ailleurs le seul morphisme de l’anneau Z dans l’anneau 
À (vérification aisée). Le noyau, qui est un idéal de Z, est de la forme pZ, 
p EN. On pose : 


DÉFINITION. — On appelle caractéristique de l’anneau non nul À l’entier 
naturel p tel que pZ soit le noyau du morphisme # +-——> n1,. 


La caractéristique est O si et seulement si Le noyau est {0}, ce qui caractérise 
un morphisme injectif ; alors l’ensemble {nl,; in eZ}, que nous noterons 
Æ1,, est un sous-anneau de 4 isomorphe à Z, ce qui implique que 4 est un 
ensemble infini. 


Si la caractéristique vérifie p > 0, alors on a nl, = 0 si et seulement si 
n est un multiple de p, et p est le plus petit entier positif # tel que #1, = 0 ; 
Æ1, est isomorphe à Z/pZ. Notons qu’alors, pour tout a e À, on a pa = 0, 
ce qui résulte de pa = (pl,)'a. 


PROPOSITION. —— Un anneau À non nul, sans diviseur de zéro (en particulier 
un anneau intègre) a pour caractéristique © ou un nombre premier. 


Supposons que 4 a pour caractéristique p > 0. Comme 4, le sous-anneau 
Z1, n'a pas de diviseur de zéro, et il en est de même pour Z/pZ qui lui est 
isomorphe ; Z/pZ est ainsi intègre et p est premier (cf. 1°). O 


EXEMPLES, — a) Z/nZ a pour caractéristique n. 
b) Un anneau et l’un quelconque de ses sous-anneaux ont la même caractéristique. 


c) Si l'anneau À est de caractéristique p, pour tout ensemble non vide X, l'anneau 
produit AÂ est de caractéristique p. 


EXERCICE. — Soit À un anneau commutatif dont la caractéristique p est un nombre 
premier. Alors : 


N@MDEAT (x+p} = x +77. 


Compte tenu de la formule du binôme qui s’écrit : 
PT 1 
GHP —xP— y = L Cpx pr À 
k=1 
la proposition résulte de ce que, pour 1 < k < p—1, l’entier Cr est divisible par p, ce qui 
entraine Chl, = 0,. En effet écrivons : 
RICE = p(p—1).….(p—Ek+1). 


Les entiers 1, 2, …, &, strictement inférieurs au nombre premier p, sont premiers avec p ; leur 
produit & ! est premier avec p ; étant premier avec & ! et divisant le produit kICÉ, p divise Ci: 
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3.3. DIVISIBILITÉ DANS LES ANNEAUX INTÈGRES 


Rappelons que, pour nous, tout anneau a un élément 
unité et tout anneau intègre est commutatif. Dans tout 
ce paragraphe À désigne un anneau intègre ; le groupe 
des éléments inversibles de À sera noté U(A) ; l'idéal 
principal engendré par a € À sera noté (a), plutôt que 
aA ; l’ensemble des idéaux de A et l’ensemble des 
idéaux principaux de À sont respectivement notés 3 
et 5. 


3.3.1. Généralités 


Soit À un anneau intègre. 


1° DÉFINITION. — Soit (a, b) € 4°. On dit que a est un diviseur de b, 
ou que b est multiple de a si et seulement s’il existe g € À tel que b = ag ; on 
écrit alors a|b ; on dit aussi que à divise b, 

Si a n’est pas nul, g est uniquement déterminé (ag = ag' entraîne g = gq'). 
On l’appelle le quotient exact de b par a. 


Remarquons que 0jb si et seulement si b = 0. Dans ce cas, pour tout 
ge À, 0—=0:4. 


EXEMPLES : a) VueU(A) YbeA ulb; eneflet b=4u"!b) 
b) VaeA al0; en effet 0 = a. 


2° PROPOSITION. — Pour tout (a, b)e 4?, a divise b si et seulement si 
(b) « (a). De plus (a) = (b) si et seulement s’il existe un élément inversible w 
tel que b — au ; on dit alors que a et b sont associés. 

— Si alb, on peut écrire b = ag, et, pour tout x e À, bx = a(gx), ce qui 
montre (b) © (a). 

— Si (b) © (a), de b e (b) on déduit b € (a) ; d’où alb. 

— Si alb et bla on peut écrire b = au et a = bu; d'où b = bu. 
Si b=0, a=b=—0 et b= la. Si b40, comme À est intègre wv = 1. 

— Inversement, pour tout a e À et tout we U(A): ua|aetalua [ 


PROPOSITION. — La relation « a et b sont associés » est une relation 
d’équivalence sur 4. 

Considérons l’application de À dans l’ensemble Ÿ des idéaux principaux 
de À qui à a associe (a) ; la relation « a et b sont associés » est la relation 
d'équivalence associée à cette application. 


L’ensemble-quotient est en bijection avec T. Cette bijection permet de 
mettre sur l’ensemble-quotient une relation d’ordre, qui sera en fait induite 
par la relation a|b. 
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ÊXEMPLE. — Sur Z la relation « a et b sont associés » équivaut à |a] = |b|. L'ensemble- 
quotient est alors isomorphe à IN et la relation a|b est une relation d’ordre sur N. 


* Nous utiliserons encore cette théorie pour l’anneau des polynômes à une indéterminée sur 
un corps commutatif K. La relation de divisibilité sera une relation d’ordre sur les classes de 
polynômes «définis à une constante multiplicative près» ou plus simplement sur l’ensemble des 
polynômes unitaires. , 


3° Eléments irréductibles. — DÉFINITION. — On appelle élément irré- 
ductible de l’anneau À tout élément non inversible 4 de À dont les seuls diviseurs 
sont les éléments inversibles d’une part, les éléments associés à a d’autre part. 

En remarquant que b|a et be U( A) équivalent respectivement à (b) = (a) 
et (b) = À, on en déduit que : ae A est irréductible si et seulement si (a) est 
minimal dans l’ensemble (S\A, =) où S désigne l’ensemble des idéaux princi- 
paux de À, et où = désigne la relation d'ordre opposée à l'inclusion. 


EXEMPLE. — Dans Z les éléments irréductibles sont les entiers naturels premiers (définis au 
1. 4.2,6°) et leurs opposés. 


4 PGCD et PPCM. — DÉFINITION. — Soit (a;), ., une famille d’élé- 
ments de l’anneau intègre À. 

a) On suppose que dans l’ensemble ordonné (f, =) la famille d’idéaux 
principaux (4,4); . ; admet une borne inférieure D. Tout générateur à de D est 
dit plus grand commun diviseur de la famille (4;);., dans l’anneau 4 ; on note : 

ê= A a = PGCD (he). @) 
iel 

b) On suppose que dans l’ensemble ordonné (9, =) la famille d’idéaux 
principaux (4,4); . ; admet une borne supérieure A. Tout générateur y de M 
est dit plus petit commun multiple de la famille (a,);,., dans l’anneau 4; on 


note : 
ME PPCM ((ahier). @ 

REMARQUES. — a) En fait les écritures (1) et (2) sont abusives car, lorsqu'ils 
existent, à et u sont définis par leurs idéaux principaux, c’est-à-dire à un 
facteur multiplicatif inversible près. 

b) On constate aisément que Ô e À est un PGCD de la famille (a;);.7 
si et seulement si l’ensemble des diviseurs de ô coïncide avec l’ensemble des 
diviseurs communs aux a. De même y e 4 est un PPCM de la famille (a), . ; 
si et seulement si l’ensemble des multiples de y coïncide avec l’ensemble des 
multiples communs aux 4;. 

€) Si 1= 9, ona:ô=0et ul. 


5° Éléments premiers entre eux. — DÉFINITION. — Soit (a;);,., une 
famille d’éléments de 4. On dit que les a; sont premiers entre eux dans leur 
ensemble, si et seulement si 1 est un PGCD de la famille, c’est-à-dire si leurs 
seuls diviseurs communs sont les éléments inversibles de À, 


On prendra garde de ne pas confondre avec : les a; sont premiers entre 
eux deux à deux (contre-exemple : 4, = 2, a, = 3, a; = 6 dans Z). 
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PROPOSITION. — Soient p un élément irréductible et a un élément quelconque 
de À. Alors a et p sont premiers entre eux si, et seulement si p ne divise pas a. 


Conséquence immédiate des définitions du 3° et du 5°. 


3.3.2. Divisibilité dans les anneaux principaux 


1° DÉFINITION. — On appelle anneau principal tout anneau intègre dans 
lequel tout idéal est principal. 

Dans un tel anneau l’ensemble des idéaux principaux coïncide avec l’en- 
semble 3 de tous les idéaux. 


EXEMPLE. — D’après 3.2.4,1°, Z est un anneau principal. 


2° THÉORÈME. — Dans un anneau principal, toute famille (a;), . ; d’élé- 
ments admet un PGCD et un PPCM. 


En effet la famille des idéaux ((a;)}. admet dans (3, =) une borne inférieure 
Ÿ (ai) et une borne supérieure {\ (a;). 
iel iel 

Rappelons que le PGCD (resp. PPCM) n’est unique qu'à la multiplication près par un élément 
inversible de 4; si A = Z, il y a donc un unique PGCD (resp. PPCM) dans N. 

REMARQUES. — a) 0 est un PGCD de la famille si, et seulement si tous 
les a; sont nuls. 

b) Si Z est fini, 0 est un PPCM si, et seulement si l’un des 4, est nul (le 
produit des a, appartient à {7 (a,)). 

je 


3° Propriétés du PGCD et du PPCM. — Soit (a); . , une famille d’élé- 
ments d’un anneau principal À. 


a) Commutativité. — Pour toute permutation © de Z: 


À Got = À 4; et V Go = V ai. 
ier iel ler Lei 


b) Associativité. — Si (1;);., est une partition de Z, alors : 


A (A aj= A 4 et V(Vaj= Va. 
jeJ iel, ier ieJ iel; ier 
Résultats immédiats, en revenant aux sommes et intersections d’idéaux. 
Pour calculer le PGCD et le PPCM d’une famille finie, on pourra se ramener 
de proche en proche à une famille de deux éléments. 


EXEMPLE. — Dans le cas de Z, et, plus généralement, d'un anneau euclidien (cf. exercice 3.09), 
on utilise alors l'algorithme d’Euclide, qui sera exposé au 6.2.3,3°. 


c) Proposition. — Si ô est un PGCD de la famille (a;); . ;, alors, pour 
tout x € 4, xô est un PGCD de la famille (x a); ç je 


Les idéaux principaux M = Ÿ (a;) et M' = Ÿ (xa;) sont respective- 

iel isi 

ment engendrés par les sommes Ÿ ua; et Ÿ uxa; = x y 4,4, lorsque 
ie fel ier 
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(ui); « r décrit l’ensemble des familles presque nulles d’éléments de À indexées 
par Z. On en déduit M' = xM. Comme à engendre M, il en résulte que xô 
engendre M. | 


Application. — Soit d un diviseur commun aux a; supposés non tous 
nuls, ce qui implique d # 0. Définissons 4; par a, = da, (ie I). Alors d est 
un PGCD des a, si et seulement si les a; sont premiers entre eux dans leur en- 
semble. 


En effet soit ô un PGCD des 4';, ce qui implique que dô est un PGCD 
des a;. Il en résulte que d est un PGCD des 4; si et seulement si ô est un 
élément inversible de 4, c’est-à-dire si et seulement si les a’, sont premiers 
entre eux dans leur ensemble. =] 


d) THÉORÈME DE BEZOUT. — Les éléments de Ia famille (a), .,; sont 
premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement s’il existe une famille 
presque nulle (#;); - ; d'éléments de À telle que Ÿ ua, = 1. 

fer 

— Si les a; sont premiers entre eux dans leur ensemble, 1 est un PGCD 
de la famille, donc un élément de la somme d’idéaux Ÿ (a), et, à ce titre, 
il peut s’écrire Yu. 1e7 

iel 

— Inversement, une égalité de la forme 1 = Ÿ ua, permet d'écrire : 

ier 


1e Ÿ (a), donc Y(a)=A et 1= À a (n) 
iet iel ier 
CoROLLAIRE. — Si a est premier séparément avec D; et b,, alors a est 
premier avec le produit b:b;. 


L'hypothèse se traduit, d’après Bezout, par l'existence de #,, 4, 1, 02 
tels que uia+u,b, = 1 et u,a+v,b, = 1. 

D'où, par multiplication membre à membre : 

ua+vbb, = 1, avec u=uua+tuivb;+tuivib, et vo = viv,, 
ce qui, d’après Bezout, montre que # et b,b, sont premiers entre eux. D 

GÉNÉRALISATION. — On montre par récurrence que si a est premier 
séparément avec b,,…, b,, alors a est premier avec le produit b; … b,. 


On en déduit que deux produits tels que chaque facteur du premier soit 
premier avec chaque facteur du second sont premiers entre eux. En particulier 
si a et b sont premiers entre eux, alors @ et b sont premiers entre eux, quels 
que soient les entiers positifs p et g. 


e) THÉORÈME DE GAUSS. — Si a est premier avec b et divise le produit 
bc, alors a divise c. 


D'après c), l'hypothèse a À b = 1 entraîne gc À be = c. Puisque a divise 
à la fois ac (trivial) et be (hypothèse), il divise c. 0 
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COROLLAIRE. — Si a est divisible séparément par b:,.….,b,, premiers 
entre eux deux à deux, alors à est divisible par le produit b; … b,. 

— Dans le cas de n = 2, on écrit a = bic; ; b,, divisant b,c, et étant 
premier avec b,, divise c, soit 1 = b,c, et a = b,b,c. 

— On étend le résultat par récurrence en utilisant le fait que si b;, …, b, 
sont premiers entre eux deux à deux, alors (cf. d) b,….Bb,_, et b, sont 
premiers entre eux. a] 


f) THÉORÈME. — Soient a et b deux éléments non nuls de 4, Ô un 
PGCD, u un PPCM de a et b. Alors ôy est égal à ab, à une multiplication près 
par un élément inversible, 

Définissons a’ et b', premiers entre eux par a = Ôa' et b = Ôôb'. Le produit 
a'b'ô peut s’écrire ab', et aussi 4'b ; on a donc a'b'ô e(y). 

Inversement, en écrivant y = xa et y = yb on a une égalité de la forme 
xa = yb ou à x a! = à y b' ; à étant un élément non nul d’un anneau intègre, 
on en déduit xa’ = yb' ; comme 4’ A b' = 1, on peut écrire, d’après le 
théorème de Gauss y = ka’ ; d'où y = k a b où y = k a b'ô ; on a donc 
u e(ab'ô). Finalement (y) = (a'b'ô). D'où (ôu) = (ab). 0 

Ce théorème ne s’étend pas à plus de deux facteurs. Il permet cependant 
de calculer le PPCM d’une famille finie (a;)1 < ; < ,, en se ramenant au calcul 
du PGCD de deux éléments de A. 


3.3.3. Anneaux factoriels 


1° Notation. — Soit À un anneau intègre. Nous désignons par $ un 
ensemble d'éléments irréductibles de À possédant la propriété suivante : tout 
élément irréductible de 4 est associé (au sens du 3.3.7, 2°) à un et un seul 
élément de F. 


Cela revient à choisir, dans chaque classe d’équivalence pour la relation 
(a) = (b) qui est formée d’éléments irréductibles, un représentant et un seul. 

Dans le cas général, l’existence de $ dépend donc de l’axiome du choix. 

Dans les cas particuliers qui nous intéressent, nous disposons d’un 
ensemble $ simple : dans Z, l’ensemble des entiers naturels premiers,* dans 
KTX1] l'ensemble des polynômes irréductibles et unitaires. , 


Dans ce qui suit, Ÿ est supposé choisi une fois pour toutes. 

DÉFINITION. — On appelle anneau factoriel tout anneau intègre possédant 
la propriété suivante : 

À tout élément 4, non nul, de 4, on peut associer un, et un seul couple 
constitué d’un élément inversible # de À et d’une application presque nulle v : 


T — IN, tels que : 
a=ull[r® © 
pe 
On dit que (1) est la décomposition de a en facteurs irréductibles. 
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Par application v presque nulle nous entendons que Ÿ, = {p ef | v(p} # 0} 


est fini, et nous convenons que [] désigne [] où’ est n'importe quelle partie 
: . : peT per 
finie de Ÿ qui contient T.. 


2° Nous allons établir un lemme qui nous permettra de démontrer que 
tout anneau principal est factoriel (ce résultat pourra être admis en première 
lecture; nous montrerons d’ailleurs directement au 6.2.7,2° que les anneaux 
principaux Z et K[X] sont factoriels). 


LEMME. — Dans un anneau principal il n’existe pas de suite d'idéaux strictement erois- 
sante (au sens de l’inclusion). 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu’il existe une suite (J,), « N strictement crois- 
sante d'idéaux de l'anneau principal 4. 

— Montrons d'abord que J = {] J, est un idésl de 4. Considérons (x, y} € J? ; il 


ne N 
existe m et n tels que xeJ,, et y € J, : supposons par exemple »1 & n, alors J,, = J,etxeJ, ; 


d'où x-yeJ,etx-peJ. 
Considérons maintenant (x, a)e Jx À ; il existe n eIN tel que xeJ, ; d'où axe J, et 
dxeJ. 
— J, qui est un idéal principal, admet des générateurs ; soit a l'un d'eux. D'après 


ae U J,, il existe p EN tel que a € J,, ce qui entraine (a) € J,, c'est-à-dire J € J, ; d'autre 
neN 
part on a J, € J, et donc J, = J. Ainsi, pour tout n > p, J, = J,. Contradiction, 


THÉORÈME. — Tout anneau principal 4 est factoriel. 


Tout élément associé à un élément de 4 qui admet une décomposition en facteurs irré- 
ductibles admet lui-même une telle décomposition. Cela nous conduit à démontrer d’abord 
que l’ensemble & des idéaux non nuls de 4 dont les générateurs n'admettent pas de décompo- 
sition est vide. 


Raisonnons par l'absurde et supposons & # @. Construisons par récurrence une suite 
strictement croissante d'éléments de 6 (à partir d'un premier élément J, arbitrairement choisi) ; 
cette suite est finie, d'après le lemme ; elle s'écrit donc (J,);, < 4 < Soit a un générateur de 
J, ; d'après J,e &, on peut affirmer que a n’admet pas de décomposition en facteurs irréduc- 
tibles ; en particulier a n’est pas irréductible ; d'où a = be avec b & U(A) et c € U(A) ; on 
en déduit que (b) et (c} contiennent strictement (a): b et c admettent donc chacun une 
décomposition ; d'où l'existence d'une décomposition de a. Contradiction. 


— À ce stade de l'étude, nous savons que tout élément non nul de 4 admet une décom- 
position. Reste à prouver l’unicité, Remarquons que si (?, 4) e #2? ct p # q, alors p et g, qui ne 
sont pas associés, sont premiers entre eux ; il en est de même de p" et g”, quels que soient 
les entiers naturels n et m. Supposons alors : 


u [peu I] po. 
per pet 
Considérons p, € ; po” divise le premier membre, donc aussi le second, qui s'écrit : 


pi oo) [CH H p'tP}) 


pe\pal 


pif) est premier avec chaque p**® pour p Æ po, et aussi avec u’. D'après le théorème de Gauss, 
il divise p5 %?. On a donc v(po) & v'(p0). En utilisant la symétrie on obtient »(po) = v{po). 


Finalement v = v', ce qui entraîne u = uw”. 


3° Propriétés des anneaux factoriels, — Certaines propriétés des anneaux 
principaux s'étendent aux anneaux factoriels. 
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a) Soit a=u [] p"® et b = 0 [[ p“?). Alors : 


peg peT 
alb < VpeS v(p) < up). 
Démonstration analogue à celle qui précède, 


b) On en déduit l’existence du PGCD et du PPCM d’une famille (@;); 7 
d’éléments d’un anneau factoriel À. 

On part de : Viel a = u; [] p"®. 

pes 
On pose v(p) = inf v{p}, (v est une application presque nulle); on vérifie aisément que 
iel 
p*"® est un PGCD de la famille. 

per 

Pour fe PPCM c'est un peu plus délicat. S’il existe p tel que l'ensemble {v;(p)| ie} ne 


sont pas borné, Ô est un PPCM. Sinon on constate qu'en posant p(p) = sup v(p), on dispose 
d'un PPCM égal à [] p°). 


pes 
c) Un calcul simple permet alors d'étendre la formule À xa; = x( À ai), 
ie] iel 
grâce à laquelle le théorème de Gauss subsiste, sans changement dans la 
démonstration, ainsi que son corollaire selon lequel si a est divisible séparément 
par b;, …, b,, premiers entre eux deux à deux, alors a est divisible par b; …b,. 


d) Le théorème de Bezout n'est plus valable. Cependant subsiste le 
résultat suivant : 

Si à est premier séparément avec b,,.…., b,, alors a est premier avec le 
produit b; … b 


— Remarquons que a = u [[ p"® et b=v [] p“®? sont premiers 
: : pet pet 
entre eux si et seulement si : 


VpeT vp)u(p}=0, ou encore vu = 0. 


Si nous posons b;= 0, [] pl et b= 6, ….b,, ce qui entraîne 4 = ai+.….+y. 
pe 


l'hypothèse s'écrit vu, = … = vy, = 0 ; on en déduit vu = 0. 


3.4. CORPS 


3.4.1. Définition ; premières propriétés 


1° DÉFINITION. — On appelle corps tout anneau non nul dont tout 
élément non nul est inversible, 


On qualifie de commutatif tout corps dont la multiplication est 
commutative. 


On démontre que tout corps fini est commutatif. 
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2° Premières propriétés. — Soit K un corps. 


— K\{0} est un groupe multiplicatif, en l'occurrence le groupe des éléments 
inversibles de l'anneau K. 


— K n’admet pas de diviseur de 0. 


— La caractéristique de K est O ou un nombre premier (au titre d’anneau 
non nul, sans diviseur de zéro). 


— Si a # 0, l’équation ax = b (resp. xa = b) admet la solution unique 
a” *b (resp. ba” *), d'ailleurs nulle si b = 0 d’après une propriété des anneaux. 


Même démonstration que dans le cas d’un groupe. 


1 


Notation. — Dans un corps commutatif K, a” !b, qui est aussi ba”! se 


b 
note - , ou encore b/a. 
a 


EXERCICE. — Tout anneau intègre fini À est un corps. 

On sait que À # {0}. 

Soit ae A\{0} ; associons-lui l'endomorphisme x + ax du groupe (4, +} qui est 
une injection, puisque, a étant régulier, ax = Q équivaut à x = 0 ; À étant fini, il s’agit même 
d'une bijection. Il existe donc un, et un seul a’ € À tel que aa’ — 1 ; par coimmutativité a'a = 1 ; 
a est donc inversible. 


On aurait d’ailleurs pu se passer de l'hypothèse de commutativité de A. 


Application. — Compte tenu du Corollaire du 3.2.4, 1°, on constate que l’anneau Z/pZ 
est un corps, que l'on note alors F,, si et seulement si l'entier p est premier. 


3° DÉFINITION. — On appelle morphisme de corps tout morphisme des 
anneaux sous-jacents. 


4° Sous-corps. — DÉFINITION. — On appelle sous-corps d’un corps K 
tout sous-anneau Z de X qui est un corps ; on dit alors que X'est un sur-corps de L. 


Il en résulte que L = K'est un sous-corps du corps K' si et seulement si 


{ L31l; Vymekx? x-yek et xyeK (sous-anneau) 
VxeL\{0} x-'eL (x° ! inverse de x dans K). 


On montre, comme pour les sous-groupes, que toute intersection d’une 
famille de Sous-corps d’un corps K est un sous-corps de K et que, pour toute 
partie X Av: il existe un plus petit sous-corps de K contenant X, on dit qu’il 
s’agit du sous-corps engendré par X. 


ExEMPLE. — Soit Lun sous-corps de K et « e K. On note L(a} le sous-corps de K engendré 
par L LU {a}. On l'appelle extension simple de L. Siaæe L, L(a) = L;siaæéL, L(a) # L. Cette 
question sera reprise au 6.6.1. 

À titre d'exercice, le lecteur pourra montrer que * pour R < €, on a R{i) = €, et que, 
pour Q © R, le corps Q(/2) est l'ensemble des a+b4i, avec(a beQ°., 
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3.4.2. Corps des fractions d’un anneau intègre 


1° Position du problème. — Etant donné un anneau intègre 4, nous nous 
proposons de montrer qu’il existe un corps commutatif K vérifiant les deux 
conditions : 


i) K admet un sous-anneau isomorphe à À. 


ä) K est minimal pour la condition ÿ}, ce qui signifie que tout corps dont 
un sous-anneau est isomorphe à À admet un sous-corps isomorphe à K. 


Il en résultera qu’un corps K répondant à la question est unique à un 
isomorphisme près, ce qui nous permettra d'attribuer à ce corps le vocable 
de corps des fractions de À. 

Notons que l’hypothèse de l'intégrité de À est nécessitée par le fait que tout 
sous-anneau non nul d’un corps commutatif est intègre. 


2° Existence d’une solution. a} Posons E = AX(A\{0}). Sur E la 
relation R définie par (a, p) R (a’, p') <= ap'—a'p = 0 est une relation 
d'équivalence (le caractère intègre de 4 assurant la transitivité) ; la surjection 
canonique E —+ E/R est notée @. 


Les lois suivantes : 

addition : (a, p)+(b, q) = (ag+bp, pq) 

multiplication : (a, p) * (b, g) = (ab, pq) 
sont internes sur E, à cause de l’intégrité de À. On vérifie qu’elles sont commu- 
tatives, associatives, et que la multiplication est distributive par rapport à 
l’addition ; par exemple, l’associativité de l'addition se prouve en constatant 
que 

[@, p}+(, 4)]+(e, r) = (agr+brp+cpq, par) 

et en utilisant l'invariance de la dernière expression par permutation circulaire. 


On vérifie ensuite qu'elles sont compatibles avec la relation d’équivalence ; 
par exemple, pour l’addition on montre que 


(a, p}+@, 4) R (a', p)+(, q), 
qui s’écrit (ag+bp}p'q — (a'g+bp'}pq = 0 
ou (ap'—a'p)g® = 0, 
est une conséquence de (a, p} R (a', p'). 


Nous disposons donc sur l’ensemble-quotient E/R, que nous notons K, 
de lois-quotients, que nous notons encore + et : ; ces lois sont commutatives 
et associatives ; la multiplication est distributive par rapport à l’addition. 


Dans l'addition, @(0, 1) est élément neutre, et @(—a, p} est opposé de 
œ(a, p} ; (K, +) est donc un groupe abélien. 
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Dans la multiplication, (1, 1) est élément neutre, et, pour tout (a, p) 
différent de w(0, 1}, ce qui signifie «a £ 0, (a, p) admet o(p, a) pour inverse. 
En conclusion (K, +, -} est un corps commutatif. 
b) Considérons l'application e : À —> K, définie par e(x) = (x, 1). 
Ona:  e(x+y) = p(x+p, 1) = p(x D+p0, 1) = s(0)+e0) 
EG) = pGy, D = 66,1: 60, D = 20): e0) 
(D = D=Ilk 
e est donc un morphisme d’anneaux. Il est injectif car #(x), qui est @(x, 1), 


n’est nul que si x = 0. On peut considérer x + e(x) comme un isomor- 
phisme de l'anneau 4 sur le sous-anneau #(4) de K. [ 


Notons que (a, p) peut s’écrire e(a):(£(p)) !, produit dans K. 


c) Vérification du caractère minimal. — Soit L un corps tel qu’il existe 
un morphisme injectif d’anneau «w : À — L. 

Remarquons que (ap) R(a',p'), qui s'écrit ap' = a'p, entraîne 
(a): o(p'} = œ(a') œ(p) ; comme p # 0, p' Æ 0 et comme « est injectif 
on a w(p) À 0 et w(p'} £ 0 ; ainsi w(a)-(w(p)} ! ne change pas quand on 
remplace (a, p) par un autre représentant de (a, p). On dispose donc de 
l'application o(a, p}-—— w(a):‘(w(p)) ! de K dans L. On vérifie aisément 
qu'il s’agit d’un morphisme injectif de corps. [ 


d) Conclusion. — Le corps K défini au 2° répond à la question et, à un 
isomorphisme près, il est le seul corps à répondre à la question. Cela justifie 
le fait que l’on attribue à K le vocable de corps des fractions de l'anneau intègre 
À ; l'injection & : À — K est dite injection canonique. 


Si l’on utilise e pour « identifier » 4 au sous-anneau e(4) de K, ce qui 
revient à écrire x pour désigner l'élément e(x) de e(4), l'élément générique 
o(a, p) de K prend la forme ap” !, que nous avons convenu d'écrire Tou ap, 
(avec naturellement p # 0). P 


3° Le corps des rationnels. — Le corps Q des rationnels est défini comme 
. 7 V8 a 
corps des fractions de l’anneau Z. Tout rationnel s’écrit donc > avec aeZet 


p € Z\{0}. Si l’on décide dans le cas d’un rationnel non nul de choisir p stric- 
tement positif et a et p premiers entre eux on obtient un représentant irré- 
ductible unique qui est dit le représentant irréductible. 


3.4.3. Corps premiers 


1° DÉFINITION. — On appelle corps premier tout corps n’admettant pas d’autre sous-corps 
que lui-même. 


EXEMPLES. — Q est un corps premier. En effet le sous-groupe de (Q, +} engendré par 1 
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estZ ; tout sous-corps £ de Q contient donc Z ; par suite, L contient le corps des fractions de Z, 
à savoir Q ; donc L = Q. 

— Pour p premier, F, = ZjpZ est un corps premier ; en effet le sous-groupe additif engendré 
par l’élément-unité est F, lui-même. 

2° DÉFINITION. — Soit K un corps. On appelle sous-corps premier de X l’intersection IT 
de tous les sous-corps de K. 

IT est le sous-corps de K engendré par 1. C’est, bien sûr, un corps premier. 


PROPOSITION. — Soient X un corps, II son sous-corps premier, » sa caractéristique. Si 
p = 0, I est isomorphe à Q ; si p À 0, I est isomorphe à F, = Z/pZ. 


Si p = 0, le sous-groupe Z ! de (K, +) engendré par 1 est isomorphe à Z, et le sous-corps 
de K engendré par 1 est isomorphe au corps des fractiohs de Z, à savoir Q. 


Sinon p est un nombre premier, Æ ! est isomorphe au corps F, ; ici I =Z 1. ml 


Conséquence. — Dans tous les cas IT est commutatif, 


3.4.4. Idéaux d’un corps 


1° THÉORÈME. — Soit K un anneau. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

() K est un corps ; 

(à) K est non nul et ses seuls idéaux à gauche sont {0} et K. 


G@) = (ii). Par hypothèse K est un corps, donc un anneau non nul. Soit 
I un idéal à gauche de K, distinct de {0}. Il existe donc x e X, x Æ 0 ,;ona 
x-lxel,soitlel;d’où1=K. mi 


(@) => (D). L'hypothèse étant (#), considérons a e K\{0}. On sait que 

Ka est un idéal à gauche contenant a, donc distinct de {0} ; d’où Ka = K; 
ainsi 1 e Ka, soit | = a'a ; on a a’ Z# 0, à cause de 1 Æ 0 ; en reprenant le 
raisonnement pour a’, on met en évidence a” tel que 1 = a”a' ; on a donc 
= a"-1 = a'a'a = j'a = a ; ainsi a'a = aa' = 1, et a est inversible. 


REMARQUE. — On peut remplacer idéaux à gauche par idéaux à droîte, mais pas par idéaux 
bilatères, c’est ainsi que * l’anneau des endomorphismes d’un Q-espace vectoriel de dimension 2 
n’a pas d’autre idéal bilatère que lui-même et {0} et qu'il n’est pas un corps. , 


2° Idéal maximal. — DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et 3 l’ensemble de 
ses idéaux. On appelle idéal maximal de À tout élément maximal de l’ensemble ordonné (J\4, <). 


M # À est donc maximal si et seulement si les seuls idéaux contenant M sont M et 4. 


THÉORÈME. — Soit M un idéal d’un anneau commutatif À. Alors M est maximal si 
et seulement si 4/M est un corps. 


Les idéaux de A/M sont (3.2.2, 2°) les images bijectives par la surjection canonique @ des 
idéaux de 4 contenant M. Si on remarque que, pour 7 = M, 


pO=I0 <> 1=M;  p()= AIM <> = A4, 
la proposition résulte du théorème du 1°. 
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3° THÉORÈME. — Soient X un corps, À un anneau non nul, / un morphisme d’anneaux 
K — A. Alors le sous-anneau /(K) de À est un corps isomorphe à K. 


Ker f'est un idéal de X. D'après /{14) = 1, et 14 %# 0,4, on a 14 € Ker j'; d'où Ker f # K 
et, d’après le !°, Ker f = {0}. Par suite f est une injection, et induit donc un isomorphisme de K 
sur le sous-anneau /{K) de À, qui est ainsi un corps. 


REMARQUE. — Le lecteur est invité à vérifier que tout endomorphisme d'un corps premier 
est l'identité. 


4° Idéaux premiers. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et 
P un idéal de 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
i) L’anneau A/P est intègre ; 
äi) À # P et A\P est une partie de À stable pour la multiplication 
it) P est le noyau d’un morphisme de À dans un corps. 
Lorsque l'idéal P possède ces propriétés, on dit qu’il est premier. 
i) — if) Par hypothèse 4/P est intègre. Soient @ : À —+ A/P le morphisme canonique et 
€ l'injection canonique de 4/P dans son corps de fractions ;  & @ admet P pour noyau. 
Les implications ft) —> à) et #) —+ i) sont triviales. 
EXEMPLES. — a) Si À est un anneau intègre, l’idéal {0} est premier, mais, en général, non 
maximal. 


b) Dans un anneau commutatif, tout idéal maximal est premier (théorème du 2°). 


3.5. STRUCTURES ORDONNÉES 


3.5.1. Groupes ordonnés 


1° DÉFINITION. — On appelle groupe ordonné tout triplet (G, :, <), où 
(G, «) est un groupe et < une relation d’ordre sur G compatible avec la loi :, 
ce qui signifie : 


VG,2eG (x<y) — ((xz< y2) À (zx < zy). 


Si, en outre, l’ordre est total, on parle de groupe totalement ordonné. 


MORPHISMES. — On appelle morphisme de groupes ordonnés tout mor- 
phisme de groupes qui est aussi un morphisme des ensembles ordonnés sous- 
jacents (ou application croissante} (1.3.4.3°). 


2° Notation. — Dans la suite, il ne sera question que de groupe abélien. 
Soit (G, +, <) ur groupe abélien ordonné. Les éléments tels que O0 < x sont 
dits positifs ; leur ensemble est noté G, ; un élément tel que 0 < x et x # 0 (ce 
qui s'écrit 0 < x) est dit strictement positif. Les éléments tels que x < O0 sont 
dits négatifs ; leur ensemble est noté G_ ; un élément tel que x < 0 et x # 0 
(ce qui s'écrit x < 0) est dit strictement négatif. 
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— Ona0eG,et0e G_. De plus x < 0 et 0 & x exigeant x = 0,ona 
G,nG- = {0}. 

— xeG,,ou0< x, entraîne x < x+(--x) ou —-xe GG; 
xeG-,ou x < 0 entraîne x+(—x) < —x ou —xe G,. D'où G_. = —-G,. 

— (0 < x} À (0 < y) entraîne y < x+yet, par transitivité O < x+y. 
G, est donc stable pour la loi +, ce qui s’écrit G,+G, € G,. 

— Si, en outre l’ordre est total, pour tout x e Gona(O < x) v (x < 0), 
c’est-à-dire (x e G,) v (x e G-_). Ainsi G; L G_ = G. 

— Inversement si G; U G_ = G, pour tout (x, y)eG?onay-xeG, 


c’est-à-dire x < y ou y—x € G-, c'est-à-dire y & x. L'ordre est total. En 
conclusion : 


THÉORÈME. — Dans tout groupe abélien (G, +, <), l’ensemble G, des 
éléments positifs vérifie : 


G,+G,cG,; et G,n(-G,) = {0}. 
L’ordre est total, si et seulement si on a en outre : G, L(-G,) = G. 
RÉCIPROQUE. — Soient (G, +) un groupe abélien et P une partie de G 
vérifiant : 
P+PSeP et Pn(-—P)= {0}. 


Il existe alors une et une seule relation d’ordre sur G qui en fasse un groupe 
ordonné et dont l’ensemble des éléments positifs soit P ; c’est la relation : 


<y <= y-xeP. 


L'ordre est total si et seulement si P L (—P) = 
Vérification laissée au soin du lecteur. 


3° Propriétés d’un groupe abélien ordonné G. 


ñ a 
a) Si x, < y, pour 1=1,..,n alors Y x, < Y p 
ist i=1 
Par récurrence sur n#. Pour » = 2, on constate que x, < pi et X2 < 2 
entraîne 


X1+X2 SPitX2 OS YitXr Pi tX2 Q 


b) Si la famille (x;); « ; admet la borne supérieure M, alors, pour tout y, 
la famille (x:+ y); < r admet la borne supérieure M+y. 

De: Vie] x; < M, on déduit: Viel x;+y < M+y. M+y est 
donc un majorant de la famille (x;+y). Soit M’ un majorant quelconque de 
cette famille. 

De: Viel x;+y < M',on déduit: Vie x, < M'-y. M'-yest 
donc un majorant de la famille (x;) ; d’où M < M'- y, c’est-à-dire M+y < M'. 

(=) 
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c) Soient (x); , et (y;), « x deux familles admettant les bornes supérieures 
M et N. Alors la famille (x;+y;)4, » <1x3 admet la borne supérieure M+N. 


On montre aisément que la troisième famille admet M+ N pour majorant. 
Soit M' un majorant quelconque de cette famille. 


Pour j fixé, la famille (x;+ y); « 1, elle aussi majorée par M', admet M+y, 
pour borne supérieure d’après b). D'où : 


Vies M+y,<M!. 


Toujours d’après 8), on en déduit M+N < M". 0 


d) Soient (xii e 1 et (voi e deux familles admettant les bornes supérieures 
M et N. Si la famille (x;+ y:); < à admet une borne supérieure M, alors : 


M'< M+N. 


En effet M + N majore la troisième famille. 


L’attention du lecteur est attirée sur la différence entre c) et d). Il est par 
ailleurs invité à reprendre les énoncés b) c) d) en remplaçant « borne supérieure » 
par « borne inférieure ». 


e) La famille (x;);., admet une borne supérieure si, et seulement si la 
famille (— x;), : ; admet une borne inférieure, les deux bornes étant alors opposées 
(vérification aisée). 


f) Soient x et y des éléments de G tels que inf (x, y) = met sup (x, y) = M 
existent ; Alors : x+ÿ == m+M. 
En effet : 


M = sup(x+p—y, x+y—x) = (x+y)+sup(—y, —x) = (x+y)-m. DO 
4° Valeur absolue. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit G un groupe 
abélien totalement ordonné. 
On pose : x*— max (x, 0), x7—max(—x, O0), x] — max (x, —x) 
Ona ainsi: x=xt-x, x] =xt+x, [-xl = x]. 
L'application x -— |x| de G dans G, est dite valeur absolue. 
Elle possède les deux propriétés, valables pour tout (x, y) € G?, 
DO<Ix| et [x] =0 <> x=0, (trivial) 
ä) 1x] — dll < x+pl < |xl + lot, (inégalité triangulaire). 
D'après la définition de la valeur absolue : x < {x| et y < |yl. 
D'où (3°, a): x+y < x] + [pl 
De —x<txl et —y < !yl, on déduit: —(x+y) < |x] + [y]. 
On a ainsi démontré : lx+pl < xl + pl. 
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En remplaçant, dans cette inégalité, x par x+y et y par (—}) : 

Be < x+yl+ pt et xl — lyl < lx+yl 
De même : lp — Ixl < Ix+yl (el 


S° L'application sgn. — Soit G un groupe abélien totalement ordonné, 
On note sgn l'application de G dans l’ensemble {— 1, 0, 1} définie par 


sgnx=—1lsix <0; sen 0—=0; sgnx= 1 si0 < x. 


6° Groupe archimédien. — DÉFINITION. — On appelle groupe archimé- 
dien tout groupe abélien G totalement ordonné, tel que pour tout couple 
(x, »} e G, x(G,\{0}), il existe un entier naturel » vérifiant x < ny. 


3.5.2. Anneaux ordonnés ; corps ordonnés 


1° DÉFINITION. — On appelle anneau ordonné tout anneau À dont le 
groupe abélien sous-jacent est ordonné et qui vérifie en outre : 


VROMEA?  (O< x) A0 < 7) —+ (0 < xp). @) 

Si en outre, l’ordre est total, on parle d’anneau totalement ordonné. 
REMARQUE. — En faisant intervenir l’ensemble À, des éléments positifs 
de À, au sens du groupe ordonné sous-jacent, la condition s’écrit 4,-A, € 44. 


Le lecteur étendra la réciproque du 3.5.7, 2°, en remplaçant groupe 
par anneau, et en adjoignant la condition P.P € P. 


2° Propriétés d’un anneau À ordonné 


a) YGRMEAT VzeA4 (x < y) => (xz < yz et zx < zÿ). 

En effet de 0 < y—x et 0 < z, on déduit 0 < (y—x)z et O0 < z(y—x) ; 
d’où l’assertion, grâce à la distributivité. 

b) On a la « règle des signes » 

Le cas de 0 < xet 0 < y est réglé par (1). 

Si x < 0 et y < . on a (cf. groupes) : 0 < —x et 0 < —y. D'où 

<(-9(- }) et 0 < 


Si x < 0 et 0 < y, on a O0 & (—x)y, c’est-à-dire 0 < —xy, ou encore 
xy & 0. De même si 0 < x et y < 0. 


— Remarquons que, dans le cas où l’ordre est total, pour tout x € À, 
ona: 0 < x?. 


c) PROPOSITION. — Un anneau non nul, totalement ordonné, est de carac- 
téristique nulle, 
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Compte tenu de 1? = 1, la remarque précédente fournit 0 & 1, et même 
0 < 1, puisque l'anneau est non nul. Par récurrence, on en déduit 0 < n 1, 
et donc # 1 # 0, pour tout naturel non nul n. O 


3° Ordre sur Z. — THÉORÈME. — II existe une et une seule relation d’ordre sur Z qui 
fasse de Z un anneau totalement ordonné. Cette relation, qui prolonge l’ordre sur N, s’écrit : 


x<y <> y-xeN. @ 


— Le dernier calcul montre que, pour toute solution éventuelle on doit avoir N € Z,, 
ce qui entraîne IN < Z_ et N =Z,. 
— Etant donné que 
N+N=N,NN=N,N nN(-N)= {0}, N U(-N)=Z 


il existe une et une seule relation d'ordre total sur Z, telle que Z, = IN ; c’est (2). C’est la seule 
relation d'ordre sur Z que nous considérerons dans la suite, 


4 Valeur absolue. Dans un anneau totalement ordonné, la valeur 
absolue vérifie, outre les propriétés i) et if) relatives au groupe sous-jacent 
(cf. 3.5.1, 4°), la propriété 

li) lxyl = [x{ [y] (vérification aisée). 

5° DÉFINITION. — On appelle corps ordonné tout corps dont l’anneau 
sous-jacent est ordonné. 

Dans un tel corps deux éléments non nuls, inverses l’un de l’autre, ont 
le même signe. 


EXEMPLE IMPORTANT. — Soit (4, +, :, <) un anneau intègre totalement ordonné et K 
son corps de fractions (3.4.2). Nous allons montrer qu’il existe sur K une, et une seule relation 
d’ordre qui prolonge celle de À et qui fasse de K un corps totalement ordonné. 


Si une telle relation existe, pour tout x e K, et pour toute écriture a/p de x (avec p # 0), 
on a, puisque x est le produit des éléments a et p”! de K : 


sgn x = sgn(ap ‘}, et donc sgnx = sgn (ap), 
puisque sgn (p} =sgn (p°!), ce qui résulte de la règle des signes 


Or, sen (ap) est connu dans À ; par prolongement, sgn (ap) est connu dans X. Ainsi l'ordre 
cherché, s'il existe, est unique. 


Inversement puisque a/p = (—a}/(—p) permet de se limiter à p > 0, on pose 
P={fxek|3(@pet, 0<a,0<p, x= ajp}. 
et on vérifie aisément : 
P+PCP, PPCSP, Pn(-P}={0}, PU(-P)=K. 
On dispose ainsi de la relation d'ordre total sur K : 
x<y< y-xeP. 
Elle prolonge celle de À, puisque l'élément a de À est l'élément a/1 de K, et A4, = P n A. 


En particulier, Q étant le corps des fractions de Z, nous avons : 


THÉORÈME, — Il existe une, et une seule relation d’ordre sur © qui prolonge l’ordre sur 
Z et fasse de Q un corps totalement ordonné. 
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6° Corps archimédien. — Un anneau (resp. un corps) archimédien est 
un anneau (resp. un Corps) ordonné dont le groupe abélien sous-jacent est 
archimédien. 

PROPOSITION I. — L’anneau Z est archimédien. 

Soit (a, beZ, x(Z,\{0}). On a 1 & b et donc a < nb, avèecn=a 


COROLLAIRE : DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z. — Soit (a, bjeZ x Z\{0}. Il 
existe un, et un seul (g, r)e Z? tel que : 


(a =bq + A(0<r<1bl) 


Unicité d’une solution éventuelle. — Laissée au lecteur. 

Existence. — Sib > 0,{neZ{nb > a} est une partie non vide de 7, minorée 
par — [ai (à cause de — [ab < a); elle admet un plus petit élément que l’on 
note g + 1; on a la solution (q, a — ba). 

Si b < 0, on écrit a = (—b)q, +r, et on a la solution (— q;,r). 


PROPOSITION II. — Le corps Q est archimédien. 

Soit (x, y) e Q, x (Q4\{0}). On a x = ap, a > 0, p > 0 et y = b/q, 
b>0,q> 0. 

x < ny équivaut à ag < nbp, inégalité vérifiée pour # = ag, puisque 
bp> 1 

REMARQUE. — Le lecteur pourra vérifier que ZxZ, muni de l’ordre 
lexicographique, n’est pas archimédien. 


7° Le corps R. — Nous disposons maintenant des matériaux nécessaires à 
la construction de l’ensemble IR des nombres réels ; celle-ci sera traitée au 
début du Cours d’Analyse ; nous utiliserons cependant l’ensemble IR dans le 
présent Cours d’Algèbre. 


EXERCICES 


3.01. — Soit À l'anneau Z/2Z et B = AË l’anneau-produit des applications 
de l’ensemble Æ dans 4. Pour Xe S(E) on note w;: E — À la fonction carac- 
téristique de X (px(x) = 1 si xe X et px(x) = 0 si xé X). 

X t— y, est une bijection de T(E) sur B. Quelle structure d’anneau peut-on 
en déduire, par transport de structure, sur $(E) ? Calculer ox, ÿ en fonction de 
Px et Pr. 


3.02. — On appelle anneau de Boole un anneau À dans lequel tout élément x 
vérifie x? = x. Dans tout l'exercice À désigne un anneau de Boole. 

a) Montrer que, pour tout x € 4, x+x = 0 et que À est commutatif. 

b) Calculer xy(x+y). En déduire que si À possède plus de deux éléments il 
n’est pas intègre. 

c) Montrer par un exemple que À peut être de cardinal 2. Peut-il être de cardi- 
nal 3? 
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d) Soit & la relation dans À définie par x Ry <= xy =x. Montrer que R 
est une relation d’ordre. (4, R) est-il un anneau ordonné ? 


e) Soit E un ensemble non vide. Montrer que (T(E), A, n) est un anneau de 
Boole (cf. 3.1.4, in fine). 


3.03. — Soit À un anneau de Boole (cf. exercice précédent). 
a) Montrer que deux éléments de 4 qui engendrent le même idéal sont égaux. 
b) Montrer que tout idéal premier de A est maximal. 


3.04. — a) Montrer que si xet y sont des éléments nilpotents qui commutent d’un 
anneau À, xy, x+y, x—y sont nilpotents. 

b) Quels sont les éléments nilpotents de Z/nZ? Donner une condition nécessaire 
et suffisante portant sur # pour que tout diviseur de zéro de Z/nZ soit nilpotent. 


3.05. — Soit 4 un anneau ; X la partie de À formée par l’ensemble des éléments 
de la forme xy— x, (x, y) € 47. On appelle C l'idéal bilatère engendré par X. Montrer 
que, si J est un idéal bilatère de 4, pour que l’anneau-quotient 4/J soit commutatif, 
il faut et il suffit que C € J. 


3.06. — Soient À et 4° des anneaux, f : À —+ 4’ un morphisme surjectif. 


Soit Z' un idéal bilatère de 4’, et 1 = f”1(1"). Montrer que A/I est isomorphe 
à A'/r'. 


3.07. — Soient À et 4’ des anneaux, J et 7’ des idéaux bilatères respectivement de 
A et 4'. Soit f: À — 4° un morphisme surjecüuf et N = Ker f. Montrer que 
UT) = let que F7 (SD) = F+N. Donner une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que #" '(f(1)) = I. En déduire une bijection respectant l’inclusion entre 
l’ensemble des idéaux de 4’ et l'ensemble des idéaux de À contenant W. 


3.08. — Soient À un anneau commutatif et 7 un idéal de 4. On appelle radical 
de 7, et on note R(I), l’ensemble des xe A tels qu’il existe nr eIN\{0} vérifiant 
x" ef. Montrer que R(1) est un idéal de 4 contenant Z. Montrer que R(R(D) = R(D. 
Si J est un autre idéal, montrer que R(1nJ) = R(I) n R(J). Quel est le radical 
de l’idéal (0) ? 


3.09. — Un anneau intègre est dit euclidien si et seulement s'il existe une 
application f: 4\{0} —> IN telle que : 

D) alb — j{a) < f), 

ü) V(a,b)e Ax(A\(0}) Agrle A? a = bg+r et (r = 0 ou f{r) < f(b)). 

Donner des exemples d’anneau euclidiens. Caractériser les éléments inversibles 
d’un anneau euclidien. Montrer que tout anneau euclidien est principal. 


3.10. — Soit K un corps commutatif, À un sous-anneau de K, $ une partie de 
A contenant |, ne contenant pas O et stable pour la multiplication. 

a) Montrer que l’ensemble des éléments de K de la forme as”! (ae AetsesS) 
est un sous-anneau de K contenant 4. On le note As. 
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b) Si Z est un idéal de 4, on note J, l’ensemble des éléments de K de la forme 
is! GeletsesS). Comparer J et I, n 4. Etudier les idéaux de 4$. 

c) On prend K = Q, À =Z et pour S l’ensemble des entiers non multiples 
d’un nombre premier p ; A4 est alors noté Z,. Quels sont les idéaux de Z, ? 


3.11. — Soit À un pseudo-anneau non nul. On suppose que, pour tout a # 0 
et tout b dans 4, les équations ax = b et xa = b admettent une solution unique. 
Montrer que À est un corps. En déduire que tout pseudo-anneau fini non nul et 
sans diviseur de zéro est un corps. 


3.12. — Soit K un corps commutatif et K° l'anneau produit (# > 2). Est-ce 
un corps ? Soit p;,: K” — X la i-ième projection (a, …, @,) + a. C’est un mor- 
phisme d’anneaux. Montrer que son noyau est un idéal maximal. 


3.13. — Soit K un corps. 
a) On suppose que Vae K\{0}, a} = —a. 


Montrer que pour tout ae, a+a = 0. Montrer que X = {0, 1}, et que réci- 
proquement un corps à deux éléments répond à la question (étudier (a+1)?). 


b) On suppose maintenant que a7! = —a pour tout a différent de 0,1, —1. 


— Montrer, en étudiant (1+1)?, que K est nécessairement de caractéristique 
3 ou 5. 


— Montrer que dans chacun de ces cas, K a respectivement 3 ou 5 éléments. 
— Trouver tout les corps K répondant à la question. 


3.14. — Soit (4, +, :} un pseudo-anneau. On définit dans À la loi de composition 
interne % par : a x b = a+b—ab. 


a) Montrer que la loi x est associative et possède un élément neutre. 


b) On suppose que À possède la propriété suivante : il existe un élément e € À 
et un seul tel que VxeA exx%o0. 

— Montrer que e # 0. 

— Montrer que: VxeA exx=e 

— Montrer que: VxeA xkeZÆ0 et xke=e 

— Montrer que (4, +, :) est un corps. 


3.15. — Cet exercice fait suite à l'exercice 2.15. 


a) Montrer que si d|n, le groupe (Z/nZ, +) possède un et un seul sous-groupe 
d'ordre d, noté G, ; G, est cyclique. 


b) En étudiant les générateurs du groupe (Z/nZ, +) et ceux des G,, démontrer : 


n = > o(d) 
dt 
€) Soit G un groupe fini d’ordre nr. Montrer que si, pour chaque diviseur d de n, 
l’ensemble des x de G tels que x* = e a au plus d'éléments, alors le nombre d'éléments 
de G d’ordre d est 0 ou g(d) (S’il n’est pas nul, considérer le groupe cyclique engendré 
par un élément d’ordre d). Montrer, en utilisant b), qu’il n’est pas possible que ce 
nombre soit nul. 
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d) En utilisant la notion de racine d’un polynôme, déduire de ce qui précède 
que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique (on admettra que tout corps fini 
est commutatif). 


3.16. — Cet exercice est une suîte de l'exercice précédent. 

a) Montrer que, dans un corps commutatif K de caractéristique p, x ++ x? 
est un isomorphisme de K sur un de ses sous-corps. Etudier le cas K = Z/pZ. 

b) Soit X un corps fni, de caractéristique p et de cardinal g. 

Nous admettrons que g = p" (cf. chapitre 9, exercice 9.07) et que K est com- 
mutatif. 

— Montrer que si p = 2, tout élément de K est un carré : 

(VxekK 1yek x= y?) 


— Supposons alors p # 2. En considérant l’endomorphisme x + x? du 
groupe (K\{0}, 0), montrer que l’ensemble des carrés de K\{0} est un sous-groupe G 
d'indice 2 de (K\{0}, +). 

at 

— Considérons alors l’endomorphisme x +» x 2 de (K\{0}, :). Soit G' 
son noyau. En étudiant l’indice de G', montrer que G' = G. (On utilisera le fait 
que (X\{0}, ) est cyclique, cf. exercice précédent). 

e) Soit p un nombre premier différent de 2. Montrer qu’il existe un entier n# 
tel que n?+1 = 0 (mod. p) si et seulement si p = 1 (mod. 4). 


3.17. — Cet exercice fait appel à des notions d'analyse. 
Soit À l'anneau des applications continues Æ — IR, où X est un espace compact. 


a) Montrer que l’ensemble des f € À nulles en un point donné x, e K est un idéal 
maximal de 4. 


b) Montrer que si un idéal 7 de À contient une application ne s’annulant pas il est 
égal à À. 


c) Pour fe A on pose Z(f)={xekK]|/(x) = 0} et pour 7 idéal de 4, 
Z(D = N Z(f). Montrer que si Z(1) = 9, il existe un nombre fini d'applications 
fei 


= 

fiv f, telles que f} Z(f:) = @. Que peut-on dire de f?+...+f7. En déduire que 
i=1 

Z(P) = 9 si et seulement si ? = À. 


d) Déduire de ce qui précède, que tout idéal maximal de 4 est constitué des 
applications s’annulant en un point x, € K. 


3.18. — Montrer que l’application (m, n) + (m+n)? + n de N x (N\{0}) 
dans IN est injective. 


En déduire que Q@,, et, par suite Q sont des ensembles dénombrables. 


3.19. — Soit (a,b,c)eZ. On considère l'équation ax+by = c d’inconnue 
(x ») eZ?. 
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation admette 


une solution. Comment peut-on déduire toutes les solutions de l’une d’entre-elles ? 
Résoudre 2 520 x—3 960 y = 6 480. 
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3.20. — Montrer que dans un anneau non nul totalement ordonné À, l'équation 
x?+1 = 0 n’a pas de solutions. Montrer aussi que 4? +ab+b? > O quels que soient 
a et b dans 4. 


3.21. — Soit (ai) « à < , une famille d'éléments d’un anneau commutatif totale- 
ment ordonné. Montrer : 
" n 2 
nYa> ( > 4) 
=1 En 


1 


3.22. — Pour n > 2, on pose #, = 1 +5+ + & Montrer 4, £IN. 


3.23. — Montrer : V(x, y, 2e Q° (x+»9/2+zÿŸ4 = 0) —> (x = y = z = 0) 


3.24. — Soit (a, b;)1 < ; <, une famille d’éléments de IR x {IR\{0}) vérifiant : 
VieN, 0<m<bjja<M. 


Ê 
1° Montrer : 5 bi+mM > a? <(m+M) 2 ab, 
i=1 = 
L] L] + M) " 
2° Montrer : +) dt) < Cum ab, 
Ci, % À : 7amM 2, de 
3.25. — Donner des expressions aussi simples que possible des sommes : 


Ci+2C?+..+nCi;  Ci-2C?+..+(-1)nC 


lou D ,n 
1+5G+.+ 0 


3.26. — Vérifier : CP Chi, = Ch CNE + CH! CR 1. 
Résoudre sur un anneau intègre l’équation : 


CRCN a CR EC NE CONTC = 0 


4 


MODULES ET ESPACES 
VECTORIELS 


Les espaces vectoriels sont les seuls modules dont 
l'étude figure au programme des classes préparatoires. 


En première lecture, on lira donc systématiquement 
{à partir de 4.1.2) : 


— corps commutatif K au lieu d'anneau (commu- 
tatif non nul) À; È 


— espace vectoriel au lieu de module. 


4.1. MODULES 


4.1.1. Notion de module 
1° DÉFINITION. — Soit À un anneau commutatif, On appelle 4-module 
(ou module sur 4) tout triplet (E, +, 1) satisfaisant aux axiomes suivants : 
(M) (, +) est un groupe abélien (l'élément neutre en est noté O) ; 
(M2) (L) est une loi externe sur £, à domaine d’opérateurs 4, telle que : 


(Min) VaedA V(RI)EE? à L(x+y) = («LE x) + (a L y}; 
(Min) VGBjeA? VxeE Co+B) L x = (a L x) + (BL x); 
(M:3) V(aPeA? VxeE æ L(BL x) = (af) Lx; 

(M2,4) VxeE ILx=x (1 neutre pour la multiplication de 4). 


Les éléments de 4 sont appelés scalaires. 


On parle de 4 - module nul lorsque E est réduit à un élément unique, qui 
est nécessairement 0. 


Dans la pratique, la loi externe sera notée +, le signe : étant d’ailleurs 
le plus souvent omis. 


EXEMPLES, — 4) Soit G un groupe abélien, Nous avons défini la loi externe, à opérateurs 
dans Z, (n, x) eZ xG 1 nx € G. Le lecteur vérifiera que G, muni de sa loi de groupe et de cette 
loi-externe, est un Z-module. 


b) Soit f : À — 4' un morphisme d’anneaux. L'application (a, x) f{a):x de 4 x 4’ 
dans 4’ fait de 4’ un 4-module. En particulier, pour 4’ = 4 et f = Id, on obtient ce que l’on 
appelle la structure canonique de 4-module de 4. 
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2° Espaces vectoriels. — DÉFINITION. — On appelle K - espace vectoriel 
(ou espace vectoriel sur 7) tout module sur un corps commutatif K. 


Les éléments d’un espace vectoriel seront en général appelés des vecteurs. 


Ce chapitre sera, en fait, consacré à l’étude des modules. Nous verrons 
plus loin (chapitre 9) des propriétés spéciales aux espaces vectoriels. 


4.1.2. Premières propriétés des modules 


1° Règles de calcul. — THÉORÈME. — Soit E un 4-module. On a, pour 
tout (x, x)Ee AXE : 
@) «°0=0 et a(—x) = —ax; 
() 0x =0 et (—ax = —ax; 
(ii) (ex = 0) — (x est non inversible dans À ou x = O0). 
Démonstration. — {f) Ayant fixé « e 4, considérons l'application 


h,: EE, telle que X ++ «x, qui est appelée homothétie de rapport «. 
La propriété a(x+y) = aæx+ay de définition d’un module, montre que : 


VG@IEE hfx+y) = BR) + AU). 


h, est ainsi un endomorphisme du groupe (E, +). D'où (à). 

(ii) De même à +—+ ax, pour x fixé, est un morphisme de (4, +) dans 
CE, +), d’où (fi). 

(äi) Soit « inversible. Alors V(x, eE? y= ax <— x = a"! y. Il résulte 


que l’homothétie h,, définie par x + ax, est bijective, donc injective. Si en 
outre x £ 0, on à ax # 0. 


REMARQUES. — a) Dans le cas particulier d’un espace vectoriel, les éléments 
inversibles du corps K sont les éléments non nuls. 


b) Soit n eZ. On sait définir nx en utilisant la structure de groupe additif 
de E. On remarquera alors que cet élément n’est autre que (nl}x, où ni € 4. 
Donc si #1 est inversible dans À : (nl}x = 0 => x =0. En particulier, 
pour un K-espace vectoriel, si 7 n’est pas multiple de la caractéristique de K : 
nx = 0 —> x = 0. C'est ainsi que, si K n'est pas de caractéristique 2, on 
peut écrire x+x = 0 —> x = 0. 


2° Complément sur les familles presque nulles (définies au n° 2.1.1.3°), — 
Soient Z un ensemble et E un 4-module. L'ensemble des familles presque nulles 
d'éléments de E, indexées par Z, est un sous-ensemble, que l’on note E (”, de 
l'ensemble des applications de J dans E que nous avons convenu de noter E!. 
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Considérons deux éléments x = (x), ., et y = (pih;« r de EU), ainsi qu'un 
élément À de 4. Dans E! on dispose des éléments : 


x+tpe Gityhier et Ax = (xihier. 


En fait, il s’agit d'éléments de £U), Soient en effet J, K, J', J" les sup- 
ports des familles x, y, x+y, x. Par hypothèse J et K sont finis. Or on a : 
J'e(uUkK)etJ"cTJ;ilen résulte que J’ et J" sont finis [a] 


3° Combinaisons linéaires. — DÉFINITION. — Soit (x;); ., une famille 
d'éléments d’un 4-module E. On appelle combinaison linéaire de la famille 
tout x e E auquel on peut associer une famille presque nulle (&,), - ; de scalaires 
de 4 telle que x = Ÿ ax. 
fer 


REMARQUES. — a) Pour une combinaison linéaire x, il y a en général 
plusieurs familles (x;) possibles. 
b) On montre comme ci-dessus : (D a) x = X ox. 
ler ier 


c) La seule combinaison linéaire de la famille vide d’éléments de E 
est 0. 


4.1.3. Morphismes de modules ou applications linéaires 


1° DÉFINITION. — Soient Æ et F deux modules sur le même anneau 4. 
On appelle morphisme de modules de E dans F toute application # : E —> F 
vérifiant les deux conditions : 


@) VG»eE! u(x+y) = u(x)+u(y)  (additivité) 
(@) V(XDEAXE u(ax) = œu(x) (homogénéité). 


L'usage veut que les morphismes de modules soient, dans le cas général, 
appelés applications linéaires; pour les morphismes de modules particuliers, 
on s’en tient à la terminologie du 1.6.1. 


EXEMPLES. — a) Soient E et F des 4-modules. L'application nulle de E dans F, qui à tout 
xeE associe 0,, est linéaire. S’il n'y a pas risque de confusion, on la note 0. 


b) Sur un 4-module, une homothétie x + ax est un endomorphisme de module ; c'est 
un automorphisme si « est inversible dans 4. 


€) Tout morphisme u : G -> H de groupes abéliens devient une application linéaire lorsque 
Get H sont munis de la structure de Z-module introduite au 4.1.7, 1°. 


REMARQUE. — Un même ensemble pouvant être muni de structures de module sur plusieurs 


anneaux, On peut être amené à préciser qu’une application est 4-linéaire. 


2° Propriétés. — Soient E et F deux A-modules, et # : E —> F une 
application. 
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a) Pour que u soit linéaire, il faut et il suffit qu'elle vérifie : 
V(aMDeA?  V(xy)eE?  u(ax+fy) = au(x)+Bu(y). (o) 

En effet, si u est linéaire on a, d’abord : u(ax+8y) = u(ax)+u(By), et 
ensuite (1). 

Inversement, si y vérifie (1), on constate, en faisant d’abord à = # = 1, 
et ensuite $ = 0, que u vérifie les axiomes de définition d'une application 
linéaire. 

B) Plus généralement, si u est linéaire, si (x); - ; est une famille d'éléments 
de E, er si (æ;),., est une famille presque nulle de scalaires, on a 


u CD ax) = À œu(x,). (2) 
ter iel 


1H suffit en effet de vérifier (2) lorsque la famille Z est finie, ce que l'on 
fait en raisonnant par récurrence. 

c) Si u est linéaire, il s’agit, en particulier, d’un morphisme de groupes 
abéliens. D'où : #(04) = 0}: Vxe£E u(—-x) = -u(x) 

3° Composition d’applications linéaires. — De l'étude générale des 
structures algébriques on déduit : 

a) Soient E, F, G des A-modules, et u: E — F,v:F — G des appli- 
cations linéaires. Alors vOu est une application linéaire de E dans G. 


b}) Soient E, F des A-modules, et u: E — F une application linéaire. 
Pour que u soit un isomorphisme de A-modules, il faut et il suffit que u soit 
une bijection ; on sait qu’alors u”\ est, elle aussi, linéaire. 

4° Notations. — Soient E et F des 4-modules. On note : 

e ÊLACE, F) l'ensemble des applications linéaires et Isom,(E, F) celui 
des isomorphismes de E dans F; 

e £,(E) l'ensemble des endomorphismes ; 

e Aut,(E) celui des automorphismes de Æ, que l'on note aussi GL,(E) 
et que l’on appelle groupe linéaire de E. 

Lorsqu'aucune confusion n'est à craindre, on se dispense d'écrire À en 
indice. 

L'étude de ces ensembles sera faite au chapitre 9. 


4.2. SOUS-MODULES, MODULES PRODUITS, MODULES QUOTIENTS 
4.2.1. Sous-modules 


1° DÉFINITION. — On appelle sous-module d’un 4-module (E, +, *) tout 
A-module de la forme (E”’, +, :), où E’ est une partie de Æ stable pour les 


lois + et :, munie des lois induites. Par abus de langage, on parle alors du sons- 
module £’ de E 


4.2.1 SOUS-MODULES, MO DULES PRODUITS, MODULES QUOTIENTS 121 


Le lecteur vérifiera que les sous-modules d'un A-module en sont les sous- 
groupes stables pour la loi externe. 


L'injection canonique d’un sous-module dans un module est une appli- 
cation linéaire. 


Les sous-modules d’un espace vectoriel sont appelés sous-espaces vectoriels. 
2° Caractérisation. — THÉORÈME. — Soient (E, +, :) un 4-module et 


E' une partie de E. Pour que £’ soit un sous-module de E, il faut et il suffit que £” 
soit non vide, et stable pour les lois + et :. 


— La condition est nécessaire d'après la définition d’un sous-module, 
et le fait qu’un module n'est jamais vide. 


— Supposons la remplié. Il suffit d'écrire —y = (—1)y pour constater que 
V(x y}eE'xE" x—yeE'. 


Comme £' # ©, il en résulte que E’ est un sous-groupe, et — par suite de la 
stabilité pour la loi externe — un sous-module de E. 0 


REMARQUE. — On obtient une autre caractérisation des sous-modules 
en remplaçant la condition de stabilité par : 


Va BPJe A? V(XLYMEE'xE" ax+fyeE', 
étant entendu que l’on conserve la condition de non-vacuité. 


EXEMPLES. — a) Soit E un 4-module ; {0} et E sont des sous-modules de E. 
b) Soient & un groupe additif, et H un sous-groupe. H est aussi un sous-Z-module de G, 


c) Soient À un anneau commutatif, 7 une partie de A; 7 est un sous-module du 4-module 
À si et seulement si c’est un idéal de À. 


3° Image directe, image réciproque d’un sous-module par une applica- 
tion linéaire. — THÉORÈME. — Soient E et F des 4-modules, et u: E — F 
une application linéaire. 


Si £’ est un sous-module de £, u(E’) est un sous-module de F. 


Si F' est un sous-module de F, #7!(F') est un sous-module de E. 


Grâce au théorème analogue déjà démontré pour les groupes, il ne reste 
qu'à vérifier la stabilité pour la loi externe, ce qui se fait sans difficulté. [Cl 


Cas particuliers. — a) L'image de u, 1m u = u(E), est un sous-module 
de F. 
b) Le noyau, Ker u = u” ‘(0,), est un sous-module de E. 


Les propriétés des morphismes de groupes sont encore valables ici, et en 
particulier u est injective si et seulement si Ker # = {04}. 
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4.2.2. Modules produits 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient ((E;, +, :)}; - ; une famille de 
modules sur un même anneau 4. Sur l’ensemble produit E = TT] E;, nous dis- 
posons des lois : ter 
Gi ertOier = Gite AGhi er = AXi ere 
Alors (E, +, *) est un 4-module, appelé module produit des (E;, +, :). 


Nous avons déjà vu (2.1.3), que (E, +) est un groupe abélien. La véri- 
fication des autres axiomes de structure de module est laissée aux soins 
du lecteur. C’est ainsi qu’il constatera, par exemple, qu’étant donnés les 
scalaires «, B, et l'élément x = (x;};.1 de E, on a : 


(a+ B}x = ((a+Bxhien  ux+Bx = (ax:+Bxi)i er. 
Comme dans le module E, on a : (x+Bx, = ax,+Bx,, il en déduira : 


(a+ B}x = ax+Bx. ml 


Remarquons par ailleurs que chaque projection p; : E—> E;, définie par 
Gi: et x, est une application linéaire surjective. 
EXEMPLES, — a) * L'ensemble IR" des n-uples (x,, …., x,) de réels peut être muni d’une 
structure de IR-espace vectoriel en posant 
Css 2) + Os oo Ja) = Ci + Pu cs Kat Ja) 
RG ces 2) © (GX de GXn)e x 


b) Soient X un ensemble non vide quelconque, et £ un 4-module. E* = S(X, E) peut 
être muni d’une structure de A-module, qui sera la seule que nous considérerons par la suite : 


Pour (f, 4) e E*xET et a € À, on définit f+g et &f par : 
Vrxex (+90) = /f9+90 
Vxex (af) (x) = af). 
2° THÉORÈME. — Soient E et F deux 4-modules. L’ensemble £(E, F) 
des applications linéaires de E dans F est un sous-module du 4-module F£, 


Nous avons vu que l’application nulle ÆE —+ F est linéaire ; d’où 
£(E, F) # ©. Le lecteur vérifiera aisément que la somme de deux applications 
linéaires et que le produit d'une application linéaire par un scalaire sont des 


applications linéaires. 0 
3° Application linéaire à valeurs dans un produit. Soient [] F; un 
ier 
A-module produit, et Æ un autre 4-module. Une application u : E—+ [[F, 
iel 


est déterminée par une famille (u,); . ; d'applications u, : E —> F; On vérifie 
facilement que y est linéaire si et seulement si les y; le sont. 
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On définit ainsi une bijection de £(E, TT F;) sur [] £(E, F,). On vérifierait 
iel iel 


qu’il s’agit d’un isomorphisme de 4-modules. 


4.2.3. Modules quotients 


1° THÉORÈME. — Soit E un 4-module. Les relations d’équivalence compa- 
tibles avec les lois de Æ sont les relations de la forme x—-ye F, où F est un 
sous-module de E. 


— Soit R une relation d'équivalence compatible avec Les lois de module 
de E. Puisqu’elle est compatible avec la loi de groupe abélien, il existe un 
sous-groupe additif F de Æ tel que x R y signifie x—yeF. 


R étant en outre compatible avec la Loi externe de E, pour tout 
(@,x)eAXF on a oxeF (en effet xeF s'écrit x RO, ce qui entraîne 
ax R a0, c’est-à-dire ax e F). F est donc un sous-module de E,. 


— Inversement soit F un sous-module de E. En convenant que x & y 
signifie x—yeF, on détermine une relation d'équivalence sur ÆE, compatible 
avec la loi de groupe abélien. On constate qu’en outre x R y, qui s’écrit 
x-y€eF, entraîne (pour tout « e A), a«(x—y}e F, donc ax—-ayeF, c'est-à- 
dire «x R ay. R est ainsi compatible avec la loi externe. O 


THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soient E un A-module, F un sous-module 
de E, et E/F l’ensemble quotient de Æ par la relation d’équivalence x— y € F. 
Celle-ci est compatible avec les lois de structure, et, muni des Jois quotients, 
E/F est un 4-module, qui est dit quotient de Æ par F. La surjection canonique @ 
est une application linéaire. 

En effet nous connaissons déjà la structure de groupe abélien de E}F 
et nous savons que la surjection canonique est un morphisme de groupes. 


D'autre part, (1.6.4), @ est un morphisme surjectif du module (E, +, -) 
sur le triplet (E/F, +, +), par lequel les propriétés des lois de 4-module de E 
sont transmises aux lois de E/F (1.6.2, 2°). II en résulte que E/F est un 4-module 
et que @ est un morphisme de modules. Q 


2° Décomposition canonique d’une application linéaire. — El suffit 
de reprendre la décomposition du morphisme de groupes sous-jacents et de 
remarquer que la relation d'équivalence utilisée « x—y e Ker f» est également 
compatible avec la loi exterie (Ker f étant un sous-module du module de 
départ), pour être en mesure d’énoncer : 


THÉORÈME. — Soient f : £ —> E' une application linéaire, la surjection 
canonique de £ sur E/Ker f, et j l’injection canonique de Im f dans E’. Alors il 
existe une, et une seule, application linéaire / de E/Ker f dans Im / telle que 
f=jofoe, et c’est un isomorphisme; / est définie par : 


Y Xe EfKerf, Vrxex, AN) =f(t. 
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4.3. INTERSECTION ET SOMME DE SOUS-MODULES 


4.3.1. Intersection. Sous-module engendré 


1° THÉORÈME. — Soit (M;);., une famille de sous-modules d’un 
A-module £. Alors {\ M; est un sous-module de E. 


iel 
Démonstration habituelle. 


Application. — Soit X une partie quelconque du 4-module E. Il existe 
des sous-modules de E contenant X, Æ lui-même par exemple. 

L'intersection de tous ces sous-modules est un sous-module contenant 
X, et c’est le plus petit, au sens de l’inclusion. On pose : 


DÉFINITION. — On appelle sous-module de E engendré par X, et on note 
Mod (X), le plus petit sous-module de E contenant X. Si Mod (X) = E, on dit 
que X est une partie génératrice de £. 

Dans le cas où l'anneau de base est un corps K, on parle du sous-espace 
vectoriel engendré par la partie X du K-espace vectoriel £, et on note Vect (X). 


DÉFINITION. — On appelle sous-module engendré par la famille (x;); . ; 
d'éléments du module E le sous-module de E engendré par la partie |} {x;} de E; 
iel 


si ce sous-module est E, on dit que (x;); - r est une famille génératrice de E, 

Les deux points de vue se rejoignent car à toute partie ŸeE on sait 
associer canoniquement la famille d’éléments de Æ obtenue par injection 
canonique, à savoir (y,), « x Où Y, = X; on appelle combinaison linéaire de X 
toute combinaison linéaire de la famille ainsi associée à X. Nous aurons l’occa- 
sion de constater que le point de vue des familles est le plus intéressant dans la 
pratique. 


THÉORÈME. — L'ensemble Af des combinaisons linéaires d’une famille 
(x); « r d'éléments d’un 4-module E est le sous-module engendré par Ia famille. 

Contenant 0, M est non vide. D'autre part, d’après une remarque du 
4.1.2, 2°, M est une partie de E stable pour les lois de module. Ainsi M est un 
sous-module de E. D'autre part M contient tous Les x;. 

— Tout sous-module de E contenant tous les x; contient toutes leurs 
combinaisons linéaires ; il admet donc pour sous-ensemble M, qui est ainsi 
le plus petit sous-module de E contenant tous les x;. Q 


4.3.2. Somme d’une famille de sous-modules, somme directe 
1° Somme. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (M;);., une famille 


de sous-modules d’un 4-module E. On appelle somme des M, et on note Ÿ M, 
fel 
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le sous-module de £ engendré par |] M,; cette somme n’est autre que Pensemble 
ter 


M des sommes Y X5 Où (x); r parcourt l’ensemble des familles presque nulles 
iel 


d’éléments de E, telles que x; € M, pour tout i € I. 


On montre, comme ci-dessus, que M est un sous-module de E contenant 
(J M4 et que c’est le plus petit. 


1er 


REMARQUE. — Pour 1 = JN, on peut noter M,+...+M,, au lieu de Ÿ M. 


ie] 


2° Somme directe d’une famille finie de sous-modules, —— THÉORÈME ET 
DÉFINITION. — Soit (M); <;<, une famille finie de sous-modules d’un 


Li 
A-module E. L'application 4 du module-produit [] M, dans le module EF, 
ist 
définie par (x1, .…., x,) > x3+.….+x, est linéaire ; elle est dite application 


canonique. La somme Ÿ° M, qui est Pimage de ÿ, est dite directe si et seulement 
1=1 n 
si ÿ est injective ; la somme se note alors © M, ou M,®...@M,. 
= 1 


En particulier E est somme directe des M, si et seulement si ÿ est bijective. 


La linéarité de ÿ se prouve sans difficulté, 


n 
REMARQUES. — a) La somme Ÿ M, est directe si et seulement si : 
=1 


VX, x) € [1 M, Git.+x, = 0) = (x =. = x, = 0) (1) 


i=1 


ce qui traduit Ker # = (0, ., 0), ou encore si : 


ñ n 
Vxe D M, (xs. x)e [] M  xit.+x, = x (2) 
i=i 1=1 


b) En particulier on a E = @ M, si et seulement si tout xeE peut 
i=1 
s’écrire d’une et d’une seule manière : 


x= X1+..+x, avec x;e M, pour tout ieN,. 


L'élément x;e Æ, ainsi associé à x est dit composant de x dans M. 
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THÉORÈME. — Soient A, …., M,,(n > 2), des sous-modules d’un 
A-module E. Pour que leur somme soit directe, il faut et il suffit que 


EÀ 
Vief[2nl Mn Y M,=4{0} 
151 


La condition est nécessaire. — Supposons que la somme est directe. 
i-1 
Etant donné ie [2, n}, soit x un élément de M;n Y M, On dispose d’une 
égalité de la forme x = x1+..+x; 1. f=1 
À condition de convenir que x; désigne (— x) et que, pour ke [i+1, n], 
x, désigne l’élément 0 de M,, cette égalité s'écrit : 


LL 
Y x =0, avec x;eM, pourtout kell,n]. 
«T1 


D’après (1), il en résulte, en particulier, x; = 0, c’est-à-dire x = 0. Q 
La condition est suffisante. — Supposons qu’elle est remplie et considérons 
un élément (x1, …, x) de M,x...x M, tel que x, +...+x, = 0. 


Si x1, …, x, n'étaient pas tous nuls, en désignant par i le plus grand des 
indices K tels que x, # 0, on aurait l’égalité de l'élément non nul — x, de M, 
ét 1 
et de l'élément Ÿ x; de Y M, en contradiction avec l’hypothèse. On a 
J=1 171 
donc:x,=#..=x,=0. 


La condition (1) se trouve remplie et la somme M,+...+ M, est directe. [] 


3° Projecteurs. — DÉFINITION I. — On appelle projecteur d’un 4-module E 
tout endomorphisme idempotent de E, c’est-à-dire tout e e£,(E)tel queeoe = e. 


DÉHNITION IT. — Une famille (e,); . ; de projecteurs d’un 4-module E est 
dite orthogonale si et seulement si onae,;oe, = 0 dès que à # j. 


THÉORÈME. — Soit E un 4-module, somme directe d’une famille finie 
(M1 <i<n de sous-modules, En associant à x € E son composant dans M, 
on définit e,: E—>E. La famille (e,), < ; < , est une famille orthogonale de 


projecteurs, telle que Ye; = Idg. 
En 


Tout xeE s'écrivant de manière unique x = x;+..+x,, x,e M, on 


a posé x, = ex). La linéarité des e, et l'égalité Ye, = Idg sont évidentes. 
i=i 


Pour xe M,, la décomposition unique de x est nécessairement x = x, 
ce qui exige e;(x) = x, et e,(x) = 0 pour j # à. 
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Pour xeE, on peut appliquer le résultat précédent à ex) e M,. D'où : 
VxeE ejoefx)=efx) et e;cex) = O'pour j # i. 
En d’autres termes : e,0e, =e; et e;0e, =0 si j #i. Q 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. —— Soit (e;); < ; 


<i< 


A une famille orthogonale finie 
Ê 


de projecteurs d’un 4-module E telle que an e; = Id;. Alors E est somme 


directe des images M, des e; et les e; sont les projecteurs associés à cette somme 
directe. 


— Nous avons vu au n° 4.2.7, 3° que M;, image de l’endomorphisme e; 
du module E, est un sous-module de E. 


ñ 
De Y e; = dy, on déduit: VxeE x= Y ex) 


i=1 ii 


D'après e;(x) e M, il en résulte : E = Ÿ M, Reste à prouver qu'il s’a- 
i= 1 
git d'une somme directe. 


— Soit x e M, ; on peut lui associer y eE tel que x = e{y) : 
de ejce;=e, on déduit e{x) = e;0ey) = ey) = x; pour j #i, de 
e;joe; = 0 on déduit ex) = 0 


1 
Considérons maintenant xel Mn D M.) G<i<n}) C'est que 


xe Met qu'ilexiste (x,, …, x_i)e M,x...xM,_;telque x = x,+..+x 1. 
oe 
En utilisant e,(x) = x et e(x;) = O pour i # j, de e;(x) = > «lx) 


on déduit x = 0. Ainsi : i=1 


i—1 L] 
Viel2,"] Min } M;,={0}, ouencorr E = @ M, (cf2°. [ 
= 1 


i=1 


4.3.3. Sous-modules supplémentaires 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient Æ un 4-module, M et NW des 
sous-modules de E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

D E= MON: 

HW)E=M+Net MNnN=#{0}; 

ii) VxeE 1x x)EeMXN x=x+x 

On dit que M et N sont des sous-modules supplémentaires dans E si, et 
seulement si ces assertions sont vraies. 

Il s’agit de cas particuliers d’équivalences prouvées au 4.3.2. 2°. 


Rappelons que siE = M@ N, (x1, x2) + x, +x, est un isomorphisme 
de modules qui applique M x N sur E. 
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EXEMPLES. — 4) Dans tout 4-module E, les sous-modules E et {0} sont supplémentaires. 


b) Soit À un anneau commutatif, Ax{0} et {0}xA sont deux sous-modules sup- 
plémentaires du module 4 x 4. 


* c} Dans le module A[X] des polynômes à une indéterminée, les polynômes constants et 
les polynômes de valuation non nulle constituent deux sous-modules supplémentaires, , 


2° Sous-modules supplémentaires et projecteurs. — Comme cas 
particuliers du théorème du 4.3.2., 3°, nous avons : 


THÉORÈME. — Soient £ = M@N, et u et » les endomorphismes de E qui 
donnent de x€eE, écrit sous la forme x,+x, (x, € M, x, € N), les images 
%, et x2. Alors # et v sont des projecteurs orthogonaux tels que +2 = Id, ; 
on dit que # (resp. v) est le projecteur sur # (resp. N) parallèlement à N (resp. M) 


REMARQUE. — On sait que Im # = M et Im v = N. Montrons Ker u = N 
et Kerv = M. L’inclusion Im v € Ker # résulte de # o v = 0. Inversement 
u(x) = Centraîne x = x-—u(x) = v(x), et donc x e Im v; d'où Keru € Imo. 
On obtient ainsi Ker # = N. On échange ensuite M et N. 


COROLLAIRE I. — Soient M et N des sous-modules supplémentaires dans 
un 4-module E. Alors M et E/N sont des modules canoniquement isomorphes. 


Dans la décomposition canonique jo#o@p du projecteur u: E + E, 
on sait que # : E/Ker u —> Im # est un isomorphisme de modules. O 

On peut aussi constater que la restriction @, à M de la surjection canoni- 
que @ : E —+ E/N, qui est évidemment linéaire, est surjective ainsi qu’on le 
montre en utilisant M+N =E, et qu’elle est injective puisque son noyau 
M n Ker #, qui s'écrit M n N'est {0}. 

On a d’ailleurs o, = (ä) !. 


CoROLLAIRE IL. — Tous les supplémentaires d’un sous-module (s’il en 
existe) sont deux à deux canoniquement isomorphes. 


En fait on peut exhiber des exemples de sous-modules n’admettant pas de 
supplémentaire, Par contre on démontre que tout sous-espace d’un espace 
vectoriel admet un sous-espace supplémentaire (mais, dans le cas général, il 
faut pour cela utiliser l’axiome du choix). 


THÉORÈME RÉCIPROQUE. — Soit u un projecteur de £. Alors Im # et Ker x 
sont supplémentaires dans £, et les projecteurs associés à la décomposition 
E = 1m # @ Ker u sont u et v = Id;-w. 


Compte tenu de uou = u, on obtient vou = uov= 0, On en déduit 
vOv = vO(Id;-u) = v—-vou = v. Ainsi v est un projecteur. 
On a: u+v = Id; et uov = 0. D'après la réciproque du 4.3.2, 3°, 
on a donc : 
E=Imu@EIme. 


On prouve Imvw-=Kerw en raisonnant comme dans la remarque 
précédente. (a! 


44.1 STRUCTURE D'ALGÈBRE 129 


4.34. Complément : somme directe externe 


Soit (M); ., une famille quelconque de sous-modules d’un 4-module E. On ne peut plus 
parler, comme pour une famille finie, de l’application de I M; — E qui à (x;),. 1 associerait 


Cela nous amène à considérer le sous-ensemble de [] M; constitué des familles presque 
nulles. ier 

1° On montre sans difficulté : 

THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit (E;), . ; une famille quelconque de modules sur un même 
anneau 4. Le sous-ensemble Af de H E; constitué des familles (x;), . ; presque nulles est un 


er 
sous-module du module produit. On l’appelle somme directe externe des E;, et on le note M = [I E,. 
ier 
EXEMPLE. — Soient 7? un ensemble non vide et À un anneau commutatif considéré 


comme module sur lui-même. Nous avons (cf. 4.2.2, 1°) structuré en 4-module l’ensemble 4! 
des applications de 1 dans 4, ou familles de scalaires indexées par Z. Celles de ces familles qui sont 
presque nulles constituent un sous-module de 4/, que l'on note 4% ; on verra au chapitre 6 
qu’il joue un rôle important. 

2° Revenons à la famille (M); . , de sous-modules d’un module E ; on vérifie facilement que 


l’application de Î] M, dans E qui à toute famille presque nulle (die 1 associe x xest linéaire. 
iel 


DÉRNITION. — On dit que E est somme directe de la famille de sous-modules (M), .; si 
et seulement si l'application (x)e7 +— £ x; de El M; dans E esi un isomorphisme. On 
écrit alors : £ = © M4. te teh 


lies 
En d’autres termes £ = @ M, signifie que tout x e E peut s’écrire d’une seule manière 
ter 


x= Y x, avec x;e M; pour tout à (la famille (x;) étant presque nulle). 
ter 
On pourrait étendre certains des résultats obtenus lorsque 7 est une famille finie. On montre- 


rait que E = @ M, équivaut à 
tel 


E=YM et Viel MnÿmM,=f{0} 
J#t 


ler 
{le théorème donné dans le cas d’une somme finie est plus fort). 


REMARQUE. — Soit (£;), . une famille quelconque de modules sur un même anneau 4. 


Notons M, le sous-ensemble de Ü E,; formé des familles (x), . ; où x, = O0 pour tout à # j. 
ier 


M, est un sous-module de La Æ; isomorphe à E;. Le lecteur montrera en exercice que I E, est 
iel isr 
somme directe des sous-modules M, : 


LE-@M, 


ter ier 


ce qui justifie Le nom de « somme directe externe ». 


4,4. STRUCTURE D'ALGÈBRE 


1° DÉFINITION. — Soit À un anneau commutatif. On appelle 4-algèbre 
(ou algèbre sur 4) tout quadruplet (E, +, #, :) satisfaisant aux axiomes suivants : 


(41) (E, +, :) est un 4-module, 
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(AB) (E, +, *) est un anneau, 
(AB) VaeA V(RMEET (ax) %y = xX (ay) = «(x x p). 


On qualifie de commutative toute algèbre dans laquelle la multiplication 
interne (x) est commutative. 


REMARQUES. — a) Rappelons que, d’après notre définition des anneaux, 
la loi x admet un élément neutre appelé élément-unité de l’anneau, et aussi 
élément-unité de l’algèbre. 

b) Dans l’axiome 4/,), on pourrait n’imposer à (E, +,%) que d’être 
un pseudo-anneau ; on parlerait alors d’algèbre unifère dans le cas où % a 
un élément-unité (seul cas auquel nous nous intéressons). 


EXEMPLES. — a) Soit À un anneau commutatif, En considérant simultanément les 
structures d’anneau et de A-module déjà introduites sur 4, on fait de 4 une 4-algèbre commu- 
tative, 


b} Soient À un anneau commutatif et ? un ensemble non vide ; 4! muni des structures 
d’anneau-produit et de module-produit est une 4-algèbre commutative. 


* c) Nous rencontrerons des algèbres de polynômes et des algèbres d’endomorphismes 
d'un module. , 


2° Morphismes d’algèbres. -— Ce sont les applications linéaires qui sont 
en même temps morphismes d’anneaux. 


3° Sous-algèbre. — DÉFINITION. — On appelle sous-algèbre d’une 4- 
algèbre (E, +, %, -} toute 4-algèbre de la forme (E”, +, x, -), où E’ est une 
partie de E stable pour les lois +, x et ‘, munie des lois induites. 

Le lecteur vérifiera que les sous-algèbres d’une A-algèbre en sont les sous- 
anneaux stables pour la loi externe. 


4° Algèbres engendrées. — Comme pour les structures algébriques déjà 
rencontrées, on montre que l'intersection d’une famille de sous-algèbres d’une 
A-algèbre E est une sous-algèbre de E. La sous-algèbre engendrée par X « Eest 
l'intersection des sous-algèbres de E qui contiennent X, 


EXERCICES 


Tous les modules considérés sont des modules sur un anneau À. 


4.01. -— Soient M et N des sous-modules d'un même module. Montrer que 
(M+ N}/N est isomorphe à M/(M n N). 


4.02. — Soit E un module et # e £(E). On note OC, = {vef(E)|vou=uov=0} 
Montrer que C, est un module isomorphe à £(E/u(E), Ker u). 


4.03. —— Soient M & N des sous-modules de E. Un note £y(E, M) l’ensemble 
des applications linéaires de Æ dans M dont le noyau contient N. On considère 
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d'autre part l'ensemble GY des automorphismes w de E tels que: 
VreN u(W = x et VrxeE u(x)-xe M. 


Montrer que v ++ Id,+v est une application de {{E, M) dans GŸ. Que peut-on 
dire de cette application ? Qu'en déduit-on pour GY ? 


4.04, — Soient E, E,, …., E, des 4-modules. On suppose qu'il existe des applica- 
tions linéaires u,: Æ; + Eetv;:E — E;(i= 1,..,n) vérifiant : 
Û 
vou; = Ir, vou; = 0 pour i £ j et u,0 v; = Id;. 
ï 


Montrer que E est isomorphe à [] E; (on exhibera un isomorphisme et l'iso- 
morphisme réciproque). ir 


4.05. —Soient E un 4- module, et # € (E). On désigne par # l’ensemble des endo- 
morphismes P(u), où PEATX] (Si P = açt+ta X+..+a,X", on pose : 


PGi) = aoldçg+aiu+...+an"). 


On note € l'ensemble des endomorphismes de Æ qui commutent avec w. 
a) Montrer que : et © sont des sous-modules de L(E), etqueï €. 


b) Soit ve E. On dit que x est un u-générateur de E si E est le plus petit sous- 
module de E contenant x et stable par 4. Soit @, l'application linéaire » + (x) 
de Ê(£) dans E. Montrer que x est un w-générateur de Æ si et seulement si la res- 
triction à # de w, est surjective. 


e) Montrer que si x est un u-générateur de Æ, alors la restriction à © de , est 
injective. En déduire que si E possède un u-générateur alors Ÿ = C et E est isomorphe 
à C. 


4.06. — Soient EF, F, G trois sous-modules d’un 4-module A. Est-il vrai que 
En(F+G)={(EnF)+(En6G) () 
E n(F+(EnG)=(EnF)+(EnG)? @) 


4.07. — Soit E un K-espace vectoriel. Soient À et B des parties de E. 


Comparer :  Vect (4 L B) et Vect (4) L Vect(B) 
Vect (4 n B) et Vect (4) n Vect (B) 
Vect (Vect {4)) et Vect (4). 


4.08. — Soient £ un module et À, B, C trois sous-modules de E tels que: 


ANnB=ANC, A+B—A+C, B«C. 


Montrer que B = C. 


Sur des exemples, montrer que ce résultat devient faux lorsqu'une des trois 
hypothèses est absente. 
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* 4.09. — Soit E l’espace vectoriel des applications continues de IR dans IR. A 
tout fe Eonassocieg = œ@(f), telle que : 


en 


x+1 
90) = [ MACES 


1) Montrer que est un endomorphisme de E. 


2) L'application + est-elle injective ? surective ? * 


4.10. — Problèmes universels. 


a) Soit (M); . r une famille de 4-modules et M = [[ M,le 4-module produit. 
tel 

Soient p,: M —+ M, les projections. Montrer que pour tout module et toute famille 
Gi); e à d'applications linéaires u, : £ — M, il existe une unique application linéaire 
u:E — M telle que Viel u,=p;ou. 

Montrer que si un autre module Af', muni d’une famille p; e L(M', M) vérifie 
la propriété démontrée pour M, il est isomorphe à M. (On déterminera # e (M, M') 
et vef(M", M) grâce aux propriétés vérifiées par M et M' et on montrera que 
uov = Idy etuou= Id). 

On dit que M est solution d’un « problème universel ». 


b) Etablir une propriété analogue pour la somme directe externe [I M, en 


définissant cette fois des applications linéaires de M, dans [[ M. ter 
ier 


c) On se pose le problème suivant : E étant un 4-module et F un sous-module, 
trouver un module M et 6 eT(E, M) telle que F © Ker o et vérifiant la propriété 
universelle : pour tout module E' et u e{(E, E') telle que F & Ker #, il existe une 
unique application linéaire » : M —+ E' telle que u = v0w. 

— Donner une solution de ce problème. 

— Montrer qu’elle est unique à un isomorphisme près. 


à 
NOMBRES COMPLEXES 


Ce chapitre constitue une révision de notions acquises 
en classes terminales. 


5.1.1. Construction du corps €. Premières propriétés 


1° Rappel. — On munit l’ensemble IRxIR des lois de composition 
internes : 

Addition : Gp) + G,7) = Gx+x',y+y). 

Multiplication : (x, y) * (x, y") = (xx'—py", xy'+ xp). 

(RXR, +) est le groupe produit de (R,+) par lui-même. L'élément 
nul est (0, 0) ; l’opposé de (x, y} est (—x, —y). 

On vérifie que le triplet (IR XIR, +, -} est un corps commutatif, que l’on 
note € ; les éléments de € sont dits nombres complexes. 

L’élément-unité est (1,0); l’inverse de l'élément non nul (x, y} est 
CG? +97), — pt? +»). 


2° PROPOSITION. -— L’application j : IR —> «!, définie par x + (x, 0), est 
un morphisme injectif de corps. 


Vérification immédiate. — Il en résulte que IR est un corps isomorphe 
au sous-corps /(IR) de €, auquel on l’identifiera. 


2° Construction de la R-algèbre €. — Nous utiliserons ici des défini- 
tions et des résultats du chapitre 9. 


On munit IR xIR de la loi de composition externe #, à domaine d’opéra- 
rateurs R : 


a x (x, y) = (ax, ay). 


On vérifie d’abord que le triplet (IR XIR, +, x) est un R-espace vectoriel, 


et ensuite que le quadruplet (R XR, +, *, x) est une IR-algèbre, commutative 
que l’on note encore C. 


Comme tout (x, y} e € s'écrit « x (1,0) + 8 x (0, 1) d’une, et une seule 


façon (x = x, B = y), on peut affirmer que ((1, 0), (0, 1)) est une base du 
R-espace vectoriel €, qui a ainsi pour dimension 2. 
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3° Notation définitive, — L'élément (0, 1) de € est noté À ; on a convenu 
d'identifier à IR le sous-corps j(IR) de € qui lui est isomorphe, ce qui permet 
d'écrire x pour (x, O). 


Pour tout z = (x, y} nous avons : z = (x, 0) (1, 0) + (y, 0) (0, 1), ce que 
nous écrirons dorénavant : z = x+iy. 


Notons que i? = —1. D'autre part la loi externe s’écrit : 
ak (x+ip) = ax+iay 

ce qui permet de la noter multiplicativement, et de considérer z = x+iy 
comme l'expression de z dans la base formée de 1 et À du R-espace vectoriel €. 

DÉFINITION. — À tout nombre complexe z = x+iy on associe : 

— sa partie réelle Re (z) = x et sa partie imaginaire Jm (z) = y, 

— le nombre complexe conjugué Z = x—iy. 

Ona:z+Z7=2Ref(z); z-i=2idm(z); z=i<# zeR. 

Si Re (z) = 0, on dit que z est un nombre imaginaire pur. 

PROPOSITION. — L'application z +-—+ Z, dite conjugaison, est un auto- 
morphisme involutif du corps € qui laisse invariant tout élément de R. 


Vérification aisée. — Inversement soit # un automorphisme de € qui laisse invariant tout 
x ER. On a u(0) = 0 ; d'où u(1} # 0, à cause du caractère bijectif de #. De u(1*1) = w{1)'u(t), 
on déduit u(l) = I. A partir de {u(i)}? = ui?) = —u(l) = —1, on obtient [u{)}?+1 = 0, 
c'est-à-dire (u{i)—) (u(i)+i) = 0. Donc u(i) ne peut être que À ou —i, et donc # ne peut être 
que l'identité et la conjugaison, qui conviennent d’ailleurs. 

4° Il existe des relations d’ordre sur R XIR (par exemple l’ordre lexico- 
graphique), mais aucune d'elles ne fait de € un corps totalement ordonné 
(3.5.2). 

En effet tout carré étant positif, on devrait avoir i? > O et 1 > 0, d’où 
1+i2> 0, ce qui n’est pas possible. 


5.1.2. Module d’un nombre complexe 

1° DÉFINITION. — On appelle module du nombre complexe z = x+iy le 
réel positif 17] = 27 = Vx?+y2. 

Ona: fz=|-2]=12|; siz#0,z ! = 2/21?) ; 


13m (21 <Izl: 1 Re(2) | < Izl, avec égalité si et seulement si zeR,. 


2° THÉORÈME. — L'application z -— |z| de € dans R, est une norme, 
ce qui signifie qu’elle possède les propriétés. 
@ Vzec z1=0< z=0 
G) V(Gz)ec?  Izz | = Izl- 17! 


Gi) Ve, 7) ©? le+z'| < 2147 (inégalité triangulaire) 
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La vérification de (i) est immédiate ; (if) résulte de : 
lez = (7) G7) = (2): (2) = 1424172. 


Pour vérifier (ii) écrivons : 


124247 = G+2)-G+2) = [224172423422 
z2'+7/2, qui est réel, s'écrit Z+ Z ou 2 Re (Z), avec Z = 22. 
On a vu 2Re(Z)<21ZI Ici [Z|= /zl-1z1. 
D'où : 1z+2' 17 < 122+1z12+21z| +12] O 


L'égalité a lieu si et seulement si Re (Z) = [Z|,ou Re(Z)e R,. Si z’ — O cette condition 


is UT Z°.; à 
est remplie ; sinon, compte tenu de z = Er z', elle s’écrit z/z'eR,. 
z 


En raisonnant comme au 3.5.7, 4° (valeur absolue), on établit : 
Hzl-1z' < 71. 
Comme ci-dessus, il y a égalité si, et seulement si z’ = 0 ouz/z'eR,. 
Enfin, on démontre par récurrence : 
Pi. zl = zilelz,l et 1214.42, < [z11+..41/2,] 


3° THÉORÈME. — L'ensemble U des nombres complexes de module 1 
est un sous-groupe du groupe multiplicatif C\{0}. 

Puisque [zz'| = [z|:[z‘|, l'application z+— |z| de C\{0} dans IR\{0} est, 
en effet, un morphisme de groupes multiplicatifs ; U est le noyau de ce 
morphisme. e) 


5.1.3. Argument d’un nombre complexe non nul 


1° A) Présentation simplifiée (classes de première année). — On part 
des fonctions cosinus et sinus, telles qu’elles ont été étudiées dans les classes 
secondaires. On pose : 

e = cos {+ i sin £. 

On remarque : e = cos 1—i sin t = €", 

D'où : ef ef = (cos + sin f) (cos #—i sin f) = cos? {+sin? 1 = 1 
et: le“| = 1 

On dispose donc de l’application + e" de IR dans U, ensemble des 


nombres complexes de module 1 ; cette application est dite exponentielle 
imaginaire ; elle est continue, et dérivable : 


Le = —sint+icost = ie", 
t 
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Elle vérifie: V(,rf)eR?  eï.ef = et+9 
En effet, (cos t+i sin #)-(cos r’+i sin £”) s'écrit : 
cos # cos t'—sin f sin #' + i(sin f cos #' + cos f sin ) 
ou : cos (t+#") + isin ({+t'). 

L'application est surjective. En effet, étant donné (a+ib) e U, il existe 
une infinité de te R tels que e" = a+ib, c’est-à-dire cos { = a et sinf = b. 
Iis se déduisent de l’un d’eux par addition de 2kx, keZ, et constituent 
donc un élément de R/2xZ (le nombre x est ici celui qui a été introduit 
dans les classes secondaires). 

En particulier e" = 1 s'écrit cos f = 1 et sinf = 0, où re2xZ. 

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer : 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — L'application + e est un morphisme 
surjectif continu du groupe (R, +) sur le groupe (U, -). Ce morphisme, dont le 
noyau est le sous-groupe additif 2 x Z de IR, induit un isomorphisme du groupe 
(R/2 x Z, +) sur le groupe (U, :), qui sera noté +. 

(La fin du théorème résulte de la décomposition canonique d'un mor- 
phisme surjectif). 


Formule de Moivre. — D'après 2.1.2, 2°, nous avons : 


VneZ VteR (e“)" = ef. 


B) Présentation définitive. — Nous résumons ici une étude qui sera 
détaillée au IV.3.3./ (on fait abstraction de tout ce qui a été dit sur les fonc- 
tions circulaires dans les classes secondaires). 

— On définit l’exponentielle complexe, comme l'application de € dans € 


se _—— 20 5 de 
qui à tout ze € associe e = Y —. somme d’une série absolument conver 
LET'RASS 
gente. 
On constate e° = 1; on montre e*.e” = e°*", et le| = ef, (1) 
— On montre que l’exponentielle complexe induit un morphisme de 
groupes continu, surjectif mais non injectif, de (€, +) sur (C\{0}, -). 
— On dispose ainsi de l’exponentielle imaginaire, application de IR 
ï i ty 
dans € telle que 1 e", avec e* = Y co 
n>0 L 


D'après la règle de dérivation d’une série entière : a) = ie", 
De (1), on déduit: V(t.f)eR? ee = gift, 
On constate e”{ = ef. Comme ef e7f = 6? = ], on a [e“| = 1. 
On constate [e| = 1 si, et seulement si z€ IR. 


— On définit les applications cosinus et sinus de R dans IR par : 
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7 (ete). 


cost = Re(e”) = 3 te", sin t = Jm(e*) = 

On calcule : cos? £+sin? { = 1. 

— On montre que l'application ++ ei induit un morphisme continu 
de groupes, surjectif mais non injectif, de (IR, +) sur (U, -}, dont Le noyau 
est de la forme aZ, où a est le plus petit réel # strictement positif tel que 
ef = 1. On pose a = 2n. On constate que { + el" est périodique et que 
le groupe de ses périvdes est 22 Z. 

— On constate que 1/2 est le plus petit zéro positif de l'application 
cosinus. On peut alors étudier les applications cosinus et sinus et montrer, 
en particulier, que chacune admet 27Z pour groupe des périodes. 


2° Argument — DÉFINITION. — Soit z un nombre complexe non nul. 


On appelle argument de z, et on note Arg z, l’image de l’élément 2 de U par 


l'application @ ” ! (cf. théorème fondamental). il 


Arg z est ainsi un élément de IR/2z Z, c’est-à-dire une classe de congruence 
modulo 27; par abus de langage, tout représentant de cette classe sera 
appelé un argument de z. 


On a ainsi la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul : 
z = ref", où r est |z| et où 8 est un argument de z. 


Cette écriture est unique, à cela près que le réel 0 n’est connu qu’à 2 kr 
près, ke Z. On passe de l’une à l’autre des formes algébrique z = x+iy 
et trigonométrique z = r eï° par : 

r= Nxt+p: cos0 = x} Vx+y?: sin0 = y/Vx?+5? 
et : xærcosô; }p=rsin0. 

La forme trigonométrique s'impose dans le cas où interviennent des 
produits et des puissances entières de nombres complexes non nuls. 

On a, en effet, grâce aux propriétés du morphisme # + e“: 


ie 


nt in HO1+...+60n) 
re terne "=r...rme “ 


et (re) = re" (neZ). 


5.1.4. Racines n-ièmes d’un nombre complexe 


1° DÉFINITION. — Etant donnés ze € et nr € N\{0}, on appelle racine 
n-ième de z tout Z e C tel que Z" = z. 


Il est bien évident que z est l’unique racine n-ième de z dans les cas : 
a) n = 1, z quelconque ; b) z = 0, n quelconque. 


Dans la suite, n désigne un entier strictement positif, donné. 
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2° THÉORÈME. — Tout nombre complexe non nul a # racines #-ièmes. 


On se donne z # O par son module r £ 0 et un représentant 8 de 
son argument. On cherche Z eC, et d’ailleurs Z e C\{0}, tel que Z" = 7, 
Soit p le module de Z et à un représentant de son argument. 


La condition s'écrit : p" ei — y ei6, 


c'est-à-dire : p°=r et nù=60+2kr, keZ 


2 


ou encore : p Jr et am t+k? keZ. 


En convenant que, lorsque la typographie l’exigera, nous écrirons exp (it) 
pour ef, les racines n-ièmes de z = re'° sont les nombres complexes : 


2e rap (1(0 +42), keZ. @) 


Notons que, du fait de l’égalité des modules, on a Z,, = Z, si, et seulement 
si : 


k # = KE (Mod 27) ou K'= k (Mod n). 


On obtient donc toutes les racines n-ièmes distinctes de z en faisant 
décrire à Æ un intervalle de Z de la forme [k,, ko+n—1], où &, est arbitraire- 
ment choisi. 


3° Les racines n-ièmes de l'unité. — THÉORÈME. — L'ensemble U, des 
racines #-ièmes du nombre complexe 1 est un sous-groupe, cyclique et d’ordre n, 
du groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1. 


D’après (1), les éléments de U, ont pour module 1 et s’écrivent : 


a = ep(r2). O<k<n-1 


2ir rs 

Posons © = exp (2). On en déduit w, = a"; © est 1. 

On constate que U,, qui s'écrit {1, ©, …, " 1}, est le sous-groupe mono- 
gène du groupe multiplicatif U engendré par l'élément «. O 

D'après le n° 2.3.3, (U,, -} est isomorphe à (Z/nZ, +) et les éléments qui engendrent U, 
sont les &, tels que 1 & & & n—1 et que & soit premier avec n ; on les appelle racines n-ièmes 
primitives de l'unité. Remarquons qu’une racine »#-ième est primitive si, et seulement si elle n’est 
pas racine p-ième, avec | < p <n. 

REMARQUE. — Reprenons l’expression (1) des racines n-ièmes de z # 0. 
Ayant choisi arbitrairement l’une d’elles Z,,, nous avons : 


5.1.4 NOMBRES COMPLEXES 139 
2ir 
Zi = Zro EXP (ko) —— »,  Kko<k< kot+n-1 


ou, en faisant intervenir les racines n-ièmes de 1 : 


= Zn 0SI<n-1 


2in 
CAS PARTICULIERS. — On pose encore & == Exp ( 


n 

n = 2 : alors w& = —1 ; les racines sont 1 et —1. 

n = 3: alors © = DRE se note j ; les racines sont 1, j, j? ; on 
vérifie j? = j. 


n = 4 : alors © = i ; les racines sont 1, i, —1, —i. 


Les racines primitives sont : —1 dans le cas de U,, j et j? dans le cas de Us, jet i* = —i 
dans le cas de U,. On peut constater que dans chaque cas la somme des racines est 0 ; c’est 
général : pour »# > 2, la somme des racines de Z”—1 = O est 0 (cf. relations coefficients-racines 
d’une équation, 8.1.2). 


4° Complément sur les racines carrées. — Soit z € C\{0}. D’après l'étude générale, z a 
deux racines carrées, qui sont opposées ; à partir de‘z =-re"°, elles s’écrivent ./r exp (0/2) et 
— fr exp (0/2. 

A partir de z = a+ib, on peut les calculer sous la forme Z = X+5Y. C'est trivial si b = 0. 
Supposons b # 0 ; il s'agit de résoudre le système à l’inconnue (X, Y) e IR? 

@ X2-Y'=a À 2XY=b 

Toute solution de (I) vérifie 

Gi) X?+(-F)=a À X?(-Y?)= —-b?j4. 


Pour toute solution de (I), X? et (— Y?) sont solutions de ?2—ar—b?/4 = 0, qui admet 
deux racines réelles non nulles, de signes cc atraires que nous pouvons calculer sous la forme 
a? et — 2, avec a > 0 et B > 0. Nécessairement #2? = x? et Y? = ÿ2. Revenant à (I), on 
obtient les racines cherchées sous la forme 


atief et —(u+ief) avec €e=sgnb. 


5° L’équation du second degré sur ©, — Soit T(Z) = aZ?+bZ+c, 
a £0. 


b\? A 2 
On a: T(2)=a 2 en , avec À = b*—4ac. 
a 


; b 
Si À = 0, T(Z) a l'unique zéro — 3" 


Si À # 0, on désigne par ô et —6 les racines carrées de À ; T(Z) a deux 
Zéros 
—b+ô F —b-5û 
2a 2a 
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5.1.5. Interprétation géométrique d’un nombre complexe 


1° Rappel. — On a obtenu en classe de première les résultats suivants : 


— Soient E un plan vectoriel euclidien, (9, ©} le groupe abélien des 
rotations de E, AL l’ensemble des vecteurs unitaires de E. 


On définit une relation d'équivalence X sur x, par : 


Gt)KR(4,0) <> 3re0 = res = r(5. 

Les éléments de l’ensemble-quotient & = x U/XK sont dits angles de 
vecteurs unitaires ; angle (5, ÿ') désigne l’angle dont un représentant est 
l'élément (5, ) de AU x AL. 

On constate qu’étant donnée r eO, l’ensemble des (5,%') tels que ®’ = r (©) 


est un angle, que l’on peut noter ÿ(r), et que w est une bijection de © sur & ; 
si a = ÿ(r), on dit que « est l’angle de la rotation r. En posant 


a+a! = ÿIb (a)og(x)] 
on définit sur Æ une addition, telle que # soit un isomorphisme de groupes 
de (6, o) sur (&, +). 
Notons que dans les questions d’angles, tout vecteur unitaire peut être 
remplacé par tout vecteur colinéaire, non nul et de même sens. 


— Pour aller plus loin, il faut orienter Æ. On peut alors associer 
biunivoquement à toute rotation r e © un élément © de R/22Z tel que r soit 
représentée dans toute base orthonormale directe de E par la matrice ortho- 
gonale droite 


_|cos® —sin8 
® {sing  cos8 


| , où 6 est un représentant quelconque de ©. 


On dit que © est la mesure de la rotation r, et que la mesure d’un angle «& 
est celle de la rotation #7 {(a). On constate que les groupes (0, o) et (Œ, +) 
sont ainsi rendus isomorphes au groupe (R/2xZ, +), donc au groupe (U, :) ; 


en fait on a associé à la rotation (resp. à l’angle) de mesure © l'élément de U 
dont l'argument est ©. 


2° Applications, — Soient & un plan affine euclidien orienté, E le plan 
vectoriel associé, (O,€;, 3) un repère orthonormal direct de 6. 
À chaque a € & on peut associer biunivoquement son affixe z = x+iy, 


telle que Oa = xé,+ÿe, on dit que a est l’image de z. On constate que : 
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Izl est la distance euclidienne des points O et a (longueur Oa) ; si z # 0, Arg z 


est la mesure de l'angle (, Oa). 

Dans ce contexte, interprétons les opérations sur €. 

Addition : si z et z' sont les affixes de a et a’, alors z+z' est l’affixe de s 
tel que O5 = Oa+ Ob. 

Multiplication : si z et z' sont les affixes, supposées non nulles, de a et a', 
et si zz' est l’affixe de p, alors (e, étant le point d’affixe 1) : 

è (e) Ce) 
lzz' [1] = [z]:]z'1 se traduit par la relation entre longueurs ni = 
a ei 
Arg zz' = Arg z+ Arg z' se traduit par l'égalité d’angles 
angle [OA Op) = angle @:, Oa)+ angle (e:, Ox) 

ou angle (02, Op} = angle (e;, Oa) 
Il en résulte que p est l’homologue de a' dans la similitude du plan affine 
orienté & qui a pour centre © et transforme e, en a. 


A tout nombre complexe z # 0 on peut faire correspondre biunivoque- 
ment dans un plan affine euclidien orienté &, la similitude directe de centre 
donné O, qui admet pour rapport |[z| et pour angle Arg z. On en déduit : 


PROPOSITION. — Le groupe (C\{0}, :) est isomorphe au groupe ($,0) des 
similitudes directes de centre donné. 


Z271 


3° Interprétation d’un quotient ; 
Za—23 


On reprend la notation du 2° et on considère quatre nombres complexes z,, 22, 23, 24, 
deux à deux distincts, dont les images sont notées 41, 4, 43, aa 
La bijection € — E, considérée ci-dessus associe à z,—z, et z,-—z, les vecteurs 4,4 


et 4,4, ; en utilisant 


= et  Arg (£) = Argz—Argz', 
Z 
on obtient 


Z2— 21 227 


aa Z —_— — 
="; Arg Lest la mesure de l’angle (24%, aa) 
4344 Za— 23 


Za— 23 


Cette interprétation a des applications multiples. C’est ainsi qu’on sait que les quatre points 
sont cocycliques ou alignés si et seulement si l’angle 


angle (a3a1, 434) — angle (audi, &442) 


est égal à l'angle nul ou à l'angle plat. 


Z2— 23 


. 2277 74 


En faisant intervenir le rapport p = ; cœtte condition exprime qu'une 


1723 Z17724 
détermination de Arg p est 0 ou x, c’est-à-dire que p est un nombre réel. 


EXEMPLE, — Pour tout ze Œ\{0} les points d’affixes z, 271, 1, —1 sont cocycliques ou 
alignés ; on calcule, en effet, dans ce cas : p = —1, 
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4° Remarque. — Il est naturellement possible d'adopter pour plan E 
le R-espace vectoriel © muni d’une structure euclidienne et orienté par la 
convention que (1, i) est une base orthonormale directe. 


5.1.6. Applications à la trigonométrie 


On notera que, quand on utilise la présentation B du n° 5.1.3. on obtient 
les formules usuelles de trigonométrie à partir de 


cos? x+sin?x=1 et et) = x. 


cette dernière fournissant les expressions connues de cos (9+ 4”) et sin (0+8"). 


1° Quelle que soit la présentation utilisée, nous allons déduire d’autres 
formules de 


k=1 


exp L ÿ | = Ïl exp (x) 


ce qui s'écrit : : 
n # ñ 
cos ( D x) + isin ( D x) = TT (cos xs+i sin x). 
k=1 k& k=1 


En écrivant que deux nombres complexes égaux ont même partie réelle 
et même partie imaginaire, on obtient des expressions de C = cos (Ex,) et 
S = sin (2x). 


C'est ainsi que pour # = 3, en posant €, = cos x4 ets, = sin x, : 
C= Cil2e3— C1S283— Ca8 38 1 — Ca 182 
S = SiCC3+ 530301 +30 102 — 515283 


Sous réserve que x1, X2, Xa Et Xi +X2+x, ne soient pas égaux à 7/2, modulo x, on en 
déduit en posant, =tgx, et T=tg (Ex) 


T = tittitia = titls 
1—(itttitstfats) | 


2° Expressions de cos nx et sin nx, (n € IN\{0}). — Par la formule de Moivre 
cos nx+i sin nx = (cos x+i sin x}. 
D'où, en désignant par p et q les parties entières de n/2 et (r—1)/2 : 


COS nx = 


P 
&= 


(—1Y CE cos" # xsin#* x 
fe) 


4 
sinnx= À (—1} CAT! cos" #71 xesin #t! x 
k=0 


On notera que cos #x est un polynôme de degré 7 en cos x, dans lequel le coefficient domi- 
nant est 14 C2+...4+ C2 = 271, 
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De même sin #x est le produit de sin x par un polynôme de degré #7—1 en cos x, dans 
lequel le coefficient dominant est Ci+C?+...+C22t1 = 271, 


Si x £ n/2 et nx # 1/2 (Mod 7), on calcule tg nx = sin nx/cos nx où 
5 er c#+i tg2#+1 x 
La 
À C0 cg x 
#=0 
Expressions de cos" x et sin" x, (n e IN\{0}). — Ce sont les plus impor- 
tantes ; elles ont de nombreuses applications en analyse. On part de 
2 cos" x = (ete); 2 sin" x = 1 M eir— eo ip, 
On développe par la formule du binôme et on regroupe les termes équi- 
distants des extrêmes, dont les coefficients sont égaux au signe près. 
On obtient, en distinguant r = 2p et n = 2p+1 : 


ET 
22771 cos?? (x) = 2 Ci, cos 2(p—k)x + 1/2 CE, 


P 
22 cos2?* 1 (x) = 2 Chy+1 cos [2(p—R) + 1] x 


1 
2771 gin2P (x) = (—1} Y (—1Ÿ CÉ, cos 2(p—k) x + 1/2 C8, 
Le) 


22? sin?P+1 (x) = (—1Yÿ ÿ CD Ch, sin [2-0 + 1]x. 


EXERCICE. — Calculer les sommes 


C, = cos x+cos (x+h)+...+cos.(x+(n—1)h) 
S, = sin x+sin (x+4)+..+sin (x+(n—1)4) 
ni 
Formons : CotiS = À exp(i(x+kh}). 
«=0 


En posant e"* = ©, il vient : 
LR 
C+is, = Yo. 
k=0 


Si & = l, c'est-à-dire si = 0 (Mod 2x) on a sans calcul : 


C,=ncosx et S,=nsinx. 
Sinon on écrit : 
C+is, = el 
È dc w—1" 


On utilise l'artifice qui consiste à écrire : 
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e — Sin (nh}/2 n-1 
C,+iS, = sn exp Le +— +)| 
ou enfin : 


_ sin(nh}/2 n—1 : _ Ssin(nh)2 . n—1 
C= sin #f2 cos (s + 5 »): S, = sin A2 in (+ +) 


ou 


EXERCICES 


5.01. — Trouver le module et l'argument des nombres complexes suivants : 


+: /2\20 
(+ cos 8+i sin 8)" ; (5) : 


1—i 


5.02. — Résoudre les équations : 


= re 3 22+(5—2i)z+5—Si= 0; 2430224289 = 0. 
3—i 
5.03. — Résoudre l'équation : (z+1)" = cos2n a+isin2na (a réel donné, 


n entier donné) d’inconnue ze €. En déduire une expression simple de 
nl 
P(e) = Ï] sin (c + x) . 
#=0 n 


5.04. — Soient a eC, et » un entier non nul. Montrer qu’une condition nécessaire 
et suffisante pour que l’équation : 


1+ix\ os : 
( - ) =4a ait n racines réelles est : [al = 1. 
Calculer alors les n racines. 


5.05. — Trouver les racines complexes de l’équation x*+6x%+9x2+ 100 = O. 
z—i-1\ 
5.06. — Trouver l’ensemble des nombres complexes z tels que FEES soit réel. 
5.07. — Soient « et 8 deux nombres réels. Calculer les sommes : 
Ê n n 
YO Chcos(a+kB); Y Chsin(a+k8): 3 (—1) cos (a+kB). 
k=0 k=0 LT 
5.08. — Calculer les sommes : (4 eR et cos « # 0): 
cos ka S sin ka 
L 


k Fe k 
k=0 COS & k=1 COS & 
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Col 


5.09. — Résoudre l’inéquation cos x-cos 2x-cos 3x > 


:\3 -\2 & 
5.10. — Résoudre (#1) + (#) + (5 +1=0. 
ZE Vos | Z—} 


5.11. — Soient a et b deux nombres complexes. On pose c = 2 . Montrer : 
1 (l=D<+ (la =D v(Bl= 01; 
2 (ll < D <= (lel < D A (lbl < 1). 


5.12. — Calculer : 


ni n-1 


SE œtet Y (—1} «*, pour © = exp (5 , ne N\{0}). 
k=0 k=0 n 
5.13. — Calculer les sommes : 
E (1 27# cos ka; E (-3} cA. 
k=0 2kn 
5.14. — Calculer les sommes : 
Sep ans SCHL Nr Mere: 
Généraliser (en remplaçant 3 par p). 


5.15. — Montrer que les points d'affixes z, z’, z” sont alignés si, et seulement si 


1 1 

z' z“|=0 

Z'12" 

5.16. — Déterminer l’ensemble des points du plan complexe dont l’image z 


vérifie l'une des conditions suivantes : 


1° Les points d’affixes 1, z,z° sont alignés ; 
2° Les points d’affixes 1,z,z7! et 1—z sont cocycliques ; 
3° O est le centre du cercle inscrit au triangle dont les sommets ont pour affixes 


2,2. 


5.17. — Montrer que les trois nombres complexes a, b, c sont les affixes des 


sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si : 


at+bt+c? — bc—ca— ab = 0. 


Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que a, b, € soient les affixes 


des sommets d’un triangle rectangle isocèle. 
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5.18. — Etant donné z e C\{0}, on désigne par À, 4', M, M' et P les points 


d’affixes 1, —1,z,z 7! et u = JU+7 7). 


1° Montrer que la droite Dm: est la bissectrice de l’angle des demi-droites 
PA et PA' 
2° Comparer les bissectrices de l'angle de Dy4 et Dyyr, avec les bissectrices de 
l'angle de Dyo et Dymr. 

| ; QP MP . 

3° Soit T le cercle ensemble des points Q tels que 04 T7E Exprimer 
l’afixe du point générique Q de I° en fonction d’un paramètre angulaire 0 (et des 
constantes z et s). En déduire l’affixe du centre Q de I”, et montrer que 4’, Q et M 
sont alignés. 


5.19. — Image d’une droite contenant © (resp. d’un cercle de centre O) par 
la transformation z +— 1/2(z+2°7!). Celle-ci est-elle surjective ? 


5.20. — Relation entre les nombres complexes « et B pour que les racines de 
z?-2az+$f = 0 aient un module commun. 


5.21. — Soit P e C{X] tel qu’il existe M eR, vérifiant : 
Vze€ |]l=1— [POI < M. 
Montrer que chacun des coefficients de P a un module au plus égal à M. 


(On pourra poser & = ex air 
P P A TTSI 


) et étudier les P(«*)). 


5.22. — On considère des points 4,, d’affixes z, (4 eIN,). Ces points sont sup- 
posés deux à deux distincts et distincts de ©. 


Ê 
On pose a = ZE ct on suppose Y a, = 0. Soit m un point quelconque 
d'affixe z. lzd IE 


a) Montrer que Ÿ &, (2-2) est un réel négatif indépendant de z. 
k=1 
b) Montrer : 
a 
Pal & Y 12—2zl. @ 
k=1 
c) On suppose n > 3. Ecrire les conditions sur z pour que ({) soit une égalité. 
d) Interprétation : étant donné un triangle ABC, dont les angles sont inférieurs 


à : trouver les points A du plan de ABC réalisant le minimum de MA+ MB+ MC. 
5.23. — Etudier la suite sur €, de terme général w,, définie par la donnée de : 


1 
Mo=a et Vn>0 us = 3 (ut ll). 
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5.24. — On complète € par un « point à l'infini », et on note T=cCu {oo}. 
On appelle homographie toute application f : € —> € de la forme : 


se = Et a 2414, 0}; 1-9 >; f@o)= 2. 


1° On pose : U={2eC|1|z| = 1}. Trouver toutes les homographies f telles 
que f(U) = R. 


2° On pose: P={2e€|imz> 0}, D={zeC||z <1} 
Trouver toutes les homographies f telles que /(P) = P. 


Z—i 
Montrer que z + Tri transforme P en D. 


En déduire toutes les homographies f telles que /(D) = D ; comparer au résultat 
obtenu au 1°. 


3° Trouver toutes les homographies f'telles que f? = Idg. 


5.25. — Soit Z{i] l’anneau des entiers de Gauss, c’est-à-dire l’ensemble des 
nombres complexes de la forme a+ bi, avec (a, b) eZ?. 

a) Vérifier que Z[i] est un anneau intègre, et que son corps des fractions est 
isomorphe à Q{[r}, ensemble des complexes de la forme a+bi, avec (a, b) eQ°. 

b) Soit f: Æli] — IN définie par f{a+bi) = a?+b?. Montrer que f est un 
morphisme de (Z{i], :) dans (IN, *). En déduire le groupe des éléments inversibles 
de Z[il. Le nombre 2 est-il irréductible dans Z[i] ? Plus généralement, p étant un 
nombre premier, étudier l’irréductibilité de p dans Æ[i] (utiliser l'exercice n° 3.16). 


2 


d) Montrer que si « eZli] et B eZli]\{0}, il existe g et r dans Z{i] tels que 
a = fPq+r avec f{r) < (B). Y a-t-il unicité du couple (g, r) ? 
En déduire que Z[i] est euclidien (cf. exercice 3.9), donc principal. 


€) Reprendre cette étude avec Z[ V2] et J': a+b4/23 + a?—2p2. 


c) Soit ze€. Montrer l'existence de Z eZ[i] tel que {z— 2] < 


6 
POLYNÔMES 


n Conformément à la terminologie du chapitre 3 
un anneau non nul admet un élément-unité noté 1, distinct 
de 0. Dans tout ce chapitre À (et parfois À) désigne 
en général un anneau commutatif non nul, K désigne un 
corps commutatif. 


6.1. ALGÈBRE DES POLYNOMES A UNE INDÉTERMINÉE 


6.1.1. Polynôme à une indéterminée 


1° Rappel. — Les notions de support d’une famille, et de famille 
presque nulle d’éléments d’un groupe commutatif ont été données au 
n° 2.1.1, 3°. 

Une suite sur un ensemble À est une famille d'éléments de À indexée par 
IN, ou encore une application de IN dans À. 


2° DÉFINITION. —— Soit À un anneau commutatif. On appelle polynôme 
à une indéterminée à éléments dans À toute suite presque nulle d’éléments de 4. 


Un tel polynôme sera noté provisoirement 
P=l(a,),.n où P=(a,.…,a, …). 


Les a, e À (qui sont tous nuls à partir d’un certain rang), sont appelés 
coefficients du polynôme P ; on dit que a, est le coefficient d'indice n. 


La suite nulle est dite polynôme nul. Un polynôme dont tous les coeffi- 
cients sont nuls sauf, au plus, l’un d’entre eux est appelé monôme: 


L'ensemble des polynômes à une indéterminée à coefficients dans l’anneau 
commutatif À est noté A[X], par dérogation avec la notation générale du 
n° 4.1.2, 2°, qui voudrait qu’on le désigne par A. 


REMARQUE. — De la définition de l’égalité de deux applications il résulte 
que deux polynômes P = (a,), .«n et Q = (b,), . x Sont égaux si et seulement 
si, pour tout entier #, on a l'égalité a, = b,. En particulier P = (a), .n est 
le polynôme nul si et seulement si pour tout entier n, a, = 0. 
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6.1.2. Addition et multiplication 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient P et Q deux polynômes de A[X], 
a, et b, leurs coefficients d’indice 7. Alors les deux suites dont les termes d’indice # 
sont respectivement 


= a+, et d,= ŸY a,b,= À db-x 


sont des polynômes, respectivement appelés somme et produit de P et Q ; on les 
note P+Q et P-Q. 


Il s’agit de vérifier que les suites considérées sont presque nulles. 
Par hypothèse il existe deux éléments n, et m, de IN tels que 


(1) Sin >n,, alors a, =0; sin > mo, alors b, = 0. 
On en déduit : si ñ > sup (%0, M0), alors a,+b, = 0 
et : sin > not+mo, alors Ÿ a,b, = 0. 

p+q=n 


En effet, comme p et g sont positifs, l’inégalité p+g > no+mo exige 
D > no où g > ma et donc a,b, = 0. O 

Notons que l'hypothèse (1) conduit à ds, = 4, bm- En effet légalité 
p+q=n0+m, implique : 


@rong= mo) V (> mo) V @ > no). 


Ce résultat sera repris au 6.1.5, 4°. 


Ainsi A[X]est muni des deux lois de composition internes (P, Q)-—P+Q 
et (P, Q)r— P'Q que nous appelerons addition et multiplication. 


2° PROPOSITION. — Le couple (A[X1, +) est un groupe commutatif, sous- 
groupe du groupe additif AN. 

Cela résulte de la définition de l'addition dans A[X1 qui est induite par 
l’addition dans 4" : le polynôme nul est l’élément neutre et l'opposé du poly- 
nôme P = (a), . n est le polynôme noté —P = (—a,),. x. 


3° THÉORÈME. — Le triplet (A[X], +, -) est un anneau commutatif non 
nul. 


Compte tenu du 2°, cela résulte de ce que la multiplication des polynômes 
est commutative, distributive par rapport à l’addition et qu’elle admet pour 
élément neutre le polynôme non nul dont tous les coefficients sont des 0, 
sauf a qui est 1. À titre d'exemple, vérifions l’associativité (les autres pro- 
priétés étant triviales) : 
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Soient P = (a,),.nw Q = @,),.n et R=(c,),.N trois polynômes de 
ALX1. 


P-Q=(d,),.n avec d,= Y CAA 


gta=n 
(PQ)YR= (een avec e,= À dc= Ÿ (Y abc, 
sÉren str=n prq=s 
donc es » (CZ abc)= Y  abt. 
s+tr=n p+rq=s p+tatr=n 


(Nous avons utilisé la distributivité de la multiplication par rapport à l’ad- 
dition dans l’anneau À, l’associativité de la multiplication dans 4 et le fait que 
tout triplet d’entiers p, g, r tels que p+g+r = ns'écrits+r = navecp+gq=s 
et réciproquement). 

En écrivant, grâce à la commutativité : P‘(Q-R) = (Q:R)'P, le calcul 
précédent fournit : 


P(Q-R)= (en avec = ZE bca. 


p+tatr=n 
ce qui montre que pour tout entier n, f, = e,. DO 


REMARQUES. — a) La multiplication dans A[X] n’est pas induite sur A[X] par la multi- 
plication dans l'anneau-produit AN, {A[X], +, +) n'est donc pas un sous-anneau de AN. 


b) L'unité de l'anneau A[X] étant le polynôme (1,0, ., 0, …. où 1 est l'élément unité 
de À, les deux anneaux 4 et A[X] ont la même caractéristique, 


4° PROPOSITION. — Si À est un anneau intègre (en particulier si À est 
un corps), alors l’anneau A[X1] est intègre. 


On sait déjà que l'anneau A[X] est commutatif. 
Soient P et © deux polynômes non nuls, a, et b, leurs coefficients d’indice 
n. Dans IN, les ensembles {n eIN | a, # 0} et {n EN | b, # 0} sont non vides 
et majorés ; chacun d’eux admet un plus grand élément. Il existe donc no 
tel que a, # 0 et a, = 0 pour n > n, ; de même il existe m, tel que b,, # 0 
et b, = 0 pour m > mo. 
Soit c, le coefficient d'indice # du produit P: Q. Considérons en particulier 
c =  Y  a,h. 
p+qmno+mo 


no + mo 


Une remarque faite au cours d’une démonstration au 6.1.2, 1° nous a 
appris Que Chotmo = Ano Pmio > COMME le produit de deux éléments non nuls 
de l’anneau intègre 4 est non nul, nous avons ©," # 0, et donc P-Q #0. [] 

Plus généralement, sans l’hypothèse d'intégrité de 4, on a Ch+im # 0 
dès que 4,, ou b,, n’est pas diviseur de 0 dans 4. 


6.1.5 POLYNOMES A UNE INDÉTERMINÉE 151 


6.1.3. La A-algèbre A[X] 


1° DÉRNITION. — Soient P un polynôme de A[X71, a, son coefficient d’indice 
n, et b un élément de l’anneau 4. Alors la suite dont le coefficient d’indice 7 est 
€, = ba, est un polynôme, appelé produit du polynôme P par le scalaire b ; 
on le note b 1 P. 

Ona en effet c, = 0 dès que a, = 0. 

REMARQUE. — Cette loi externe sur A[X] est la loi induite par la loi 
externe du module-produit A. C’est pour la distinguer de la multiplication 
que, provisoirement, nous l’avons notée 1. 

2° THÉORÈME. — Le triplet (A[XT, +, 1) est un 4-module, et, en parti- 
culier, un espace vectoriel si À est un corps. 

Le quadruplet (A[X], +, :, 1) est une 4-algèbre commutative. 

Il s’agit là d’une conséquence immédiate des définitions des lois sur 


A[X1. (a 
REMARQUE. — A[X] est un sous-module de AN, mais n'en est pas une sous-algèbre. 


6.1.4. Plongement de l’algèbre À dans l’algèbre A[X7] 


PROPOSITION. — L’application j : À —> A[XT], qui à a € À fait corres- 
pondre le polynôme : 
(@h en tel que 4 =4a eta, =0sin>l 


est un morphisme injectif d’algèbres. 

La démonstration de cette propriété est laissée au lecteur. Suivant un abus 
de langage classique, on «identifie » alors l’anneau À et le sous-anneau 
(4) de AIX] Les polynômes de /(4) portent alors le nom de polynômes 
constants et sont notés comme les éléments de l’anneau À dont ils sont l’image 
par j. En particulier le polynôme nul et le polynôme unité de A[X] sont notés 
0 et 1. Remarquons que le produit du polynôme P = (a,), .n par l'élément 
a de À peut alors s'interpréter comme le produit du polynôme j(a) par le 
polynôme P si bien que la loi externe peut être notée comme la loi produit, 
ce que nous ferons dorénavant. 


6.1.5. Degré et valuation d’un polynôme 


1° Les ensembles N L {—-oo} et N U {+0}. 

Adjoignons à l’ensemble IN un élément noté —c pour constituer un 
ensemble IN U {—}, et procédons de même en adjoignant un élément noté 
+ pour constituer N LU {+00}. 
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Chacun de ces deux ensembles est totalement ordonné par la relation 
< définie sur cet ensemble par 


Pour tout n EN U {—o}, —o & 7 
Pour tout z EN LU {+oo},n & +oo 
Pour tout (n,, 72) e N°, n: < n, est l’ordre dans N. 


Chacun des ensembles est ensuite muni d’une loi de composition interne +, 
compatible avec l’ordre, définie sur cet ensemble par 


Pour tout # EN U {— co}, n+(— 00) = (—o)+n = —00 
Pour tout #7 EN L {+00}, n+(+00) = (+oo)+n = +00 
Pour tout (#1, n,) e N°, n1+#, est la somme dans N. 


Notons que sur chacun des deux ensembles l’addition est associative et 
commutative. 


2° Degré et valuation. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit P = (a,),.n 
un polynôme de A[X1. 

Si P n’est pas nul, son support {r € N | a, # 0} admet un plus grand 
élément, qui est dit degré P et noté deg (P) ; ce support admet aussi un plus 
petit élément, qui est dit valuation de P et noté val (P) ; on a : val(P) & deg (P). 


Si P est nul, on convient que le degré P est l’élément —c de N L {—}, 
et que la valuation de P est l'élément +00 de IN LU {+ 00}. 


Un polynôme est, par définition, une famille à support fini. Si P # 0, le 
support de P est une partie non vide et majorée de IN (notons que si P = 0 
ce support est vide). 0 


Remarquons qu'on a val (P) = deg (P) si, et seulement si P est un monôme 
non nul, et que les polynômes de degré 0 sont les polynômes constants non 
nuls. 


3° PROPOSITION. — Quels que soient les polynômes P et Q@ de A[X] 
on a: 

deg (P+ Q) < sup [deg (P), deg (0); deg (PQ) < deg (P) + deg (0) 

val(P+0) > inffval(P),val(Q) 3; val(P-Q) > val(P) + val(Q). 

Montrons les deux relations relatives au degré, celles sur les valuations 
se démontrant de manière analogue. Elles sont évidentes si l’un des deux 


polynômes est nul. Sinon, elles résultent du calcul du 6.1.2, 1°, dans lequel 
on convient que , et m, Sont précisément les degrés de P et Q. (#3) 


Notons que si deg (P) # deg (Q) alors 


deg (P+0) = sup [deg (P), deg (0)]. 
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4° PROPOSITION. — Si l’anneau À est intègre (en particulier si À est un corps 
commutatif), quels que soient les polynômes P et © de A[X] on a : 


deg (P° Q) = deg (P) + deg (0) 
val (P-Q) = val (P) + val (0) 


Montrons cette propriété dans le cas du degré. Elle est évidente si l’un des 
deux polynômes est nul. Dans le cas contraire, elle résulte du 6.1.2, 4° ; 
no et mo désignant les degrés de P et Q, on a a, # 0, b,, # O et, puisque A 
estintègre 4, b,, # 0,etdoncc,.,,, # 0 ; d’où deg (P-Q) > n5+m0. O 


REMARQUE. — Si l’anneau À est non intègre ce résultat est faux : par exemple le produit 
de deux polynômes constants non nuls diviseurs de zéros associés dans 4 est le polynôme nul. 


5° PROPOSITION. — Si l’anneau À est intègre le groupe des éléments 
inversibles (ou unités) de l’anneau A[X] est celui de 4. En particulier si À est 
un corps commutatif K, ce groupe est K\{0}. 

En effet si P est inversible dans 4[X1, il existe Q e A[X]tel que P-Q = 1, 
ce qui exige deg(P}+deg (0) = 0 puisque À est intègre. Il en résulte : 
deg (P) = deg (Q) = 0; P est un polynôme constant non nul, que nous avons 
identifié à un élément inversible de 4. Inversement un tel polynôme est inver- 
sible. D 

Si À est non intègre la proposition est fausse : dans Z/4Z[X1] on a, par 
exemple 

(2 Ou, Oo) CL —2, 0, 0, ) = 1. 


6.1.6. Génération de A[X]. Ordinations d’un polynôme 


1° Indéterminée. — DÉFINITION. — On appelle indéterminée le polynôme 
de A[X1 dont tous les coefficients sont nuls, sauf le coefficient d’indice 1 € IN 
qui est 1 € À. 

Ce polynôme se note en général X (et parfois Y, Z, T, auquel cas l’an- 
neau des polynômes se note A[Y], A[ZI, A[T]...); il est de degré 1; on ne le 
confondra donc pas avec une constante. 


PROPOSITION. — Pour tout #€eIN\{0}, X” a tous ses coefficients nuls, 
sauf le coefficient d’indice 7, qui est 1. 

Se montre par récurrence. S’étend à # = 0 par la convention X° = 1, 
habituelle dans un anneau. 


2° THÉORÈME. — Dans le 4-module A[X], tout polynôme peut s’exprimer 
d’une, et d’une seule façon comme combinaison linéaire de la famille (X”), . n 3 
les coefficients de la combinaison linéaire sont ceux du polynôme. 

Le polynôme P est une famille presque nulle (a,),. A d'éléments de 4, 


à laquelle on peut attacher la combinaison linéaire Y' a,X”, qui est un 
neN 


élément Q de A[X] ; soit IN’ le support de la famille P ; on constate, en étudiant 
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successivement les cas n e N’ et n e N\N’, que pour tout # naturel, les coefñ- 
cients d’indice # de P et Q sont l’un et l’autre égaux à a, ; d’où P = Q. 


L’unicité résulte de la remarque du 6.1.1. 0 
Nous traduirons plus loin ce théorème en disant que la famille (X”}, .x 


est une base du 4-module A[X]. On dit aussi (4.4.4) que X est un générateur 
de la 4-algèbre A[X]. 


+o 

Avec l'écriture P = Y a,X° (ui nous arrivera de remplacer par Ÿ ax) les lois de 
neN © 

cette algèbre s’écrivent : 


Lax"+ EL bXTe S (a,+b)x" 
neN neN neN 
bYa,X"= Ÿ ba,x" 
neN neN 


Êl 


ŒrXT CE AN = LCL abDX" 


neN prasn 


ce que l'on retrouve en utilisant Ia distributivité de la multiplication par rapport à l'addition et 
la relation XP-X4— XV = rte, 


3° Ordination d’un polynôme. — Soit P = (a,), .N un polynôme non 
nul de degré m. On peut adopter IN,, pour support de la famille P et écrire 


(1) P = ao+aX+...+a,X", (an # 0}, 
(2) P=a,X"+..+aX+a0, (a, # 0). 


On dit que (1) et (2) sont respectivement /es ordinations de P suivant les 
puissances croissantes et suivant les puissances décroissantes, a, est appelé 
coefficient dominant de P ; lorsque a, = 1, P est dit unitaire ou normalisé. 


Remarquons que le produit de deux polynômes unitaires est unitaire, et que, si Pet Q sont 
unitaires, la relation deg (P.Q) = deg (P) + deg (Q) est toujours valable, même si l'anneau est 
nonintègre. Enfin P étant un polynôme de degré m, de coeficient dominant inversible «,,, le poly- 
nôme (a,)71 P est unitaire. 


6.1.7. Changement de l’anneau de base 


THÉORÈME. — Soit @ : À — B un morphisme uun nul d’anneaux 
commutatifs, Alors il existe un et un seul morphisme d’anneaux A[X] — B[Y] 
qui prolonge et transforme l’indéterminée X de A[X] en l’indéterminée Y 
de B[Y]. 


Une solution éventuelle ne peut être que 


LaX > o(a,) Y”. () 


»eN 


Inversement l'application @ : A[X]-> B[Y] définie par (1) répond 
visiblement à la question. Notons que si @ est un isomorphisme, il en est de 
même pour ÿ. O 
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CAS PARTICULIER : À est un sous-anneau de B. En prolongeant l’injec- 
tion canonique de À dans B on plonge A[X] dans B[Y] ce qui permet de 
considérer A[X] comme un sous-anneau de B[Y], et de noter B [X] pour 
B{Y1]. Il faut cependant prendre garde que certaines propriétés du polynôme P 
sont parfois relatives à l'anneau de base qu'il faudra donc soigneusement pré- 
ciser (par exemple l’irréductibilité). 


6.1.8. Composition des polynômes 


DéFINIMION. — Soient P= Ÿ a,X" et Q = Ÿ b,X” deux polynômes 
neN neN 


de l’anneau 4[X]. On appelle polynôme composé des deux polynômes P et Q, 
et on note P © Q ou encore P(Q) le polynôme défini par : 


PoQ= Ÿÿ aQ". 


neN 


En d’autres termes dans la somme Ÿ' 4a,X" où N' désigne le support 
neN’ 


de la suite (a,), . A on substitue à l’indéterminée X le polynôme Q. 
(Cette opération est légitime car IN’ est un ensemble fini). 
PROPRIÉTÉ. — La composition de deux polynômes est associative, distri- 


butive à droite par rapport à l’addition, et on a POXY =P et XoP=P 
pour tout polynôme P de A[X1I. 

La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur. 

REMARQUES. — a) La propriété Po X = P justifie la notation P(X#) 
adoptée parfois pour le polynôme 2. 

b) La composition de deux polynômes n’est ni commutative (il faut donc 


bien préciser l’ordre de la composition), ni distributive à gauche par rapport 
à l'addition. 


Par exemple dans Z[X]ona: 


CX+Do1=2 10(X+1) = 
1o(x+l)= 1 GoX)+{ol=2 


6.1.9. Fonction polynôme 


1° DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et P = Ÿ a,X” un 
*eN 


polynôme de A[X]. L'application À : 4 —> A définie par : 


xt ÿ ax 
neN 


est appelée fonction polynôme associée au polynôme P. 
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PROPOSITION. — Quels que soient les polyÿnômes P et Q de A[X1, et 
l'élément «a de l’anneau À on à : 


P+F0-F+0, PO=P-Q, ar, Poÿ-Pof. 


La vérification, facile, des trois premières propriétés est laissée aux soins 


du lecteur. Il en déduira que si P = Ÿ a,X", alors 
neN 


BP Y a (À); d’où, pour tout x e 4, P[O(x)] = Y a [0 ]". 
EN 


neN 


Compte tenu de POQ= Ÿ a,Q”, cela s'écrit : 
neN 


VreA  POU(G = X a[0G" 
neN 
D'où la quatrième propriété. O 
COROELAIRE : A4 désignant l’algèbre des applications de À dans 4, 
l'application qui à un polynôme P de A[XY] associe la fonction polynôme P 
est un morphisme de la A-algèbre A[X] dans la 4-algèbre 4‘. L’image de 


ALX] par ce morphisme est une sous-algèbre de 4“ appelée algèbre des fonc- 
tions polynômes sur 4. 


Ce morphisme n’est a priori ni injectif, ni surjectif. C’est ainsi que, dans 
le cas où 4 est le corps Z/2Z, le polynôme P = X?+ X n’est pas le polynôme 
nul, alors que P est la fonction nulle. 


2° Généralisation. — Soient B un anneauet À un sous-anneau de B. 
À tout polynôme P = Y a,X" de A[X], on peut, en considérant P comme 


neN 
un polynôme de B[X], associer la fonction polynôme P : B—> B. 
En particulier, si B = A[X], la valeur prise par P au point Q de A[X] 
s’écrira 
PQ = X ag" = PoQ 


ce qui justifie la notation P(Q) adoptée pour Po Q. 


6.2. DIVISION  EUCLIDIENNE. 
PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DE K[X] 


6.2.1. Division euclidienne de deux polynômes 
ÆExceptionnellement, dans ce n° 6.2.1 les anneaux 
de base seront notés À, B..., et non À, B... 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soïent À un anneau commutatif, À 
et B deux polynômes de l’anneau A[X] tels que 8 soit non nul et de coefficient 
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dominant inversible dans l’anneau A. Alors il existe un et un seul couple 
(Q, R) de polynômes de A[X1] tels que l’on ait : 


A=B-Q+R et deg(R) < deg(B). 


On dit que Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la division 
euclidienne du dividende À par le diviseur B. 


On notera que si À est un corps commufatif, la condition B # 0 suffit. 


Unicité d’une solution éventuelle. — Soient (Q, R) et (Q*, R*) deux 
solutions. Alors, par différence 


@ B(Q—Q*) = R*-R. 


Le coefficient dominant de B, inversible dans À par hypothèse, n’est pas 
diviseur de zéro dans A. En reprenant encore le raisonnement du 6.1.2, on en 
déduit 

deg (B(Q—0*)) = deg B+deg (Q—Q*) 


Or deg (R*-— R) < sup (deg (R*), deg (R)) < deg B. 

L'égalité (1) exige donc : deg B+deg (Q— Q*) < deg B, 

c'est-à-dire deg (Q—Q*) = —-oo, ou Q = Q* ; il résulte R = R*. im] 
Existence d’une solution. — Posons : 


B = b,X7+..+b,, b, # 0, deg (B) = p. 


A tout m e IN LU {— wo} attachons l’assertion 


pour tout polynôme 4,, de degré m, il existe un couple (Q,, R,) 


Tan de polynômes tel que 4,, = B°Q,+R, et deg (R,) < deg (B). 


ë) Pour m < p, T, est vraie, le couple (0, 4,) pouvant être associé à 
a 
ii) Soit n donné, n > p. Supposons que Ÿ, ait été vérifiée pour tout 
m < n—1, et considérons le polynôme de degré n, ordonné suivant les puis- 
sances décroissantes 


A, = aX"+..+ao a, # 0, 
Formons le polynôme 4, = 4,-—S,-,"B, S,_, désignant le polynôme 


pare, de degré n—p. On constate deg (4,,) < n. 
P 
On peut donc trouver un couple (Q,., R,) tel que 


An=BQut+tRr et deg(R,) < deg (B). 


158 POLYNOMES 6.2.1 


On en déduit que le couple (Q, = S,-,+Q0, R, = RA) vérifie 
A, = BQ,+R, et deg(R,) < deg (B). 
Ainsi la proposition f, est vraie. O 
Pratique. — Il suffit d'utiliser le raisonnement précédent. 4, désigne 
soit À, soit un reste partiel, et nest le depré de 4,. Sin < p, la division est termi- 


née; sinon on calcule le reste partiel suivant 4, = 4,—8,_,-B comme ci- 
dessus ; S,_, est précisément le monôme de degré n—p du quotient. 


Exemple d'une division euclidienne dans Q[X1] : 


A= A, 2XIHSXI— X24 2X41 2X2-3Y+1 | 8 
2X*+3X5— x? : 
X?+4X+5 ù 
8X°— 2X?+ 2Y+1 1 
—S$,:B —8X$+1242— 4Y S:+S1+80 1 @ 
A2 10X2— 2Y+1 
—10X?7+15X—5 
Nous pouvons écrire 
2X*+5X%-X74+2X+1 = (2X2-3YX+1)(X2+4X+5)+13X—4. 
2° Propriétés de la division euclidienne 
PROPRIÉTÉ I. — Soient À un anneau commutatif, À et B deux poly- 


nômes de A[X1] tels que l’on puisse effectuer la division euclidienne dans A[X] 
de À par B. Si B est un sur-anneau de À alors le quotient et le reste de la division 
euclidienne de À par B dans B[X] existent et sont ceux de la division euclidienne 
de À par B dans A[X1]. 


PROPRIÉTÉ II. — Soient (4;);., une famille finie de polynômes de 
ATX, («;);. ; une famille d'éléments de À, et B un polynôme de A[XT, non 
nul et de coefficient dominant inversible dans À. On désigne par Q, et R; le 
quotient et le reste de la division euclidienne de À; par B. Alors 


i} de quotient et le reste de la division euclidienne de Ÿ a;A; par B sont 


Y'aQ et Ÿ œR: ÿsi 
iel iel 
ii) le reste de là division euclidienne de TT] 4; par B est celui de la division 
euclidienne de TT] R; par B. Li 
ier 
PROPRIÉTÉ El. — Si dans une division euclidienne on multiplie (resp. 


divise, dans la mesure où cela est possible) le dividende et le diviseur par un 
même polynôme P, alors le quotient ne change pas, et le reste est multiplié 
(resp. divisé) par P. 
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Les démonstrations de ces propriétés sont faciles ; elles sont laissées au 
lecteur. 


3° Détermination directe du reste. — Dans de nombreux problèmes 
le quotient d’une division euclidienne n’a pas d'intérêt, seul le reste importe. 
On pourra remarquer que, avec la notation du théorème du 1°, si on désigne 
par 3 l’idéal de A[X] engendré par B, le reste R est défini par les conditions 


A = R (Mod 3) et deg (R) < deg (B), 


ce qui permet de raisonner dans l’anneau quotient A[X]/3. 
Voici des exemples : 


PROPRIÉTÉ I. — Soit ae A. Le reste de la division euclidienne de 4 
par X— a est l’élément À(a) de A. 

Ce reste, de degré strictement inférieur à 1, est un polynôme constant 
de la forme R= A—(X-a) Q. 

Il peut être identifié à un élément de À, qui est d’ailleurs la valeur prise 
par la fonction polynôme À en tout point de À, et en particulier au point a. 
D'où tr 

R= À(a) = (Â—(X—2)-@) (a) = À() (mi 


Nous conviendrons d'écrire dorénavant 4 (a) pour À(a). 


PROPRIÉTÉ [T. — Soient # et p des entiers naturels, (p > 0), g et r le quotient et le reste de 
Ja division euclidienne de n par p dans N. Alors, pour tout a € À, le reste de la division de X°" par 
X?-— a est a%X", le reste de la division de X”—a" par X7—a? est a” X'— a"), 


— On a X" = (XP X". Si X° æ a (Mod à) alors X” = a*X” (Mod 3). 

— Si X?= a° (Mod 3), alors X"-—a" = (@)X'"—a" = a’ X'— a) (Mod 3). 
Du fait de r < p, les propositions en résultent. 

REMARQUE. — Tout 4 e A[ X] s'écrit, d’une et une seule façon : 


A2 aom-x 


Où @Qo… Qh-1 sont des polynômes (pour chaque monôme X”, on utilise une égalité 
X" = (XPYX", comme ci-dessus). 


p=1 
De X? = a (Moë 3), on déduit Az Y Q,(a}X* (Mod 3). 
k=0 


Ce dernier polynôme, dont le degré est strictement inférieur à p, est le reste de la division 
de À par X?—a. 


Application. — Reste de la division euclidienne dans Z.[X) du polynôme 
A XI24SNIIETNOE SH XX? S par X°—1. 

Le polynôme À s’écrit : 
À = (XBOX XL TOR) + SCA) XX X2 5, 

Le reste cherché est donc : 14+8X?+7+5-3Y+%7-5 =9X%2-3%48. 
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6.2.2. Etude des idéaux de X[X] 


Dans toute l'étude qui va suivre les polynômes 
sont à coefficients dans un corps commutatif K. 


THÉORÈME : K[X] est un anneau principal. D’une manière plus précise 
pour tout idéal 7 de l’anneau K[X], il existe un polynôme P de K[X], unique au 
produit près par un élément de K\{0}, tel que Z soit l’idéal engendré dans K[X] 
par P ; side plus Z n’est pas l’idéal nul il existe un polynôme unitaire P unique 
de K[X] tel que 7 soit l’idéal engendré par P. 

Rappelons qu’un anneau principal est un anneau intègre dans lequel 
tout idéal est principal (définition 3.3.2). K étant un corps commutatif, K[X] 
est un anneau intègre. Soit ! un idéal de K[X1. Deux cas sont possibles : 


a) I = {0} et Z est l’idéal principal engendré par le polynôme nul. 


b) I # {0}. Soit alors N’ © IN l’ensemble des degrés des éléments non 
nuls de Z. 


IN’ est non vide et admet donc un plus petit élément. Soit B un polynôme 
de J dont le degré est le plus petit élément de IN’. Il est évident que l’idéal 
engendré par B est inclus dans 7 puisque B appartient à Z. Réciproquement 
soit À un élément de Z ; nous pouvons effectuer la division euclidienne de 4 
par 8 (B est non nul), il existe un couple (Q, R) tel que : 


A=BQ+R et deg(R) < deg (8) 


A et B appartenant à 7, R = A— BQ appartient à J. Or deg (R) < deg (B) 
donc deg (R) n’est pas un élément de IN’, ce qui implique R = 0. Ainsi À 
appartient à l’idéal engendré par B. L'idéal engendré par B est donc I. 

Soit b, le coefficient dominant de B. Dans le corps K, l'élément non nul 
b, est inversible ; @,)"‘B est un polynôme unitaire engendrant J, et il est 
manifestement le seul. Q 


6.2.3. Plus grand commun diviseur d’une famille de polynômes 


de X[X] 


e Les définitions et propriétés concernant la divisibilité dans un anneau 
principal, rencontrées aux 3.3.2 et 3.3.3, valent dans le cas particulier de K[X],. 
La suite du 6.2 est consacrée à leur formulation en termes de polynômes. Nous 
ajouterons deux compléments (6.2.3,3° et 6.2.4,3°) dans lequel K[X1 interviendra 
comme anneau non seulement principal, mais euclidien (cf. exercice 3.09). 


1° THÉORÈME. — Etant donnée une famille (P;);.,; de polynômes 
de l’anneau K[X], l’ensemble des polynômes de l’anneau X[X7] qui divisent 
chacun des polynômes P, est l’ensemble des diviseurs d’un polynôme, A, unique 
au produit près par un élément de K\{0}, qui est appelé le plus grand commun 
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diviseur de la famille (P;); .;. Si, de plus, la famille contient au moins un 
polynôme non nul, il existe un polynôme unitaire unique plus grand commun 
diviseur de la famille, 


En effet, d’après 3.3.2, 2°, la famille (P,),., d'éléments de l'anneau principal 
K[X]admet pour PGCD tout générateur de l'idéal Y (P;) somme des idéaux 
(P,) de K[X]. ier 

D'autre part (3.3.7, 4°) À est PGCD de là famille (P,);. ; si et seulement 
si l’ensemble des diviseurs de A coïncide avec l'ensemble des diviseurscommuns 
aux polynômes P;. Ü 


Malgré son caractère abusif, nous utiliserons l'écriture À = A P.. 
ier 


2 Propriétés du PGCD. — (P;);., désignant une famille de polynômes : 


— Si o est une permutation de I! À P;g = À P: 
iel ier 


— Si(1;);. 3 est une partition de 1: A (A P)= A P; 
jes iel; ier 
— Pour tout polynôme P de K[X]: P(A P;) = A PP, 
ler ier 


— Pour tout P e K[X] divisant tous les P; : 


(pour cette dernière propriété remarquons qu’il s’agit bien d’une égalité de 
polynômes). 


3 Calcul du PGCD d’une famille finie de polynômes de KUX]. — La méthode 
que nous allons exposer est basée sur le fait que K[X7] est un anneau principal 
dans lequel on dispose d'une division euclidienne. Elle vaut aussi bien pour Z; il 
suffit de remplacer polynôme par entier (rationnel) et deg par | |( les éléments 
de Z sont en général représentés par des lettres minuscules). 

Si tous les polynômes sont nuls, le PGCD est 0; si seul un des polynômes 
est non nul, le PGCD est ce polynôme; sinon on se ramène par associativité 
à deux polynômes non nuls. 


LEMME. — Soient À et 8 deux polynômes non nuls tels que deg (B) < deg (4). 
Alors le PGCD de 4 et de B est le PGCD de B et de R, où R désigne le reste 
de la division euclidienne de À par B. 

Contenant 4 et B, l’idéal (4)+(B) contient B et R (d’après R — 4— BQ). 
D'où (4) +(8) = (B)+(R). 


Inversement, contenant B et R l'idéal (B) + (R) contient B et 4 (d’après 
À = BQ+R). D'où : (B)+(R) = (4) +(B) et (B)+(R) = (4)+(8). O 
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ALGORITHME D'EUCLIDE. — A partir de À et B non nuls, tels que 
deg (B) < deg (4), on se ramène au cas d’un polynôme C et du polynôme 
nul; le PGCD est alors C. Pour cela on définit par récurrence une suite 
((Q@+, Ryh>1 de couples de polynômes de la façon suivante : 


— @, et R, sont respectivement le quotient et le reste de la division 
euclidienne de À par B ; 


— Pourk>1etR, #0, 0,,, et R,;, sont respectivement le quotient et 
le reste de la division euclidienne de R,_, par R; (on convient : R; = B). 


— Pour k>1et R, = 0, on pose R,,, = Q,,, = 0 pour tout pe N*. 
On ne peut avoir R, # 0 pour tout ke N*, sans quoi (deg(R;)},.>, serait une suite 
strictement décroissante d’entiers positifs ce qui serait absurde. 


Autrement dit il existe un entier naturel k tel que R, # Oet R,,, = 0. 


D'après le lemme, nous avons : 


ANAB=BAR =R A R=... = Ri-, À R= R, À Rysi 
et, par suite : AAB=R, 
REMARQUE. — Dans cette méthode on peut évidemment (afin de faciliter 


la division euclidienne) remplacer un polynôme R, par un polynôme R;* 
produit de R, par un élément de K\{0}. 


Disposition pratique des calculs. — Montrons-la à l'aide d’un exemple : 


EXEMPLE. — Calcul du PGCD des deux polynômes de QIX]. 
= 2X#+3X$+4%142X+1, B=3X/+4X1+4X+1 


Le ee 9 
(on notera que l'on a été amené à remplacer R, par Ri = 5 Ri). 


Oz = 3X+1 


A =2X*+3X+4%2+2X+1 Ri = X?+X+1 


4 4 
3% +32 +3X+1 


R; =ixt45x +5 


Le reste R, étant nul, te PGCD de 4 et B est R? = X?+X+1. 


REMARQUE. — En fait seuls les restes importent, les quotients ne jouant 
aucun rôle. Il peut arriver que les restes s’obtiennent sans qu’il soit nécessaire 
d'effectuer les divisions euclidiennes. 
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EXEMPLE. — PGCD dans K[X] de À = X"—a" et B= X7-a, (a# 0, 0<p<n). 
Au n° 6.2.7, 3°, nous avons calculé — sans effectuer de division — le reste R; de la division 


de À par B : get r étant le quotient et le reste de la division euclidienne de ñ par p, nous avons 
trouvé R; = a“(X°— a). 


Nous adopterons donc RŸ = X°—4", (justifié par a”? # 0). D'où : 
CA" a") À (XP — a?) = (XP— a?) À (X"—a"). 


On itère et on constate que, pour obtenir les restes R,, nous devons effectuer les divisions 
successives dans IN de »# par p, puis de p par r..., jusqu'à trouver un entier r,4, = 0. Par ce pro- 
cédé, qui constitue l'algorithme d'Euclide dans Z, nous déterminons r, = 6 où 6 est le PGCD 
de net de p. 


Ainsi : (X"—a") À (XP — ar) = X°— a? 


6.2.4. Polynômes premiers entre eux 


1° Conformément à la définition générale du n° 3.3.1. 5°, posons : 


DÉFINITION. — Soit (P;),., une famille de polynômes de K[X]; on dit 
que ces polynômes sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement 
si un de leur PGCD est 1. Il revient au même de dire que leurs seuls diviseurs 
communs sont les éléments de K\{0} ou encore que l’idéal © (P,) est K[X1. 

ier 


REMARQUE. — Si deux polynômes P,, et P,, de la famille (P;);., sont 
premiers entre eux, la famille (P;);. ; est une famille de polynômes premiers 
entre eux dans leur ensemble puisque l'idéal (P;) + (P;) est déjà K[X]. La 
réciproque est fausse : par exemple, dans QI XT, les trois polynômes X(X+ 1), 
(X+1)(X+2) et X(X#+2) sont premiers entre eux dans leur ensemble, sans 
qu'il existe deux de ces polynômes qui soient premiers entre eux. 


2° Propriétés des polynômes premiers entre eux. 


a) THÉORÈME DE BEZOUT. — Pour que (P;);. ,; soit une famille de poly- 
nômes premiers entre eux dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe 
une famille presque nulle (4;); . ; de polynômes de K{X] telle que 1 = Y A;P: 

ieï 


En particulier pour que » polynômes P,,…., P, de K[X] soient premiers 
entre eux dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe # polynômes 
A, À, de K[XT tels que 1 = A,P;+..+4P, 


REMARQUE. — Si (P;);. , est une famille de polynômes de KT X] premiers entre eux dans 
leur ensemble, si K’ est un sur-corps de K, la famille (P;);., est une famille de polynômes de 
K'[X] premiers entre eux dans leur ensemble dans £’[ X] puisque la famille (4,); . ; presque nulle 
de polynômes de K[X] qui satisfait au théorème de Bezout est aussi une famille presque nulle 
de polynômes de K'[X1]. 
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b) Caractérisation du PGCD d’une famille (P:); « : de polynômes de K[X]. 


THÉORÈME. — Soit (P,),. une famille de polynômes de K[X] non tous nuls, 
Pour qu’un polynôme À de K[Y] soit PGCD de (P,),, r il faut et il suffit 


AY 
K[X1] soit constituée de polynômes premiers entre eux dans leur ensemble. 


que pour tout i € Z, À divise P, et que la famille des polynômes () de 
ier 


11 résulte de la remarque et du théorème qui précèdent que si (P;),. , est une famille de 
polynômes de K[X] et si K' est un sur-corps de K, tout PGCD de la famille (P,),.,; dans K[X] 
est un PGCD de cette famille dans K'[ X]. 


c) THÉORÈME DE GaAUSs. — Si À divise le produit BC et si À est premier 
avec B alors À divise C, 


d) De ces trois théorèmes on déduit (cf. 3.3.2) les conséquences suivantes, 

Soient 4, B, A, B;, … des polynômes de K[ X]. 

— Si À est premier séparément avec B;,.…., B,, alors À est premier avec 
de produit B; … B, ; 

— Si À divise le produit B, … B, et si À est premier avec B;,..., avec 
B,-, alors À divise B,. 

— Si A:1,.…, À, sont premiers entre eux deux à deux et si chaque À, 
divise B alors le produit A; … À, divise B. 

REMARQUE. — Cette dernière propriété est inexacte dans le cas de polynômes premiers 
entre eux dans leur ensemble ; par exemple, dans @[ X], les trois polynômes X(X+1), X(X+2), 
(X+1)CX+2) sont premiers entre eux et chacun divise X(X+1)(X+2) sans que leur produit 
divise ce polynôme, 

3° Etude des polynômes de Bezout de deux polynômes À et B de K[X] 
non tous deux constants et premiers entre eux. 


L'étude vaut pour Z : on remplace polynôme par entier, deg par | |, constant 
par nul ou inversible. 


PROPOSITION. — Soient À et B deux polynômes de K[X], non tous deux 
constants, et premiers entre eux. Alors il existe un couple unique, (U,, V,), de 
polynômes de K{X] vérifiant les conditions : 


AUo+BVo = 1, deg(Us) < deg(B), deg (Vs) < deg (4). @) 


De plus, l’ensemble des couples (U, V) e (K[X1?) vérifiant AU+BV = 1, est 
donné par : 
U=U,+PB et V=V,-PA ave Pe K[X]. 


Tous les polynômes que nous allons considérer appartiennent à K[X]. 


L'hypothèse impliquant que À et B sont non nuls, nous pouvons consi- 
dérer que sont donnés : B # 0 et À non constant, premiers entre eux. 


Soit (U1, V,) un couple tel que AU, +BV, = 1, couple qui existe d’après 
le théorème de Bezout. Un couple (U, F) vérifie AU+ BV = 1 si, et seulement 
si (U, V) vérifie A(U—U:) = BV, —F). 
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D’après le théorème de Gauss, ceci exige que À divise V, —W, c'est-à-dire 
qu'il existe P tel que V,—W = PA, ou V = V,—PA égalité qui — compte 
tenu de 4 £ 0 — entraîne U = U,+PB. 

Réciproquement, à tout P e K[ X1, on peut attacher un et un seul couple 
de la forme (U,+PB, V,-—PA), et on a: A(U,+PB) + B(V;-PA)= 1]. 

Si l’on veut qu'en outre deg (V,—PA) < deg (A), il est nécessaire et 
suffisant de choisir pour polynôme P le quotient Q de la division euclidienne 
de V, par À. On obtient ainsi le couple (U,, V,), avec : 

Us = U;+0B, Vi =V;-04, 
tel que : 
AUs+BV, = 1 et deg(V) < deg(A). 

Notons que BV, n’est pas nul, car dans le cas contraire on aurait 
AU, = 1, en contradiction avec l'hypothèse deg (4) > 1. 

De AU, = 1-—BV,, on déduit : deg (AU,) < deg (BV), ce qui s'écrit : 
deg (4) + deg (Uo) < deg (B) + deg (Vo). 

Compte tenu de : deg (V,) < deg(4), on a : deg (U,) < deg (B). Ainsi 
(Us, Vo) est l’unique couple vérifiant (1). La fin de la proposition résulte de ce 
qu'on peut maintenant adopter (U,, V,) comme couple initial (U,, V,). O 


REMARQUE. — Pour déterminer le couple (U,, V5), on peut utiliser une méthode de coeffi- 
cients indéterminés. On peut aussi remarquer que, dans les divisions du calcul du PGCD de 4 
par B par l'algorithme d'Euclide, tous les restes partiels et en particulier le PGCD, qui est 1, 
s'expriment sous la forme R, = AS,+BT,. Le lecteur pourra vérifier que pour R, = 1, on 
obtient exactement 1 = 4AçU+ BV, (cf. exercice n° 6.15). 


6.2.5. Plus petit commun multiple d’une famille de polynômes 
de K[X] 


THÉORÈME. — Etant donnée une famille (P;);.r de polynômes de 
K[X}, l’ensemble des polynômes de l’anneau K[X1] qui sont multiples de chaque 
polynôme P, est l’ensemble des multiples d’un polynôme 4, unique au produit 
près par un élément de K\{0}, qui est appelé le plus petit commun multiple 
de la famille (P;);er. 

D'après 3.3.2, 2° la famille admet pour PPCM tout générateur de l'idéal 
n (P:), de K[X]. Or (3.3.1, 4°), M est un PPCM de la famille (P,);. ; si et seule- 
iel 


ment si l’ensemble des multiples de M coïncide avec l’ensemble des multiples 
communs aux P;. [al 


Nous noterons M = v P.. 
ier 


Rappel de résultats. 
a) Si la famille contient un polynôme nul, alors M = 0. 


b) Si la famille est finie, et ne contient aucun polynôme nul, alors M # 0 
(le produit des P;, qui n'est pas nul, est un multiple de M). 
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c) Commutativité et associativité du PPCM. 

d) Le produit par un polynôme est distributif par rapport au PPCM. 

e) THÉORÈME. — Soient À et B deux polynômes non nuls de K[X], À un 
PGCD, M un PPCM. Alors 4B = MA (à un coefficient multiplicatif non nal 
près). 

Cette égalité ramène le calcul du PPCM de deux polynômes non nuls 
à celui de leur PGCD. L'associativité permet d’en déduire le calcul du 
PPCM de # polynômes non nuls. 

Remarquons que l'égalité AB = MA ne s'étend pas à plus de deux polynômes. Par exemple 


dans QELX] les trois potynômes X(X + 1), X(X + 2), (X + 1)(X + 2) ont pour PGCD : | et pour 
PPCM : X{X + 1)(X +2). 


6.2.6. Polynômes irréductibles 


1° Reprenons une définition donnée au n° 3.3.1., 3°. 


DeriNiriON. — Un polynôme P de K[X1 est dit irréductible sur le corps K 
s’il est non inversible, et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les polynômes 
associés à P, et les éléments de K\{ 0}. 


REMARQUES. — Le lecteur reverra au 3.3.7, 3° l'interprétation de cette 
définition en termes d’idéaux. 


a) Il résulte de la définition que tout polynôme irréductible est non 
constant, i.e. à un degré supérieur ou égal à 1, que tout polynôme associé à un 
polynôme irréductible est lui-même irréductible, que tout polynôme de 
degré 1 est irréductible. 

b) Contrairement aux notions de PGCD et de polyÿnômes premiers entre eux, la notion 
de polynôme irréductible est relative au corps & Plus précisément, si K° est un sur-corps de K, 
tout polynôme P de KT X] irréductible dans K’[ X] est irréductible dans K[X7] mais ja récipro- 
que est fausse; par exemple le polynôme X2-—2 est irréductible dans Q[X] mais ne l’est pas 
dans R[X1. 


2° PROPOSITION. — Soient P un polynôme irréductible dans K[X] et À 
un polynôme de K[X]. Alors 4 et P sont premiers entre eux si et seulement 
si P ne divise pas 4. 

Cette propriété a été établie en 3.3.7, 5°. Il en résulte que deux polynômes 
irréductibles non associés sont premiers entre eux et que plus généralement 
si P et Q sont irréductibles non associés, P* et Q* sont premiers entre eux 
quel que soit l’entier k. 


CoRoOLLAIRE. — Soit P un polynôme irréductible dans K[X].. Pour que 
P divise un produit P,...P, de polÿnômes de X[X], il faut et il suffit que P 
divise l’un de ces polynômes. 

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car si elle n’est 
pas remplie P est premier avec chaque P,, donc avec leur produit ce qui implique 
que P (dont le degré est au moins égal à 1) ne peut diviser P,...P,. (| 
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6.2.7. Décomposition d’un polynôme en facteurs irréductibles 


L'ensemble S. — Soit K un corps commutatif. Nous désignons par $ 
l’ensemble des polynômes irréductibles et unitaires de K[X1]. I possède la 
propriété suivante : tout polynôme irréductible de K[X] est associé à un et 
un seul élément de T. 


1° Application de l’étude des anneaux factoriels (3.3.5). — Comme 
tout anneau principal, l’anneau KT X1] est factoriel (3.3.3, 2°). Nous pouvons 
donc énoncer : 


THÉORÈME DE DÉCOMPOSITION. — À tout polynôme 4, non nul, de KA[X], 
on peut associer un, et un seul couple constitué d’un élément non nul # de Xet 
d’une application presque nulle v : % —- IN, tel que : 


A=uI| P® (D) 
Pey 
On dit que (1) est la décomposition du polynôme 4 en facteurs irréductibles. 
Dans la pratique (1) S'écrit pour un polynôme non €onstant . 
A = u Pit. Pi, 
les P; étant des éléments distincts de :f, les 4; étant au moins égaux à 1. 


2° Étude directe de la décomposition. — L'étude qui suit permet d'éviter 
le recours au théorème selon lequel tout anneau principal est factoriel, la 
démonstration de ce théorème étant délicate. Elle s'adapte au cas de Z. 


LEMME. — Tout polynôme non constant P € K[X] admet un diviseur irré- 
ductible. 


Soit D l'ensemble des diviseurs non constants de P. Ona PE), donc 
D £ 9. L'ensemble des degrés des éléments de D est une partie non vide de 
IN, minorée par 1 ; il admet donc un plus petit élément m > I. Soit O un 
polynôme de degré m de D. Il est irréductible dans K[XT], d’après la défi- 
nition de m. O 


Notons qu’en particulier P admet un diviseur irréductible unitaire. 


— Nous allons maintenant prouver le théorème de décomposition du 
1° par récurrence sur deg (4). 

Si deg (4) = 0, 4 est un élément de K\{0} et le couple # = 4 et (P) = 0 
pour tout P convient. Soit n fixé, n > 1. Supposons l'existence d’un couple 
(u, v) établie pour tout polynôme de degré compris entre O0 et n—1 et soit 
A un polynôme de degré n. D’après le lemme, À admet un diviseur P, ef, 
ce qui s'écrit 4 = BP,, avec deg(B) < n et B Z 0 (puisque 4 # 0, et 
deg (Po) > 1). 


Il existe donc une décomposition : B = uw’ [] P*(?. 
PeT 
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En posant u = u', et en considérant v : % —> IN définie par : 
v(P) = v(P) si PÆP, et v(Po) = v'(Po) + L 
on met en évidence l’existence d’une décomposition (1) de 4. 


L'unicité se prouve comme dans le cas d’un anneau principal quelconque 
(cf. fin de la démonstration du 3.3.3, 2°). 


3° Applications, — Communes à tout anneau factoriel, ce sont : 
a) Divisibilité d’un polynôme par un autre. 
b) Formation du PGCD et du PPCM d'une famille finie. 


6.3. DIVISION SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES 


6.3.1. Division suivant les puissances croissantes 


Comme au 6.2.1, l’anneau de base est noté À (et non 4). 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient p un entier naturel, À un anneau 
commutatif, À et B deux polynômes de A[X] tels que B(0) = b, soit un élément 
inversible de A. Alors il existe un et un seul couple (Q, R) de polynômes de 
A[X1] tels que l’on ait : 


A=BQ+X7T".R et deg (Q) <p. 


Unicité d’une solution éventuelle. — Soient (Q, R) et (Q*, R*) deux 
solutions. Alors, par différence : 
B(Q—Q*) = XP*'(R*—R) @) 


ba n'étant pas diviseur de zéro dans À, on en déduit, en raisonnant comme 
au 6.1.2,4° : 


val (B) + val (O0 — Q*) = (p+1) + val(R*—R). 

Compte tenu de val(B) = 0, (1) exige val (Q—O*) > p+1 ; comme 
deg (Q—Q*) < p, (1) exige O0 —Q* = 0 ; il en résulte R*—R = 0. O 

Existence d’une solution. — Si val (A) > p+1, en particulier si À = 0, 
on peut écrire À = X?*!C, et on dispose de la solution (0, C). 

Ceci posé, on va montrer, par récurrence descendante que l’assertion 

pour tout polynôme 4, de valuation m, il existe un couple (Q,, R,) 

m) de polynômes tels que 4, = B-Q,+XP*1R, et deg (Q,) < p. 
est vraie pour tout me N. 
— On vient de voir que Ÿ, est vraie pour m > p+1. 
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— Soit n donné, n < p. Supposons que Ÿ,, a été vérifiée pour tout 
m > n+1 et considérons le polynôme de valuation n, ordonné suivant les 
puissances croissantes : 
À, = 0,X"+..+a,X%, à, À 0. 
a 
Formons le polynôme 4,, = 4,—T,°B, T, désignant le polynôme Be X", 
0 
de valuation et de degré n. On constate val (4,) > n. On peut donc trouver 
un couple (0, R,,) tel que : 


An = B°Q,+XPT1R, et deg(Q,) < p. 
On en déduit que le couple (Q, = T,+0,, R, = R.) vérifie : 
A,= B'Q,+XTIR, et deg (Q.) <p. 
Pratique. — On utilise le raisonnement précédent. 


Exemple d'une division suivant les puissances croissantes dans Æ[X], à l'ordre 4. 


t 
A= A, 2X+3X7- x$ 1+2X-X° ! B 
=T,B |-2X-4%1 +2X4 ! 
2X+(-X2)+ X° 1 
A3 — X?- x°+2X* . ! 
—T,B X1+2X$ —X" D+D+T = ra] 
PA X3+2X- XS | 
=T;B —X$-2Xx +Xx$ 
XSR = As 


Nous pouvons écrire : 2X+3X?2—Y5 = (1+2X-—X5) (2X-X2+X$) + X5(—1+X). 


EXERCICE. — Etant donné 0 ER, diviser suivant les puissances croissantes et à l'ordre n, 
A=1-Xcosû par B=1-2Xcos0+X!. 


A partir de 49 = À, on calcule : To = 1 et À, = X cos Ü— X?, puis : 
Ti= Xcos0 et À, = X? cos 20- X° cos 8. 
Cela conduit à poser l'hypothèse de récurrence : 
(RD Tir = X*lcos(k—1)0 et A, = X*coskO-X'*!cos(k—1)8, K>1 
On vérifie aisément que si (R,) est vraie, alors (R;,1) est vraie. D'où, pour tout neN : 


GX cos 0) = (12% cos 0+ #7?) (1+ X cos 0+ 2? cos 204+...+ X" cos nô) + 
+ X"*{ [cos (n+ 1) 8 — X cos nô]. 


En donnant à lindéterminée X la valeur 1 nous obtenons, pour 8 # O0 (Mod 2x) 


. n+i #0 

sin 8008 + 
1+cos 8+cos 20+...+cos nô = ô 
sinz 


expression déjà obtenue grâce aux nombres complexes au chapitre 5. 
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2° Propriétés de la division suivant les puissances croissantes. — Elles 


sont très comparables à celles de la division euclidienne (6.2.7, 2°) ; nous 
laissons au lecteur le soin de les formuler. 


6.4. DÉRIVATION. RACINES 


6.4.1. Polynômes dérivés 


1° DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et P = Ÿ a,X" un 
meN 


polynôme de A[X]. On appelle polynôme dérivé de P le polynôme P' € A[X] 
défini par : 


P'= ÿ (n+l)as1X" @) 


neN 
On rappelle que (n+1)a,,, peut être considéré comme le produit des 
éléments (n+1)1, et 4,4, de À. 
On notera que l’on peut écrire P' = D na,X""!. 
ne NY{0} 


Si P est une constante, P' est le polynôme nul. Sinon, a,,, — 0 dès que 
n+1 excède le degré p de P, et donc : 


(ao+aiX+.….+a,XP) = a,+2a,X+...+pa, XP. 


Dans ce cas: deg(P'}= deg(P)—1, sauf si (pli)°a, = 0, ce qui 
exprime que p est un multiple de la caractéristique de À ou que pl, et a, 
sont des diviseurs de 0 associés. 

Retenons que l’on péut avoir deg (P'} < deg (P)—1, snais que si À est 
intègre et de caractéristique 0, alors pour tout polynôme non nul P : 


deg (P') = deg (P)—1. 
Polynômes primitives. — DÉFINITION. — On appelle primitive de P € A[X] 
tout polynôme de A[ XI dont la dérivée est P. 
Il résulte de ce qui précède que si 4 est intègre et de caractéristique 0, 
les primitives du polynôme nul sont les polynômes constants. 


A titre d'exercice, le lecteur pourra vérifier que si À est un anneau intègre de caractéristique 
a, les primitives du polynôme nul sont les polynômes de la forme Q@(X®, où Q(X) est un 
élément quelconque de 4[X1]. 


2° Propriétés des polynômes dérivés. — THÉORÈME I. — L’application 
D qui à fout polynôme associe son polynôme dérivé est un endomorphisme du 
A-module A[X]. 


En effet de (1} on déduit, pour tout (P, @) e (A[X1)? et pour tout a € 4, 
(P+Q) =P'+Q' et (aP) = aP’. 


64.1 DÉRIVATION. RACINES 171 


ÆHÉORÈME Il. — Pour tout couple (P, Q) de polynômes de A[X] 
(P-Q) = P'-Q+P-0". @) 


La linéarité de D fait qu’il suffit d'établir (2) dans le cas où P et Q sont 
respectivement X? et X. En éliminant le cas trivial » = © ou g = 0, on calcule : 


CHOC ASE T7) En 
et CAP) -X2 + XP-CX9) = p XP LS + XPeq XI! Û 
GÉNÉRALISATION. — On démontre par récurrence sur m: 


m 


(PirP,) = 2 Pic Pii Pi Pipe Pr 
je 
THÉORÈME TL. — Pour tout couple (P, Q) de polynômes de A[X1 : 
(Po Q) =(P 00)-0". G) 


La linéarité de D fait qu'il suffit d’établir (3) dans le cas où P = X?, 
auquel cas, en éliminant le cas trivial p = 0, (3) s'écrit (Q°) = pQr"!-Q". 
Cette dernière formule est un cas particulier de la généralisation précédente. 


3° Dérivations successives d’un polynôme. — Par récurrence, on définit, 
pour tout £eIN, l’endomorphisme D du module A[X] par : 


D=ïdypm; D'=D; D'=DoD*1,(k> 1. 


DÉFINITION. — Pour tout P e A[Y] et tout & eIN, D“(P), que l’on note 
également P(*, est appelé polynôme dérivé k-ième (ou d’ordre k) du poly- 
nôme P. 


Par récurrence sur k, on vérifie : 
CŒ ax = Y (n+k)(n+k-1) …. (n+1) as X* (4) 
neN nenN 


et on montre que si & > deg(P), alors P* = 0 et que si 1 < k < deg(P), 
alors deg(P®) < deg(P)—k, avec égalité au moins si 4 est intègre et de 
caractéristique 0. 


ExeRCICE. — Formule de Leibniz. — Pour tout k > 1 est vraie légalité : 
L Fe 
(DD = X GPO.gun, 
i=0 
Récurrence sur k. (9,) n’est autre que (2). Supposons D,., vraie, (k > 2), et calculons 
€P-QYP, qui s'écrit : 
k=1 
D ci, PY. de 
CE 1 2 
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En utilisant (2), on obtient la nouvelle expression de (P-@)*) : 
k-1 k=1 
5 ci sPUtD Que i-n 4 Ÿ ci, PA QU 
550 F=0 
et, après un changement d'indexation dans chaque somme : 


k k- 
À c1P0.00-0 +5 cL. #°.g8-9 
120 


imi 


et on en déduit que (D,) est vraie (cf. formule du binôme 3.1.), 


6.4.2. Formule de Taylor 
On se place ici exclusivement sur un corps com- 
mutatif K de caractéristique 0. 


THÉORÈME. — Soient P un polynôme de K[X], et a un élément de K. 
On a alors l’égalité des polynômes, dite formule de Taylor : 


(nr) 
bay r-Q@ 


neN 


X—aÿ @ 


où P()(a) désigne la valeur au point a de la fonction associée au polynôme P°, 


et où à désigne l’inverse de l’élément non nul (n !)1, de K. 


(On peut se limiter à : 0 < n < deg (P)). 


Démonstration. — Dans le cas a = 0, la formule (1), alors appelée 
formule de Mac-Laurin, s'écrit : 


ee S pr (0) 


“en n! 


X", 


et elle résulte de ce que, pour tout & > 1 on a (6.4.1, 3°): 
PO(O) = k(k—1) 1 a. 
Dans le cas a # 0, on introduit le polynôme Q = PO(X+a), et, en 
utilisant (X-+a)' = 1, on déduit par récurrence du théorème III du 6.4.1 : 
Vkz>l Q® = PO o(X+a). 


En passant aux fonctions polynômes, et en prenant les images de 0, 
on en déduit, pour & > 1, Q@®(0) = P4(a) ; par ailleurs on a directement 
Q(0) = P(a). La formule de Mac-Laurin appliquée à Q s'écrit ainsi : 


PP (a) vu 
2-x n! + 
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En composant les deux membres par X—a, et en utilisant QO(X—a) = P, 
on obtient (1). Q 


Nous donnerons une autre démonstration au chapitre 9. 


REMARQUES. — a) La démonstration précédente reste valable dans un 
anneau commutatif À, pour un polynôme P tel que, pour tout 0 < k < deg (P), 
l'élément (k£!)1, soit inversible. En particulier, dans un corps de caractéristique 
p, la formule de Taylor s'applique à tout polynôme P tel que deg (P) < p. 


*b) En anticipant sur les polynômes à deux indéterminées, étant donné un corps K de carac- 
téristique 0, K[X1] est un anneau de caractéristique O dans lequel (k!)14 est inversible pour 
tout k. P étant un polynôme de K{Y], nous pouvons le considérer comme un polynôme de 
K[X1EY1 et la formule de Taylor s'applique dans K[X][Y] au point X de K[X1] soit : 


(a r] 
PM = Y F 0 @-X)" en particulier P(X+ŸY)= E 0 Y. 
nen N° nen 
6.4.3. Racines d’un polynôme 
1° THÉORÈME Î ET DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif, P un 


polynôme de A[X], « un élément de 4. Les assertions suivantes sont équiva- 
lentes : 

Î) P(a) = 0, (on rappelle que P(a) désigne P(a) e À) ; 

it) le polynôme X—a divise le polynôme P. 

Dans le cas où ces assertions sont vraies, et dans ce cas seulement, on dit 
que a est racine (ou zéro) de P. 


L'équivalence résulte en effet de ce que le reste de la division euclidienne 
de P par X-—a est P(a). 


REMARQUES. — a) Le polynôme nul admet pour racine tout a € 4. 

b) Un polynôme constant non nul n’a pas de racine. 

€) Soient P e A[X1, et B un sur-anneau de 4 ; toute racine de P dans 
A est racine de P dans B, mais la réciproque est fausse. C’est ainsi que 
2X2—3X+1 admet dans Z la racine 1 et dans Q:les racines 1 et 1/2. 

d) Si À est un corps commutatif K, l’assertion ä) est encore équivalente, 
pour P £ 0, à : X—a figure dans la décomposition de P en produit de polyné- 
mes unitaires et irréductibles dans KT X]. 


e) Tout polynôme P e K[X1], tel que deg (P) > 2 et que P ait une racine 
dans K n’est pas irréductible dans KT[X] ; la réciproque est fausse. 


2° Racines multiples 


Jusqu'à la fin du chapitre, l'anneau À est un corps 
commutatif K. 
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THÉORÈME II ET DÉFINITION. — Soient K un corps commutatif, P un 
polynôme de K[X]}, a un élément de X, 4 un entier tel que 4 > 1. Alors les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

() Il existe Q e K[X] tel que P = (X—a)t. Q et Q(a) # 0, 

Gi) (X— a)" divise P et (X—a)** ! ne divise pas P. 

Dans le cas où ces assertions sont vraies, et dans ce cas seulement, on dit 
que k est l’ordre de multiplicité de la racine a de P. 

(H est bien évident que ces assertions impliquent que a est racine de P). 

(@) —> (@). De la division euclidienne : Q@ =(X-—a)S + Q(a) on 
déduit : 

Q-CX— a) = (X—aÿ 25 + Q(a)(X—a). 
Dans l’hypothèse (i), le reste de la division de P par (X-—a)**! est le 


polynôme non nul Q(a)-(X—aÿ. ml 
(Gi) = (). L'hypothèse (if) se traduit par P = (X-—a) Q, avec Q 
non divisible par X—a, c’est-à-dire avec Q(a) # 0. m] 


REMARQUES. — 4) Il résulte des théorèmes du 1° et du 2° que toute racine 
d’un polynôme non nul de K[ X] a un, et un seul ordre de multiplicité k ; on 
parlera de racine simple (resp. double, triple...) si k = 1 (resp. 2, 3, ...), et 
de racine multiple si & > 1. 


b) Si P est divisible par (X—a), k > 1, nous dirons que a est racine de 
P, d'ordre au moins égal à k, et cela même si P = 0 (auquel cas la notion 
d'ordre de multiplicité d’une racine n’est pas définie). 

c) Abréviativement, il nous arrivera d'écrire ordre, ou encore multiplicité, 
pour ordre de multiplicité. 

THÉORÈME IL. — Soient X un corps commutatif de caractéristique O0, 
P un polynôme de K[X], a un élément de X, 4 un entier tel que k# > 1. 
Pour que a soit racine d’ordre 4 de P il faut et il suffit que : 

P(a)=0, P'(a)=0,.,P% (a) =0, P(a) # 0. 
La formule de Taylor appliquée au polynôme P s'écrit : 


por", p 200 


n5x n! 


#21 pO) (a) 
n=o nn! 


(X— a+] + 


expression qui met en évidence le quotient ©, le reste R de la division eucli- 
P# Fe 
r@ de O(a). On utilise alors la 
condition (i) du théorème Il. Q 

En particulier a e K est racine simple de P e K[X] si et seulement si 
P(aj = 0 et P'(a) z 0. 

COROLLAIRE. — Soient Æ un corps commutatif de caractéristique O et # 
un entier tel que & > 2. Alors a € K est racine d’ordre k de P e K[X'] si, et 
seulement si a est à la fois racine de P et racine d’ordre &—1 de P'. 


(X-a}, 


dienne de P par (X—a)*, et la valeur 
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REMARQUE. — Soit X un corps de caractéristique p # 0. Le théorème III peut être en 
défaut ; c’est ainsi que (X—1} e K[X] admet | pour racine d’ordre p, alors que, pour tout 
k>1, PW =0. Cependant le théorème est vrai pour tout ordre de multiplicité & < p. En 
effet, en reprenant la démonstration de la formule de Taylor, on constate qu’on peut écrire, 
au lieu de la formule de Mac-Laurin : 

k pe (0) ” = 
P= D pr. x +Lax : 
On en déduit : 


1 D 0) 
_ -a-p[5e+ 5 aa] n S Pi 2) 
: ak n=0 N° 


Œ&-ay. O 


6.4.4. Isomorphisme entre polynômes et fonctions polynômes 
sur un corps infini 


1° THÉORÈME. — Soient K un corps commutatif et P un polynôme de K[X]. 
Etant donnés les éléments deux à deux distincts a,, …., a, de X et les entiers 
naturels non nuls k£,,..., k,, P admet chacun des a; comme racine d’ordre au 


moins k; si, et seulement si P est divisible par [] (X—a;)*. 
i=i 


La condition énoncée est manifestement suffisante. Montrons qu’elle est 
nécessaire : pour 1<i<r et 1 <j<r, avec i # j, les deux polynômes 
(X—a;) et (X—a;) sont irréductibles et non associés puisque a; £ a;, donc 
(X— a; et (X—a;}: sont premiers entre eux ; il en résulte que si P est 
divisible séparément par chacun des polynômes ( X—a;}*, alors P est divisible 
par le produit de ces polynômes (6.2.4, 2°). m| 


CoROLELAIRE [. — Soit P un polynôme non nul de K[X] admettant, dans K, 
r racines deux à deux distinctes 4,, …, a, d’ordres au moins égaux à #,,..., k,. 
Alors : 


ki++k, < deg(P). 
i=r 


En effet P=R [[ (X—a)". Comme P # 0, alors R # 0 et 


ei 
deg(P)=k;+..+k,+deg(R) avec deg(R) > 0. CO 


COROLLAIRE IL. — P e K[X], de degré p, admet dans K au plus p racines 
deux à deux distinctes. 


CoROLLAIRE III. — Soit P e K[X], tel que deg (P) < n, admettant r racines 
distinctes à des ordres au moins égaux à k:, …, k,, avec k,+..+k, > n. Alors 
P est le polynôme nul. 


En effet si on avait P # 0, on aurait k,+...+k, < deg (P) < n. CO 
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CoROLLAIRE IV. — Soient P, et P, deux polynômes de KX[X], de degrés au 
plus », tels que les fonctions polynômes P, et P, prennent les mêmes valeurs en 
n+1 points deux à deux distincts de K. Alors P, = P:. 

Si on avait P, # P;, le polynôme non nul P,—P;, de degré au plus #, 
admettrait n+1 racines deux à deux distinctes. O 


2° Polynômes scindés sur le corps K. — DÉFINITION. — On appelle 
polynôme scindé sur X tout P € K[X1] constant ou tel que P admette des racines 
dans K dont la somme des ordres de multiplicité soit égale au degré de P. 


Autrement dit, les polynômes scindés sur K sont le polynôme nul, les 
polynômes de degré 0 et les polynômes de la forme : 


P=all (X-a)", a # 0, les a, deux à deux distincts, les k; non nuls. 
i=1 
On notera qu’un tel polynôme P peut s’écrire, en tenant compte, cette fois, 
de l’ordre des facteurs : 


P = a(X-a;)..(X-«,), a # 0, 


où (x;);en, est une famille dont les éléments sont a,, …, &,, qui se retrouvent 
respectivement £, fois, …, k, fois; cette famille est unique, à la composition 
près par une permutation de N, ; nous dirons qu'une telle famille est un sys- 
tème de racines du polynôme P. 


3° Application à un isomorphisme. — Reprenons, dans le cas où 
l'anneau commutatif À est un corps infini, le morphisme de 4-algèbres 
AIX] +— 44 déterminé par P + B. Ici le morphisme est injectif. En effet 
si P est une fonction nulle, alors P admet pour racine tout élément du corps 
infini À, ce qui, d’après le corollaire ILE, est incompatible avec deg (P) eN. 
On a donc P = 0. O 


Comme l’ensemble des fonctions polynômes sur K est l’image de ce mor- 
phisme, on a: 


THÉORÈME. — Si K est un corps commutatif infini, alors la K-algèbre des 
fonctions polynômes sur K est isomorphe à la K-algèbre K[X]. 


Ainsi sur un corps infini l'égalité des fonctions polynômes équivaut à 
l'égalité des polynômes, et on peut adopter la même notation pour un poly- 
nôme et pour la fonction associée. 


REMARQUE. — Les résultats du 1° et du 2°, ainsi que l’isomorphisme précé- 
dent subsistent dans le cas d’un anneau intègre infini 4. En effet on peut plonger 
À dans son corps de fractions K. Soit P e A[X], divisible séparément par les r 


polynômes (X—a;) de A[X]; alors le polynôme B = [] (X—a;)* divise P 
i=1 

dans KT[X] : en fait, le polynôme B étant unitaire, la division euclidienne de 

P par B se fait dans A[X1], et B divise P dans A[X1]. (me 
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CoNTRE-EXEMPLE. — Soit À l'anneau non intègre Z/6Z. Le polynôme X?—3%+2 de A[X] 
de degré deux, admet les quatre racines 1, 2, 4, 5. 


4 Application : formule d’interpolation de Lagrange. — On donne un corps com- 


mutatif K, et deux éléments (&;), < ; « « et (Bihi « à < , de K”, les a; étant supposés deux à 
deux distincts. On étudie : 


f={(PeK[X]IVieN, PQ) = fi}. 
On constate qu’un élément particulier de $ est le polynôme : 
En B di) A ie) (on) 
A ed) Gui) Qi Gr) Gr @) 


Par ailleurs l'application 4: K[X] —+ K°, déterminée par P + (Pfaihi « 1e n est 
linéaire, et on vérifie aisément : 


VPeXK[X] PEeT<= (P-L)e Keru. 
Comme Ker u est l'ensemble des polynômes : 
Œ-u)...(X-a)Q, QeK[X] 


la question est résolue. Notons que L est le seul élément de dont le degré n’excède pas n-l; 
on dit que £ est un polynôme d'interpolation de Lagrange. 


L= 


6.5. ÉTUDE DE C[X] ET DE RIX] 


6.5.1. Corps algébriquement clos 


1° DÉFINITION. — On appelle corps algébriquement clos tout corps commu- 
tatif K tel que tout polynôme non constant de K[X]admette au moins une racine 
dans K. 

Un tel corps est nécessairement infini puisque si K est le corps fini 
{a1, …, a,}, le polynôme 1+(X-—a;,).… (X-—a,) de K[X] n’a pas de racine 
dans K. 


2° THÉORÈME. — Soit K un corps commutatif. K est algébriquement clos si, 
et seulement si les seuls polynômes irréductibles de X sont les polynômes de degré 1. 


La condition est nécessaire. — Soit K algébriquement clos. Tout polynôme 
non constant de K[X7] admet au moins une racine a, et donc un diviseur de la 
forme X—a ; si son degré excède 1, il n’est pas irréductible. CO 

La condition est suffisante. — Nous supposons maintenant que tout 
polynôme irréductible de K[X] est de degré 1. Soit À un polynôme non cons- 
tant de K[YX]. Il admet (6.2.7) une, et une seule décomposition en facteurs 
irréductibles : 

A=aÏl Pr", a%0. 1) 
PeT 

Ici S est l’ensemble des polynômes unitaires de degré 1 et l’application v 

n’est pas nulle (sans quoi À serait un polynôme constant) ; (1) s’écrit donc 
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les a; étant deux à deux distincts et les £, non nuls. Il en résulte que À a au moins 
une racine dans K. Le corps K est ainsi algébriquement clos. O 


Remarquons que, si K est algébriquement clos, l’ensemble T est en bi- 
jection avec K, ce qui permet d'écrire (1) sous la forme 


Aa [I x-»"® 


xek 


où v est ici une application de Æ dans IN prenant la valeur 0 en tout point de 
K qui n’est pas racine de À. 


Le calcul précédent permet même d’énoncer : 


PROPOSITION. — Si K est un corps algébriquement clos, tout polynôme de 
KTX] est scindé sur K. 


D'où les corollaires immédiats, valables pour tout corps K algébriquement 
clos : 


CoRoOLLAIRE Î. — Soient À et B deux polynômes non constants de K[X1. 
Pour que B divise À, il faut et il suffit que toute racine de B, d’ordre &, soit racine 
de À avec un ordre au moins égal à k. 


COROLLAIRE IT. — Pour que deux polynômes non constants soient associés, 
il faut et il suffit qu'ils aient les mêmes racines, aux mêmes ordres de multiplicité, 


REMARQUE. — Les résultats précédents sont inexacts si K n'est pas algébriquement clos. 
Soient par exemple dans IR[X], P = X(1+%X?) et Q@ = X(2+X°) ; toute racine réelle de P 
est racine de @ et réciproquement, pourtant ni P divise Q, ni Q divise P. 


Dans un corps algébriquement clos, le corollaire I est pratique pour 
montrer qu’un polynôme B divise un polynôme 4. En anticipant sur le para- 
graphe suivant, donnons un exemple dans € [X1. 


EXEMPLE. — Montrons que quels que soient les entiers p et n tels que 1 & p < n dans 
ZLX] le polynôme X?*+%X2°7"+1 divise le polynôme X?+X2""+1. Ces deux polynômes de 
Z[X1 ont pour coefficient dominant 1, il suffit de montrer cette divisibilité dans CT X1]. 

Remarquons que : 


PHYHI = (Y-j) (T7). 
En substituant à l'indéterminée Y le polynôme X?°°* on obtient : 
X2+x%27'41 Œ eo) CT) 


Il en résulte que dans €, X?°+X?”-"+1 admet 2P racines simples à savoir les 2°”! racines 

(27- l}-ièmes de j et les 2771 racines (27 !)-ièmes de j? (une racine k-ième de j ne peut être 
égale à une racine k-ième de j?). Le raisonnement ci-dessus s’applique à X?+X2%"+1. Il 
reste donc à démontrer que toute racine (2”!)-ième de j ou de j? est une racine (2° !}-ième 
2, Ce dernier point résulte du fait que si 72°" = j (ou °°" = j?) alors : 


de j ou j*. 
222 j9 7 (ou 22" = j2" ?"") et de ce que 2* n'est pas multiple de 3. (m 
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6.5.2. Etude de C[X] 


1° THÉORÈME DE D'ALEMBERT. — Le corps des nombres complexes est 
algébriquement clos. 


Ce théorème sera démontré dans l’ouvrage d'Analyse. Tous les résultats 
du 6.5.1 s’appliquent. En particulier : 


THÉORÈME. — A tout polynôme non nul P de C[X1] on peut associer un et 
un seul couple constitué d’un élément non nul a de € et d’une application presque 
nulle y : € — IN, tel que 


P=aI[|(X-x"® ro) 
xec 
On dit que (1) est la décomposition de D’ALEMBERT du polynôme P. 


Dans le cas ou P n’est pas constant, cette décomposition prend la forme 
(unique à l’ordre près des facteurs) 


P = a(X-a;)"...(X-a,)"; 


les nombres complexes 4,, …, a, sont les racines distinctes de P, les entiers 
strictement positifs &., …, k, sont les ordres de multiplicité de ces racines. 


EXEMPLES. — a) P = X%-2. Les racines sont NES 92, 8/2 et: 
22-04-02 02 &-FV2 
: : kr  ,. kr 
b) P= X*P-—1, Les racines sont z, = SOS EAN avec 0 <k<2p-1. On a 
zo = letz, = —-1. D'où: 


X®-1=(X-1)(X+1) I] (X-7) 


{ge api 
k#+p 


5 kr 2kx 
= Yale = ji si 
cP=X 1. Les racines sont z, = cos 2p+i +isin pi avec 0 & k < 2p. On 
a :z9 = 1. D'où : 
XP*1=(X-1) I] (X-2) 
L1Sk<2p 

2° PROPOSITION. — On définit un automorphisme involutif de l’anneau 

C[X] en posant 
pCE a, X) = Y aX". 


neN neN 
Les deux polynômes P et o(P) sont dits conjugués ; on note (P) = P. 
Il s’agit d’une conséquence de 6.1.7. Le lecteur remarquera que les poly- 


nômes de IR[X] sont invariants par +, et que p(«P) — &(P), ce qui montre 
que @ n’est pas un automorphisme de la C-algèbre C[X1. 


Conséquence. — Pour que le polynôme A divise le polynôme B dans 
C[X}, il faut et il suffit que À divise B. 
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En effet l'égalité B — 4-0 est équivalente à B — 4: 0. 
PROPOSITION. —— Pour que a € € soit racine d’ordre £ du polynôme non 
nul P de C[X], il faut et il suffit que & soit racine d'ordre 4 de P. 


En effet (X—a)? divise P si, et seulement si @(X— a)" = (X—à} divise P. 


6.5.3. Etude de R[X] 


1° Décomposition du polynôme P e R[X]. — Au titre d’élément de C[X], 
P supposé non nul, admet la décomposition de d’ALEMBERT 


P=aJ[(x-x"® 
xec 


En utilisant o(P) = P, on en déduit 
P=a[[(X-#9"®  quisécrit  P=a[[(X-x®. 
xeC 


xec 
Du fait de l’unicité : «a e IR et v(%) = v(x), pour tout x e C. 


CONSÉQUENCE. — Si P eIR[X7 admet sur € la racine x e C\R, à l’ordre 
v(x), alors P admet la racine X à l’ordre v(x%) = v(x). 

Tout polynôme de IR[X] admet donc sur © un nombre pair de racines 
non réelles, à condition de compter chaque racine avec son ordre de multiplicité. 


CoRoOLLAIRE. — Tout polynôme de IR[X], de degré impair, admet au moins 
une racine réelle. 


2° Décomposition d’un polynôme de IR[X] en produit de polynômes 
irréductibles de R[X]. — Si P est un polynôme de IR[X] et si nous prenons 
la décomposition de d'ALEMBERT de P dans C[X}, dans cette décomposition 
nous pouvons grouper les racines complexes non réelles et les racines imagi- 
naires conjuguées en écrivant cette décomposition : 


P=al[l[(X-2"® [] X-0'"(xX-2"® 
xeR xeC 


où C’ désigne la partie {z|3m z > 0} de €. 
Comme v(x) = v(X) elle s'écrit aussi : 


P=aI](X-x"®. IT (X7-2 ReGOX+x.9"" 
*xsR xs” 


où Re(x) désigne la partie réelle du nombre complexe x. Le polynôme 
X?-—2Re(x) X+ |xl? est un polynôme de IR[X] irréductible et unitaire (ses 
racines x et £ sont non réelles et les seuls diviseurs non triviaux sont nécessaire- 
ment du premier degré). Ainsi P apparaît décomposé dans IR[X] en produit 
de polynômes irréductibles et unitaires. On connaît l’unicité d’une telle décom- 
position. Désignons alors par 9, l'ensemble des polynômes de R[X] du 
second degré, unitaires et à discriminant strictement négatif (il s’agit donc 
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des polynômes de la forme #22 Re(x) X+ |xl2, où x est un nombre complexe 
non réel); ces polynômes constituent un ensemble de représentants des poly- 
nômes irréductibles de IR[X1] du second degré; nous pouvons alors énoncer. 


THÉORÈME. — À tout polynôme non nul P de R{X], on peut associer un, 
et un seul triplet constitué d’un élément non nul à de IR et de deux applications 
presques nulles v : R — IN, y : %, —> N, telles que 

P=alÏl(X-x"® IT P#. @) 


xeR PeTi 


On dit que (2) est la décomposition de Gauss du polynôme P. 


Dans le cas où P n'est pas constant, cette décomposition prend la forme 

(unique à l’ordre près des facteurs) 
P=a I] (X-aÿ I] (X?+8,x+»)"1, 
1<i<r 1<i<p 

Les a, sont les racines réelles distinctes de P ; les trinômes X2+8,;X + Yp 
tels que B?-4y; < 0 sont distincts et leurs racines sur € sont les racines non 
réelles de P sur €. On peut avoir p = 0, ou r = 0 ; le polynôme P est scindé 
sur R si, et seulement si p = 0. 

COROLLAIRE. — Les polynômes irréductibles de IR[X] sont les polynômes 
de degré 1, et les polynômes de degré 2 sans racine réelle. 

3° Application. —— Pour calculer la décomposition de GAUSs de P eR[X1, 
il est souvent commode de calculer d’abord la décomposition de D'ALEMBERT 
et de grouper les racines imaginaires conjuguées 


EXEMPLES. — Dans les deux premiers exemples, nous altons poursuivre les calculs effectués 
au 6.5.2, 1° (en utilisant les mêmes notations). 


8) P= XP] Iciz,_, = 2. D'où: 


XP = (X 1) (X +1) (= 2008 Ty +1) 
LEkSp-i P 


DP= Xi] kiss = Be D'où: 


2kr 
XPY1 1 = (XI (#2 x+1) 
( ) 1 un ? +. 2p+i 


C'est ainsi que : 


XS-1=(X-1) (6-2 cos x 41) (e-2 os ex 41). 


égalité qui sera reprise au 8.3.4, 3°, exemple I. 
AUTRE EXEMPLE. — Trinôme bicarré X*+pX?+q avec (p, 4)e R?. 


Si p?—4g > 0 le polynôme Y?+pY+q a deux racines réelles y, et y, distinctes ou non. 
U s'écrit Y'+pY+g = (Y-y,)(Y-32). 


Suivant que y, y, sont tous deux positifs, tous deux strictement négatifs, ou l’un positif, 
l’autre strictement négatif les décompositions sont : 


A4 pX?+q = (X— 9) CK+ V7 (Xp) A+ 
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X#+pX7+g = (X7— 73) (A 7-72) 


XÉ+pX +9 = (X— 9) CK+ y) (A). 
Si p?—4q < 0 on peut affirmer que g > 0: on a donc légalité : 


X+pX1+g = (X2+ Va) —Q Va-p)x?. 
La différence 2 ./q—p étant strictement positive, puisque p?—4g < 0, 


4 pX 2 4q = AA Va + VD GX V2 -p + VD 
et les deux polynômes du second degré sont irréductibles, car sans racine réelle. On retrouve 
par exemple 
X*+1 = (X2+1)2-2X? 
= (X2+ /2X+ 0 (#2 /3X+0). 
De même : 
XÉEHXIEI = (24 X+ D (XX +1). 


6.6. EXTENSION D'UN CORPS K 


6.6.1. Extension d’un corps X 


DÉFINITION. — Etant donné un corps commutatif X on appelle extension de X tout corps 
commutatif L admettant À comme sous-corps. 


Remarquons que L a une structure d’algèbre sur le corps Æ. 


1° DÉFINITION D’UNE EXTENSION SIMPLE. — Soit L une extension de X' et a un élément de Z, 
le plus petit sous-corps de L contenant K et a est noté K(a) et est appelé extension simple du corps X. 
On dit encore que le corps K(a) est obtenu en adjoignant à X l’élément a. 


Îl est évident que si a appartient à K, K(a) = K. Ce cas particulier sera dorénavant écarté, 


2° Etude de l'extension simple K(a). — Soit @ l’application de K[X] dans K{(a) qui à 
tout polynôme P de K[X] fait correspondre @(P) = P(a). Il est immédiat que @ est un 
morphisme de l’anneau K[X] dans le corps K(a) dont l’image, @(K[X1), est un sous-anteau 
noté K[a] de K(a). Cet anneau image Ka] est isomorphe à l'anneau quotient K[X]/7 où J désigne 
l'idéal noyau de +, soit encore l'idéal des polynômes P de K[X] s’annulant en a. 


DÉFINITION D’UNE EXTENSION SIMPLE TRANSCENDANTE. — L’élément a est dit transcendant 
sur K, ou encore l’extension simple K(a) est dite transcendante sur K, si et seulement si 7 — {0} 
ce qui s'écrit: pour tout polynôme P  O de K[X1 alors P(a) & 0. 


PROPRIÉTÉ. — Si a est transcendant sur K, le corps K(a) est le corps des fractions de l’anneau 
intègre K [a]; il est isomorphe au corps X (X) des fractions rationnelies à une indéterminée sur K. 


En effet 7 = {0} donc Klal est isomorphe à K[X1] ce qui permet de retrouver que K[e] 
est intègre. Ka) est le plus petit corps contenant K'et a, et donc le plus petit corps contenant [a], 
il s'agit donc du corps des fractions de K{aï. L'isomorphisme de K[X1] sur Ka] se prolonge 
alors en un isomorphisme de K(X) sur K(a). DO 


DÉFINITION D'UNE EXTENSION SIMPLE ALGÉBRIQUE. — L'élément a est dit algébrique sur 
K au encore l’extension simple K(a) est dite algébrique sur K si et seulement si 7 est non réduit 
à 0. II existe alors un polynôme unitaire unique P de K[X] tel que 7 = (P);: ce polynôme P est 
appelé polynôme minimal de a sur K. DO 


PROPRIÉTÉ. — Le polynôme minimal de a sur X' est irréductible sur le corps K. Si a n’appar- 
tient pas à K, il est de degré au moins 2. 


En effet si ce polynôme minimal P était réductible sur K, il existerait (P,, P,) e K[X}? 
tel que P = PP, avec 1 < deg(P,) et 1 < deg(P,). Puisque P(a) = 0, P,(a):P;(a) = 0 et 
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comme K est un corps soit P,(a) = 0, soit P,(a) = O ce qui montrerait que P, ou P, appartient 
à J. Ce résultat serait en contradiction avec deg(P,) < deg (P) et deg(P) < deg(P). P est 
donc irréductible sur Æ. Si P était de degré 1, P = X—x avec P(a) = 0, donc P = X—a ce 
qui montre que 4 appartiendrait à K. O 


THÉORÈME. — L'élément a étant algébrique sur le corps K, le corps X(a) est égal à l’anneau 
Ka]. Tout élément de K(«) peut se mettre sous la forme unique 4,+4,a+...+a,_,a""! où les 
a, 0 < i < n—1, sont des éléments de K et où r est le degré du polynôme minimal de a. 


Le degré de ce polynôme minimal porte le nom de degré de a sur K. 


P étant irréductible sur K, 1 = (P) est un idéal maximal, et donc K[X71/Z est un corps. Or 
Ka] est isomorphe à K[X]J/Z, donc Ka] est un corps, inclus dans K(a) contenant K et a, donc 
K[a] = K(a). Enfin soit I1 un élément du corps K{XJ/I, IT est la classe d’un polynôme À de 
KEX]; dans KIT, À = O-P+8B avec deg(B) < deg(P) cæ qui montre que [I est la classe 
d’un polynôme 8 de K[X] de degré strictement inférieur à »#. Il est manifeste que deux polynô- 
mes B, et B, de degrés strictement inférieurs à » ne peuvent appartenir à la même classe que si 
et seulement si 8, = B,, ce qui montre que les éléments de K[X]/7 peuvent être représentés 
de manière unique par les polynômes B de K[X] de degrés strictement inférieurs à #. Comme 
Kai est isomorphe à K{[X1]/7 (factorisation de @) tout élément de K(a) s'écrit de manière 
unique B(a). DO 

* COROLLAIRE. — Ka) est un X-espace vectoriel de dimension z# dont une base est 
Ga, a). 


REMARQUES. — * a) Cette propriété pour K(a) d’être un K-espace vectoriel de dimension 
finie sur K est caractéristique des extensions simples algébriques (si a est transcendant, K(a) 
contient la famille libre (a”), ; n). « 

b) Le polynôme minimal P de a sur K, qui était irréductible dans K[X], ne l’est pas dans 
K(a) EX], (P appartient à K(a) [X] et P(a) = 0). 


EXEMPLES. — Corps Q(/2) et QG). Dans IR (resp. ©) considérons le sous-corps @. /2 
(resp. i) n’est pas élément de Q. Les polynômes X?—2 (resp. X?+1) sont manifestement les 
polynômes minimaux de 4/2 sur @ (resp. de i sur Q). 

Le corps Q( 4/2) est donc constitué de l’ensemble des réels écrits de manière unique a+b./2 
avec (a, b) e Q?. 


Le corps Q(i) est constitué de l’ensemble des nombres complexes écrits de manière unique 
a+bi avec (a, b) e Q°. 


3° Compléments. — Le lecteur pourra établir facilement les résultats suivants : 
Si deux éléments a et b algébriques sur K engendrent fa même extension K(a) = K(B), 
ils ont même degré sur K. 


Si K(a) est une extension algébrique simple sur K, tout élément de Ka) est algébrique 
sur K de degré inférieur ou égal au degré de a. 


6.6.2. Adjonction de racines. Corps des racines d’un polynôme 


1° Corps de rupture d’un polynôme. Méthode de l’adjonction symbolique. — Cette 
méthode, due à CAUCHY, traite le problème inverse du précédent : étant donnés un corps K, 
et un polynôme P irréductible dans K[X1, peut-on trouver une extension L de K dans laquelle 
P possède au moins une racine ? 


THÉORÈME. — Etant donnés un corps commutatif K et un polynôme P irréductible de X[X1, 
il existe un corps L, extension algébrique simple de K, qui est engendré par K et une racine notée a 
du polynôme ?. De plus si L, est une autre extension algébrique simple de K engendrée par K et une 
racine notée b du polynôme P, alors L, et L sont isomorphes. 

L’idéai 7 = (P) est un idéal maximal de K{X1]; l'anneau quotient K{[X1/(P) est donc un 
corps. Il contient K sous-corps isomorphe à K{K est constitué des classes des poiynômes constants) 
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que nous identifions à K. Ainsi K[X]/(P), noté L, est une extension de K. Notons alors a l’élément 
de L qui est la classe du polynôme X. Tout élément de L est la classe d’un polynôme de K[X7, 
et même de manière plus précise la classe d’un polynôme À unique de K[ XX] de degré stricte- 
ment inférieur à deg (P). Les lois-quotients montrent qu’un tel élément s'écrit de manière 
unique a+aa+….+a,_,a""! (si À = a+aX+...+a,-,%4""1) donc L = K[a] = K(a) cœ 
qui montre que L est extension simple de K. 

D'autre part P(a) = © puisque la classe de P est l'élément nul de L; L est une extension 
algébrique simple de K contenant une racine a de P. 

Enfin si L, est une extension algébrique simple de K engendrée par K et une racine notée 
b de P, P étant irréductible est (à un facteur non nul près) le polynôme minimal de b donc Z, 
est isomorphe à K[X]/{(P) donc à L. Remarquons que cet isomorphisme est l’application qui 
à l'élément aç+aa+...+a,_,a""! de L fait correspondre l'élément &+ab+...+a,_,b""! 
de L.. (nl 

DÉFINITION. — Un tel corps L porte le nom de corps de rupture du polynôme P. 

2° Exemple. — Construction du corps © des nombres complexes. 

Sur le corps des nombres réels R le polynôme X?+1 est irréductible. Le corpsIR[ X}/(X?+1) 
est un corps de rupture, noté Œ, du polynôme X?+1. Notons i la classe de X. Tout élément de 
ce corps s'écrit de manière unique a+ bi avec (a, b) e R°. L'addition est l’addition induite soit 
a+bi+a'+b'i= (a+a') + (b+b'ji. Le produit est le produit induit soit : 

G+bi) (a! +b"5) — aa'—bb'+i(ab'+ba'). 

De plus ; est une racine de X?+1], et donc i? = —1. 


3° Adjonctions successives. — Considérons alors un corps K et une extension L de 
K, Si À est une partie de Z, on note K(A) le plus petit sous-corps de L contenant K et 4. On 
peut remarquer que K(Q) = K, K(L) = 


PROPOSITION. — Si À et B sont deux parties de L on a : 
K(A LB) = K(4) (8) = K(B) (4). 
En effet K(4 VU B) contient K(4) et B donc contient K(A)(B). 
Comme K(A)(B) est un corps contenant K, 4, B, K(A)(B) contient K(AU B). [ 
Conséquence, — Si «; et x; sont deux éléments de £, alors K(x,, «;) = Ka) (x) 
Pour construire K(«;, «;) on peut donc construire K(x;) puis construire K(x,) («:). 
EXEMPLE. — Construction dans R du plus petit sous-corps contenant @, ./2, ,/3. 


Q(/2) est l'ensemble des réels de la forme unique 446 +/2 avec (a, b) e Q?. Un petit calcul 
montre que ./3 n’appartient pas à Q(./2) et que X2—3 est un polynôme de @(,/2) [ X] qui est 
donc manifestement le polynôme minimal de ,/3 sur Q(./2). Ainsi Q(4/2) (4/3) est constitué de 
l’ensemble des réels de la forme unique (a+b,/2) + (e+d/2) 4/3 avec a, b, c, d éléments de 
Q. Ainsi Q(V2, V3) est l’ensemble des réels de la forme unique a+b4/2+c/3+d/6 
avec (a, b, c, d) e Q*. 

4° Corps des racines d’un polynôme. — DÉFINITION. — Etant donnés un corps K et un 
polynôme P de KX[X] de degré supérieur ou égal à 1, une extension Z de Æ est dite un corps 
des racines du polynôme P s’il vérifie les deux conditions suivantes : 

ë) Le polynôme P se décompose dans Z{[X] en un produit de polynômes du premier degré 
(ce qui est équivalent à l’existence de r éléments a,, …, a, de L distincts qui sont racines de P avec 
des ordres de multiplicité dont la somme est deg (P)). 

ii) Ce corps est K(a,…., a) 

THÉORÈME. — Tout polynôme P de degré supérieur ou égal à 1 de K[X7] admet un corps des 
racines, 

La démonstration se fait par récurrence sur deg (P). La propriété est évidente si deg (P) = 1 
puisqu’alors L = K. Supposons le théorème démontré pour tout polynôme P tel que 
1 < deg (P) < n—1 et pour tout corps K et soit P un polynôme de degré n. 
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Soit @ un polynôme irréductible diviseur de P dans K[X1 (éventuellement P = Q). Il 
existe une extension L, de K dans laquelle le polynôme Q admet au moins une racine 4 
(théorème 6.6.2). Dans L,{ X] le polynôme P est divisible par (X—a}', & désignant l’ordre de 
multiplicité de a. On a P = (X—a)*-P,. Si k = n le problème est terminé, dans le cas contraire 


1 < deg(P,) < n-—1 ; l'hypothèse de récurrence permet d'affirmer l'existence d’une extension 
£L de L, corps des racines de P, sur L, de la forme L = L;(a,,…., a). L = K(a,a,.….,a,) 
est manifestement un corps des racines de P sur K. O 


6.6.3. Clôture algébrique d’un corps K 


DÉFINITION D’UNE EXTENSION ALGÉBRIQUE. — Une extension L d’un corps commutatif K 
est dite algébrique sur K si tout élément de L est algébrique sur K. 

Par exemple si a est algébrique sur K, K(a) est une extension algébrique sur K et plus 
généralement si a,, …, a, sont algébriques sur K, K(a:, …, 4) est algébrique sur K. 


THÉORÈME DE STEINITZ. — Tout corps commutatif K admet une clôture algébrique À à 
savoir une extension passédant les deux propriétés : R est algébrique sur K, À est algébriquement 
clos. De plus si À, et , sont deux clôtures algébriques de K il existe un isomorphisme de À; 
sur À, laissant invariant tout élément de K. 

Nous admettrons ce théorème. 


Par exemple un nombre complexe a est algébrique sur Q si et seulement s’il existe un 
polynôme P 0 de Q[XT tel que P(a) = 0 (après réduction au même dénominateur il est 
équivalent de dire qu'il existe un polynôme P # O de Z[X] tel que P(a) = 0). D'une manière 
très imagée ê clôture algébrique de Q contient tous ces nombres, complexes ; on démontre que 
Q est l’ensemble de ces nombres algébriques sur Q, et qu’il est dénombrable. 
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6.7.1. Polynôme à plusieurs indéterminées 


1° Préliminaire. — Soit n un entier tel que # > 1 (et dans la pratique 
n > 2). Un élément de IN” sera noté à = (f,, .…., i,) et on désignera par [il 
l'entier naturel i, +...+i,, qui est appelé longueur du n-uple i. 
On vérifie aisément que IN”, muni de l’addition 
(UEMETNES Gi ++) = G Hi ces hr) 
est un semi-groupe commutatif. L'élément neutre (0, …, 0} est le seul élément 
de IN” dont la longueur soit 0. 


2° DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et 7 un entier tel que 
n > l. On appelle polynôme à # indéterminées sur À toute famille presque 
nulle d’éléments de À indexée par N”. 
En d’autres termes, un polynôme à # indéterminées sur À est une famille 
d'éléments de À de la forme : : 
(aienw, [e’est-à-dire (1, ….,i) + a, 


sn] 


vérifiant la condition suivante : il existe un entier naturel n, tel que : 


si fil > #0, alors a; = 0, [c'est-à-dire : si i,+...+i, > n0, alors a,,.;, = 0]. 
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La terminologie utilisée pour les polynômes à une indéterminée est 
conservée : on définit les coefficients du polynôme, le polynôme nul, un 
monôme. L'ensemble des polynômes à n indéterminées à coefficients dans 
A est noté A[X;, …, X,] et, dans le cas particulier # = 2, A[X, F1]. 


REMARQUE. — De la définition il résulte que deux polynômes P = (a); , nn 
et Q = (bihenr de A[X:, …, X,] sont égaux si et seulement si pour tout élé- 
ment i de IN”, a, = b.. 


6.7.2. Addition et multiplication 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient P = (a;);. nm et Q = (b;);. nr deux 
polynômes de A[X,, .…, X,]. Alors les deux familles d’éléments de À, (c);enn 
et (d);enn, définies par : 


VieN" c=a;+b, et d= Ÿ ab, 
k+I=i 
sont des polynômes de A[X,, …, X,], respectivement appelés somme et pro- 
duit de P et Q ; on les note P+Q et P-Q. 
I s’agit de vérifier que les familles considérées sont presque nulles. 
Par hypothèse, il existe deux éléments #, et m, de IN tels que si li] > n0, alors 
a; = 0et, si lil > mo, alors b, = ©. 


On en déduit: si ji > sup(ro Mo), alors a;+b, = 0, 
et si [> no+mo, alors Ÿ ab =0. 
k+isi 
En effet, étant donné que [&+/| = |k| + [I], l'inégalité |k+/| > notmo 
exige (ll > #0) v (I > m,), et donc a,b, = 0. Q 


Ainsi A[X:, …, X,] est muni de deux lois de composition internes 
que nous appelerons addition et multiplication. Remarquons l'expression de 
d, dans le polynôme produit : si À = (i,, …., i,), k = (k,, …, k,), 1 = (1,1) 

d= E ab= À aux br 


k+i=i june 


kntln=tn 
dans le cas n = 2: 


din= D Gun bine 
kithi=i 
kitir=i 

2° FHÉORÈME. — (A[X,, …, X,], +, -) est un anneau commufatif non nul. 

La justification est la même que dans le cas des polynômes à une indé- 
terminée. 

Remarquons que le polynôme nul est l’élément neutre de l'addition, que 
l'opposé de P = (a);enr est —P = (—a;};.wm, et que le polynôme défini 
par &o,.…., 0 = L, et a, = 0 pour li] > 1 est élément neutre pour la multiplica- 
tion, ce qui implique que A[X,, …, X,] a même caractéristique que À. 
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6.1.3. La A-algèbre A[X, … X,] 


1° DÉFINITION. — Soient P = (a;);.n un polynôme de A[X:, …, X,] 
et b un élément de l’anneau 4. Alors la famille (c);. nn", où c; = ba, pour tout à, 
est un polynôme, appelé produit du polynôme P par le scalaire b ; on le note 
b1pP. 


En effet c;, = 0 dès que a; = 0. 

2° THÉORÈME. — Le triplet (A[X,, …, X,], +, L) est un 4-module, et, 
en particulier, un espace vectoriel si À est un corps. 

Le quadruplet (A[X:, …, X,h +,-,1) est une A-algèbre commutative. 

Conséquence immédiate des définitions des lois. | 


6.7.4. Plongement de l’algèbre À dans l’algèbre A[X,, …, X,] 


PROPOSITION. — L'application ÿ : À —> A[X:, …, X,], qui à ae À fait 
correspondre le polynôme 
(ain tel que 40,0 = a et a =0 sifi >1 
est un morphisme injectif d’algèbres. 


Comme nous l’avons fait pour A[XT, nous identifions À et la sous-algèbre 
JCA) de AIX, …, X,], dont les éléments sont appelés polynômes constants : 
d’après a L P = j(a):P, nous pouvons dorénavant noter la loi externe comme 
le produit. 


6.7.5. Génération de ALX:, …, X,] 
1° Indéterminées. — DÉFINITION. — Dans l'algèbre A[X:, …, X,], on 
appelle indéterminées les polynômes X, = (b,, ;)}; «nm 1 < 4 < n, définis par : 
bs=1lsij=(j,.…,7,) vérifie: j, = letj, = 0SiKk #9 
b,,; = 0 dans les autres cas. 


Pour tout ge N,, on pose x? = 1, et on vérifie par récurrence que, 
pour tout (f,, ., i,) eN”",ona 
1 4, Ce; = 1sij=(,.….,i) 
X1..Xy = (cj;eum avec ï : 
=0sij#(i,.….,i) 
2° En raisonnant comme dans le cas de A[X}, on montre : 

THÉORÈME. — Dans le A4-module A[XY:,…., #,] tout polynôme peut 
s’exprimer d’une, et une seule façon, comme combinaison linéaire de la famille 
A At) e Nr 

Les coefficients de la combinaison linéaire sont ceux du polynôme. 
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Nous traduirons plus loin ce résultat en disant que la famille considérée 
est une base du 4-module. On dit aussi que les polynômes X,, 1 <q <n. 
sont des générateurs de la A-algèbre A[X:, …, X,]. Retenons que 


P=(ahen s'écrit P= OÙ an Xi. Xù. @) 


(étsvees in) € NN 


6.1.6. Isomorphisme canonique de A[X,, …, X,-:, X,] sur 
ALX:, …, X,-1][X,) 


En reprenant l'expression (1) du 6.7.5, on constate que P = (a;h;.m 
admet (pour r > 2) l'écriture 


P= X( D a 


KEN (lisse, k) € N° 


Xe XPA)XÉ (© 


FOTTLTES 


qui est dite ordination de P selon les puissances croissantes de X,. 
C’est ainsi que l’on écrira par exemple : 


—5—5X1-3XS4 PE XP PE, (ii X,= F) 


— Pour 4 fixé, le coefficient de X* dans P, que nous notons P,, est une 
famille d'éléments de l’anneau À, indexée par N"” !. Cette famille est presque 
nulle puisque a, ,, est nul dès que i,+..+i,_, > nQç—Kk, et d’ailleurs 
nulle si & > no. La famille P, n’est pas autre chose qu'un polynôme de 
AIX, …, X,-.] et ce polynôme est nul si & > n6. 


Ecrit sous la forme Ÿ' P,X*, avec P, e A[X:, …, X,-.], le polynôme 
keN 


P apparaît comme un élément de A[X,, … X,-,] [X,], que nous désignerons 
par ®(P). On vérifie aisément que l’application ® ainsi définie est une bijection 
compatible avec les lois de structure d’algèbres. Nous pouvons donc énoncer : 


THÉORÈME. — L’ordination selon les puissances croissantes de X, est un 
isomorphisme d’algèbres 


re 
AUX, As, À] + AUX À, TX 
REMARQUE. — Cette démonstration aurait pu être faite relativement à n'importe quelle 


indéterminée. Il en résulte que, pour tout 1<i<7, A[X:,,…, X,] est isomorphe à 
AUX ce Kpnis Mig es KICK 


COROLLAIRE. — A[X,,..., X,] est isomorphe à A[X,,.., X,_,][X,-,, X,], En effet 
AEX,, X 21 EX, 1, À] est isomorphe à A[XY:,.…., X,-,1EX,-,)[X,) qui lui-même est 
isomorphe à AL X,,…., X,_,)[X,] d'après le théorème précédent et d’après 6.1.7. O 


Application. — THÉORÈME. — Si À est un anneau intègre, A[X:, …, X,] 
est un anneau intègre, et le groupe des unités de A[X:,, …, X,] est celui de 4. 


La démonstration se fait par récurrence sur l’entier n ; A[X] est un 
anneau intègre et le groupe des unités de A[X]est celui de À (6.1.2 et 6.1.5). 
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Supposons la propriété démontrée pour A[X,, …, X,-,1 AÎX,, …, X,] étant 
isomorphe à A[X:,, …, X,_,] [Xl apparaît alors comme un anneau de 
polynômes à une indéterminée sur l’anneau intègre A[X,, …, Y,-_,1, il résulte 
de 6.1.2 et de 6.1.5 qu'il est intègre et que son groupe des unités est celui de 
ATX X,-,] donc celui de 4. O 


On dit qu'il s’agit d’un théorème de permanence de propriété. 


6.7.7. Degrés d’un polynôme à n indéterminées 


1° Degré partiel. — DÉFINITION. — Etant donnés les entiers n et g tels 
que 1 < g < nr on appelle degré partiel du polynôme P de A[X,,…, X,], relati- 
vement à l’indéterminée X,, le degré de ce polynôme considéré comme un 
élément de A[X,, …., X,-,, X,,1, .…, X,][X,). Ce degré partiel est noté deg, (P). 


Ce degré partiel vérifie les deux inégalités : 
degx, (P+Q) < sup [degx, (P), degx, (0)] 
degx, (P + Q) < degx, (P) + degx, (Q), 
cette dernière étant une égalité si À est intègre. 


REMARQUE. — On a degy,(P) = — co si, et seulement si P est le polynôme 
nul, et deg (P) = 0, si, et seulement si P est un polynôme non nul de 
ATX omis Katie An 


2° Degré total. THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soit P = (a;);.nr un 
polynôme de A[X,, …, X,]. Si P n’est pas nul l’ensemble 


{eN| 1ie N'a # O)A (lil = &k)}} 
des longueurs des éléments du support de P, admet un plus grand élément, qui est 


dit degré total de P et noté deg (P). 
Si P est nul, on convient : deg (P) = —co. 
Un polynôme est, par définition, une famille à support fini ; si P # 0, le 


support de P est fini et non vide ; l’ensemble des longueurs des éléments de ce 
support est une partie non vide et majorée de N. C1 


PROPOSITION. — Quels que soient les polynômes P et Q de A[X,, …, X,] 
on a les relations : 


deg (P+0Q) < sup [deg (P), deg (0)] 
deg (P:Q) < deg (P) + deg (O). 


Démonstration analogue à celle du 6.1.5, 3°. Nous montrerons au 6.7.8, 4° 
que, si À est intègre, la seconde relation est une égalité. 
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REMARQUE. — Le degré total du polynôme P n'est pas la somme des degrés partiels de P 
relativement aux # indéterminées. Le lecteur vérifiera que l’on a uniquement : 


deg (P) < > degx, (P) 


6.7.8. Polynômes homogènes 


1° DÉFINITION. — Soit p un entier naturel. Un polynôme P = (a;);. 1 de 
ATX, …, X,] est dit p-homogène si, et seulement si l’inégalité || # p implique 
a = 0. 

En d’autres termes, il s’agit d’une somme, éventuellement nulle, de 
monômes de degré total p. 


REMARQUES. — a) Pour un polynôme p-homogène non nul, p n’est 
autre que le degré total. 


b) Pour tout pe N, le polynôme nul, dont le degré total est — co, est 
p-homogène. C’est à cause de ce risque de confusion que nous préférons 
p-homogène à « homogène de degré p » employé par d’autres auteurs. 


2° PROPOSITION. -— Si deux polynômes de A[X,, … X,] sont respective- 
ment p-homogène et 7-homogène, leur produit est (p+q)—homogène, 

On écrit : P = (ahiew, Q= (bien, P-Q = (den 
avec : d= Y ab. 


R+HI=Ii 
On constate que |k+/| # p+g, qui s’écrit |k|+|/| # p+q, implique 
(kl # p) V (I # q), et donc (a, = 0) v (b, = 0), et donc a,b, = 0. 
Ainsi : si [é| # p+q, alors d, = 0. mn] 
3° THÉORÈME. — Le sous-ensemble M, de A[X:, …, X,] constitué par 


les polynômes p-homogènes en est un sous-module ; A[X,, …, X,] est somme 
directe de la famille des sous-modules (M), « ne 


— Le lecteur vérifiera aisément que M, est un sous-module. 
— Tout élément de A[X,, …, X,] s'écrit : 


P= Y'axi..xh, (=. à)) 


te N” 
et donc, en regroupant dans la somme (qui est finie), les ? de même longueur : 


P= Y P, avc P,= Ÿ aX}.…..xr. 
peN =? 


On vérifie aisément : P,e M,. Ainsi tout élément de A[X,, …, X,]est 
une combinaison linéaire de la famille (M,), .n et A[X,, …., X,] est la somme 
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de cette famille de sous-modules. Reste à montrer qu'il s’agit d'une somme 
directe. 


Or l'égalité Ÿ P,= 0, avec P, e M, pour tout p, exige P, = O pour 


peN 
tout p. Sans cela il existerait p, plus grand entier p tel que P, # 0, et le degré 
total de Y P,, c'est-à-dire de O, serait po. O 


PEN 


4 Application. — Soit À un anneau intègre. Pour tout couple (P, Q) de 
polynômes de A[X,,…, X,]: deg (PQ) = deg P + deg Q. 
— C'est trivial si l’un, au moins, des polynômes est nul. 
— Si Pet Q, non nuls, sont respectivement p-homogène et g-homogène, 
P-Q est non nul et (p+g)-homogène. On a donc les degrés totaux 
deg(P)=p, deg(Q)= 9 deg(P-0)=p+a. 
La proposition est encore vraie. 


Si P et Q@ sont non nuls de degrés totaux p et 4, on les écrit comme somme 
de polynômes homogènes et on constate qu'il y a dans P- Q une partie homogène 
non nulle de degré p + g. D'où deg (P: Q) > p+q.Oronsait : deg(P: Q}< p+q. 

(ms 


6.7.9. Fonction polynôme de n variables 


1° DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et P = Ya, X}...X7, 
£e N" 
(avec à = (ë, …, i,)), un polynôme de A[X:, …, X,]. L'application À : 4° — 4 
définie par 
Gr x) re Y ax? 
te N" 


est appelée fonction polynôme de # variables associée au polynôme P. 
L'existence de la valeur P(x:, …., x,) résulte de la structure d’anneau de 
A et de la propriété de la famille (a;),.N d'être presque nulle. 


PROPOSITION. — Quels que soient les polynômes P et Q de A[X:, …, X,] et 
lélément a de À on a : 


PFO = P+0, PO = P.Q, GP = aP 
Même démonstration que dans 4[X1]. 
CoROLLAIRE. — A“ désignant l’algèbre des applications de 4" dans À, 
l'application qui à un polynôme P de AIX, …, X,] fait correspondre la fonction 
polynôme P est un morphisme de la A-algèbre A[X,, …, X,] dans la A-algèbre 


A4", L'image de ALX;, … X,] par ce morphisme est une sous-algèbre de A4 
appelée algèbre des fonctions polynômes de n variables sur À. 


192 POLYNOMES 6.7.9 


2° THÉORÈME. — Si À est un anneau intègre infini, l’application qui à 
un polynôme P de A[X,, …., X,} fait correspondre la fonction polynôme P est 
un isomorphisme de A[X,, …, X,] sur l’algèbre des fonctions polynômes de # 
variables sur 4. 


Il suffit de démontrer que cette application est injective. Pour cela montrons 
le lemme suivant. 


LEMME. — Soient À un anneau intègre infini, et (Aj); < ; < , une famille 
de sous-ensembles infinis de A. Alors pour tou polynôme P non nul de 


ATX ; À] il existe une infinité de points de fl À, en lesquels la fonction 
polynôme P prend une valeur non nulle. a 
Nous allons démontrer par récurrence une assertion que nous notons R,. 


— R., est vraie car tout polynôme non nul de A[X] admet un nombre 
fini de racines dans 4, et a fortiori dans toute partie infinie de 4. 


— Soit n > 2. Nous supposons que À,-, a été vérifiée et nous considé- 
rons un polynôme non nul P de A[X:,.…, X,-:, #,]. Nous pouvons le consi- 
dérer comme un polynôme de A[X:, …, X,-,][X,], en l’écrivant 


P= Y P,X', avec P,=— Y a; 


LEAPL ESS EL 
keN Gtssin- 13 k) € N° 


Xi... Xinci 


D'après P # O, il existe au moins un P, non nul. D’après R,_;, il existe 
LE 
donc ko eNet(x,,…,x,-)e [] 4itel que À. (x, ….,x,-1) # 0. 
isi 


Le polynôme Ÿ Bis Xn-1) XE, de l'anneau A[X,], ayant un coeffi- 
KEN 
cient non nul est non nul. 


D'après R;, il n’a donc qu’un nombre fini de racines dans À4,, et il existe 
une infinité de points x, e 4, en lesquels il ne prend pas la valeur 0. 


Ainsi il existe une infinité de points (x,, …., x,_1, x,) de [] 4; en lesquels 
ee i=1 
P ne prend pas la valeur 0. &, est vraie. (| 
Ce lemme démontre le théorème car si P est non nul et si 4 est un anneau 
intègre infini il existe une infinité de points de 4” en lesquels Pne prend pas 


la valeur nulle donc À n’est pas la fonction nulle. L'application P + P est 
bien injective. 


REMARQUE. — Le lemme est plus intéressant que le théorème car if montre par exemple 
qu’un polynôme de QEY:, …, X,] tel que sa fonction polynôme s’annule en tout point de 
IN° est le polynôme nul puisque dans le cas contraire il devrait exister une infinité de points 
de IN” en lesquels la fonction polynôme ne s'annule pas. 


Application, — Lorsque À est un anneau intègre infini on peut identifier 
la A-algèbre A[X:, …, X,] et la A-algèbre des fonctions polynômes de n 
variables sur À, la fonction polynôme étant ainsi notée P, au lieu de P. 
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6.7.10. Substitution de n polynômes dans un polynôme à n 
indéterminées 

Les données sont un polynôme P de A[X;,…, X,] et n polynômes 
Qu, Q, de ATY:,…, Y,]:; À étant plongé dans A[Y,,.…., Y,] (6.7.4), le 
polynôme P de A[X;,…., X,] est un polynôme de A[Y,, …, Y,][#:,…., X,] 
et on peut lui associer la fonction polynôme P application de (AL Y;,…., Y,])" 
dans AL Y:,..., ,]. Celle-ci donne de l’élément (Q:,.., Q,) de (AL Y:, …, Y,j)" 
l’image P(Q:,…, Q,) qui est un polynôme de A[Y,,...,Y,]. On dit que ce 
polynôme a été obtenu par substitution des n polynômes ©Q:,.…., O, aux n 
indéterminées X,, …., X,. 


SiP— Ÿ a;Xi..xX® alors P(Q,.., Q,)= Y aQ*.…..0 
ieN" Ps 
Les propriétés énoncées pour les fonctions polynômes sont donc encore 
valables et l’on a : 
(P+Q)(Q: … On) = P(Q: … 9.) + O(Q:, …, 0.) 
(aP}(Q:, …, Q,) = aP(Q:,…., Q,) 
(P:0) (0: …, Q,) = PQ: Q,) Q(Q:: … Q,). 


6.8. DÉRIVATION PARTIELLE DES POLYNOMES 


6.8.1. Polynôme dérivé partiel 


1° DÉFINITION. — Soient À un anneau commutatif et P un polynôme de 
ATX, …, X,]. On appelle polynôme dérivé partiel de P par rapport à l’indéter- 


minée X,, 1 < g < n, et on note Px, ou _ le polynôme dérivé de P considéré 
q 

comme un élément de A[X;, …, X,-1, Xotas  X,] [Xl 

EXEMPLE. — P = aX?+23BXY+a'Y?+2cX+2c Y+d: 

Py= 2(aX+bY+c) Pr = 2(bX+a'Y+c) 

2° THÉORÈME I. — L’application D, qui à tout polynôme de A[X,, …., X,] 
associe son polynôme dérivé partiel par rapport à l’indéterminée X, est un 
endomorphisme de 4-module. 


D,(P+Q) = D,(P)+D,(Q), D,(aP) = aD,(P). 


THÉORÈME IL. — D,(P-0) = D,(P) Q+P:D,(O). 
Il s’agit de propriétés de la dérivation dans A[X]. 
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THÉORÈME IL. — Pour tout (, 4) € (N,)? : D,0 D, = D,0 D, 
Par linéarité, il suffit de le montrer pour X? X!, ce qui est immédiat. 


Conséquence. Dans les compositions d'applications D, (1 < q < n), 
nous pouvons, par commutativité, regrouper chacune de ces applications si bien 
que toute composée d'applications D, pourra être notée : Do... o Dh (les 
i, étant des entiers positifs ou nuls). P étant un polynôme de A[X,,.., X,] 
nous écrirons : 


&* 


———— (P) pour D#o...oD(P), (i+..+i,= k). 
EST TA )p 1 €), ) 


REMARQUE. — Compte tenu de ce que D, est l'identité, si l'indice à, est 
0, on peut se dispenser de faire figurer DE dans la dérivation composée et 
ôXe dans la notation du polynôme dérivé partiel. 


3° Degrés des polynômes dérivés partiels, — PROPOSITION. — Soit 


D#0... © Di une dérivation partielle d'ordre & = i; +...+i, du polynôme P de 
ACX:, …, Xl 


ë) Si le degré total de P est strictement inférieur à k, alors 
D$ 0.0 D} (P) = 0 
ii) Si le degré total de P est au moins égal à k, alors 
deg (D# o … © Di(P)) < deg (P)—k. 


La linéarité permet de limiter la démonstration au cas P = XX" 


— S'il existe geN, tel que à, > l, (ce qui est toujours le cas si 
k>l+..+1, mais ce qui peut l'être dans d’autres conditions), alors 
Dé(X%) = 0, et donc D o © DF(P) = 0. 


— Si pour tout g eN, on a à, < L,, alors on calcule : 


: 5 2 ! : 
Dio..oDi(Xi...xr) = TT] ee xx) © oO 
a=1 GG i) à 
REMARQUE. — Même si À est un anneau intègre de caractéristique nulle, 
on peut avoir Di! o … o Di"(P) < deg (P)—k. C'est ainsi que, dans Q[X, Y], 
& 
(X°) = 0 
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6.8.2. Formule de Taylor 


On se place exclusivement sur un corps commutatif 
K de caractéristique 0. 


1° Puissances symboliques. — DÉFINITION. — Soient £ un entier naturel 
et P un polynôme de X[X,, …, X,]. On appelle puissance symbolique d’ordre 
k de P, et on note 


ñ [KI 
PPut+VPL Te ou YP% 
1 n- Li q 
4=1 


le polynôme 
et 
aX?...0xv 


k! i 
—— 7r..yi 
exil. 


Œ@P),, G=G,..i)) «@) 


de l’anneau K[X,, …, X,, Yi, Y,] 


On notera que cette définition implique : 
# Lo] a (11 ñ 
Lésn=r LE nn Sr 
g=1 ga=i ga=1 


2° Formule de Taylor. — THÉORÈME. — Soit P un polynôme de 
K[X:, …, X,]. On a l'égalité entre polynômes de K[X,, …, #,, Yi, …, Y,]: 


Pit Yes A+ Y) = Ÿ _ RATES 4 28 
keN #: 


En particulier, dans le cas # = 2 on a la formule : 


LS ê* 
P(X;+Y,, Xi+Y ri Yi . (P 
Gi Xi+P) ACER ! 2 axoxS ) 


Par linéarité des dérivations, il suffit d’établir la formule pour le 


monôme XX. D'après la formule du binôme de Newton, le produit 
m=(X,+7)"..(X,+,)" s'écrit, en posant i = (ë,, …, à,) : 


: L! li s) 
m= ——"— x ny), 
EC Eipit 


étant entendu qu’un terme dans lequel une indéterminée intervient à une 
puissance strictement négative est considéré comme nul. 
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Dans la somme w, qui contient un nombre fini de termes, regroupons 
ceux d’entre eux pour lesquels la longueur {il = i,+..+i, est commune. 
On obtient ainsi : 


1 Tu Re CLÉ, spé 
LE ne KI fa FE LÉ OL (ir, ETAT ES )] 


Comme, d’après la formule (1) du 6.8.1 : 


u L f Tia & de LE 
Xe (XX) 
g=1(—i)! ÔX1...0XS 
la proposition résulte de la définition de la puissance symbolique. mn 
REMARQUES. — a) On peut substituer aux 2n indéterminées X,,…., X,, 


Y;,…., Y, les 2n polynômes a,,.…,a,, Y,—a;,.…, Y,—a, où a,,.….,a, sont 
des éléments de K, on obtient la nouvelle expression de P(Y;, …, F,): 


k 


A » en Pau) 


te tinsk lili! ax}..ox 


b) La formule de Taylor est valable dans tout anneau tel que £!1 soit 
un élément inversible de l’anneau pour tout k. 


6.8.3. Dérivation des polynômes homogènes. Théorème d’Euler 


Nous revenons au cas d’un anneau commutatif À. 
PROPOSITION. — Soit P un polynôme p-homogène de A[X,, … X,]. Alors 
pour tout 9e N, : 
i) Sip=0. À _(p =0; 
pP =0, 6x, =Ù; 


ô 


DSP>L I 


(P) est (p—1)—homogène (éventuellement nul). 


Démonstration facile, laissée au lecteur. 


COROLEAIRE. — Soient P un polynôme p-homogène, et Di o © D} une 
dérivation d'ordre k = i,+...+i,. Alors : 


ÿ Sik> p, D'o...0 Dr(P) =0; 
ü) Si k < p, D} o … o Dh (P) est (p—k)-homogène. 


THÉORÈME D'EULER. — Soient X un corps commutatif de caractéristique 
nulle, et P un polynôme de K[X,, …, X,]. Alors les deux assertions suivantes 
sont équivalentes : 
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ë) P est p-homogène ; 
ü) À XPx, = pP. 
4=1 
ñ 
L'application o: Pr Ÿ X,P%, est manifestement un endomor- 
si 


4 
phisme du module K[Y:, .…, X,]. On calcule : 
care À naxe = (SE d)#.xe 
g=1 q=1 


(@) — (#). Si P est p-homogène, pour tout monôme non nul de P 
la somme des puissances des indéterminées est p. On en déduit o(P) = pP 
(ce résultat subsistant si K n’est pas de caractéristique 0). (ms 


(Gi) == (#). Nous connaissons la décomposition unique : 


P= Ÿ P,, P,eM,, (M, ensemble des polynômes k-homogènes). 
keN 


D'où : e@)= > kP,. 
keN 


Comme kP, e M,, cette seconde décomposition est l’unique décomposition 
de o(P). Si on pose l'hypothèse o(P) = pP, on en déduit que le polynôme 
(&-—p)P, est nul pour tout k, et donc que P, est nul pour k # p (c’est ici 
qu'intervient : K est de caractéristique 0). O 


REMARQUE. — Le résultat nécessite simplement l’hypothèse : À est un anneau commutatif 
tel que pour tout entier g # 0 l'égalité ga = 0 implique a = 0. 


6.9. PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DE K[X,, …, X] 


Dans tout ce sous-chapitre, K est un corps com- 
mutatif. 


6.9.1. Divisibilité dans K[X,, …, X,] 


K[X:, …, X,] est un anneau intègre ; les résultats généraux et la théorie 
de la divisibilité dans les anneaux intègres vus en 3.3.1 s'appliquent 
donc à K[Y,,.., X,} La principale différence entre K[X] et K[X:, …, X,] 
(pour #n > 2), est l'absence dans K[Y,,., X,] d’une division euclidienne 
de deux polynômes. 


Dans K[X,,…., X,] la seule division euclidienne simple est celle résultant 
de l’application du théorème 6.2.1 : si À et B sont deux polynômes de 
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K{X,, …, X,], tels que B soit non nul et tel que son coefficient dominant 
relativement à l’indéterminée X, soit un élément inversible de K[X,, …, #,-1], 
(à savoir un élément de K\{0}), alors il existe un couple unique (Q, R) de 
polynômes de K[X,,…, X,] tels que : 


A=BQ+R ct  degy,(R) < deg (B). 


En effet P polynôme de X[X,,…, X,] peut être considéré comme un 
polynôme de K[X,,…, 4,_:][X,]. 
Remarquons que les polynômes B satisfaisant à ces hypothèses s'écrivent : 


Pi . 5 
DEEE tumurtt exit) At 
&, k)e N*- 


k=0 

Pat be K\{0} 
B=bX?+ ÿ B.X, { 

À : Be K[X:,...,X,_:] 


REMARQUES. — a) Si B satisfait aux hypothèses précédentes, pour que B 
divise À il faut et il suffit que R = 0. 

b) Le raisonnement précédent s'applique à n’importe quelle indéterminée 
Ayave 1<4q<n. 


PROPOSITION, — Dans XTX,, …, X,], pour que le polynôme 4 soit divisible 
par le polynôme X,-—28, où B est un polynôme de XT X,, …, X,_,], il faut et il 
suffit que le polynôme obtenu en substituant, dans 4, le polynôme B à l’indé- 
terminée X, soit le polynôme nul. 

En effet dans K[X,,…., X,-_,][X,] nous pouvons effectuer la division 
euclidienne de 4 par X,—B, soit : 


A=(X,-B)Q+R avec degx,(R) < degx,(X,—B). @ 


Comme degx,(X,— B) = 1,ona degx,(R) & 0, c'est-à-dire Re K[X:,...,X,-_1] 
En substituant B à XY, dans les deux membres de (1), on obtient alors : 


RO Xn-1) = AK Xn-n BOX Ans). (a 


EXEMPLE. — Dans QIX, Y, Z] à quelle condition le polynôme X°+ Y°+Z+mXYZ est-il 
divisible par X+Y+2 7? 

Pour qu'il y ait divisibilité il faut et il suffit que Z—(— X—Y} divise X°+ Y°+Z%+mX}2Z, 
et donc il faut et il suffit que le polynôme X°+Y°—(X+ Y)°—-mXY(X+ F) soit nul. 

La condition cherchée est m = —3. 


COROLLAIRE. — Pour que le polynôme À de K{ X,, …, X,} soit divisible par 
le produit [[ (X;-—X;), il faut et il suffit que À soit divisible séparément 


1Si<j<n 


par chacun des polynômes X;— X;, (1 <i<j<n). 
La condition est visiblement nécessaire. Supposons la remplie. 
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À étant divisible par %#,—X,, on peut écrire À =(X,-X,)B, 
BeK[X,,…, X,] 

À étant divisible par #:-— X,, la substitution de Y, à Y; dans À doit 
fournir le polynôme nul. D'où (X:—X;) B(X,, X2, X1, …) = 0. 

Comme K est intègre et X,— X, non nul, cela exige B(X,, X:, X,,..) = 0, 
c'est-à-dire B divisible par X,— X,. D'où la possibilité d’écrire : 

A= (XX) (X3—X)C, CeK[X:,.…, #,] 


Le lecteur achèvera ce raisonnement par récurrence. O 


* REMARQUE. — Cette propriété pourra être appliquée en particulier au 
calcul de déterminants à coefficients dans l’anneau K[X,, …, X,], 


6.9.2. Propriétés arithmétiques de K[X,, …, X,] 


1° PROPOSITION. — Pour # > 2, l'anneau KTX,, …, X,] n’est pas principal. 
Considérons l'idéal de K[X,,.., X,1 engendré par X,,.., X,. C'est l’ensemble des 
polynômes 


D OPiX;, avec P;eK[X,,..,X,] 


Si cet idéal était principal, son générateur diviserait chacun des polynômes X;, et ne 
pourrait être qu'un élément non nul de K' l'idéal serait donc K(X,,.., X,}, cæ qui est faux 
car les constantes non nulles n’appartiennent pas à l'idéal. 

Pour développer les propriétés arithmétiques de K[Y,, …, X,}, on ne peut donc opérer 
comme dans le cas de K[X]. Il est ici nécessaire de faire appel à la notion d’anneau factoriel 
(3.3.3) et de démontrer le théorème suivant, que nous admettrons : 


THÉORÈME DE TRANSFERT. — Si À est un anneau factoriel, l’anneau A[X] est factoriel. 
THÉORÈME. — K étant un corps commutatif, l’anneau K[X,, …., X,] est un anneau factoriel. 


La propriété s'établit par récurrence sur n. L’anneau K[Y,, …, X,] est un anneau intègre 
et pour n = 1, l’anneau K[X] est factoriel (théorème de décomposition de tout polynôme en 
produit de polynômes irréductibles et unitaires). Si nous supposons K[X,, …, X,-,} factoriel 
alors K[X,,… X,h que nous avons identifié à K[X,, … X,-,] [X,L est factoriel d’après le 
théorème de transfert. 0 


Conséquence. — Toutes les propriétés développées en 3.3.3 sont valables dans K[X,, …, X,], 
rappelons les plus importantes : 


a) Ÿ désignant un ensemble de polynômes irréductibles de K[X,, …, X,] représentant tous 
les éléments irréductibles de K{X,, … X,]}, pour tout polynôme À # 0 il existe un couple unique 
(a, v) constitué d’un élément de K\{0} et d’une application presque nulle de % dans IN tel que : 


Azul Pr. 
Pes 


Cette décomposition est la décomposition de À en produit de polynômes irréductibles non 
associés. 

b) Dans K[X,, …, X,], toute famille de polynômes admet un PGCD et un PPCM. 

e) Le théorème de Gauss subsiste mais attention : le théorème de Bezout est faux. 

d) Toutes les conséquences du théorème de Gauss sont conservées. 
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6.10. POLYNOMES SYMÉTRIQUES 


6.10.1. Polynômes invariants par un sous groupe G du groupe 6, 


Cette étude utilise la définition d’un groupe opérant sur un ensemble 
(2.5.1, 1°). 


1° PROPOSITION. — Etant donné un élément o& du groupe symétrique 
de degré n, G,, l’application de A[X,, …,,X,] dans A[X,,.…., X,] qui à 
tout polynôme P fait correspondre le polynôme noté o(P) défini par 
o(P)(4,., À) = P(Xouy « Xi) est un automorphisme d’algèbre. 

L’application qui à tout couple (v, P) constitué d’un élément de 6, et d’un 
polynôme de A[X;, …, X,,] fait correspondre le polynôme c(P) est une opération 
du groupe 6, sur A[X,, …, X,]. Enfin si P est p-homogène, o{P) est p-homogène. 

Le polynôme o(P) est obtenu en substituant aux n indéterminées 
X,,…., X, les n polynômes X,41,, …, X 


at): 


Si P— a; X®...Xi, alors  o(P) = CAD, GRR. 
i 2. 4) ©) 


ie N° ie N' 
On vérifie en utilisant 6.7./0 : 


o(P+Q) = o(P) + o(Q),  o(aP) = ao(P), 
o(P:Q) = o(P):9(0) (1) = 1. 


ce qui montre que l'application (P) + o(P) est un endomorphisme de 
A-algèbre. La vérification du caractère bijectif est immédiate. 


D'autre part, étant donnés deux éléments s et r de 6, et un polynôme P : 


t[o(P)] = TLPXeuy es Lo] = P(X stp ++ X ro oin)) 
donc t{o(P})] = (rc 0) (P). 


Enfin si e est l'identité de G,, e(P) — P, ce qui montre que 6, opère 
sur A[X:, …, X,]. 


La dernière propriété est immédiate. O 


2° DÉFANITION. — Etant donné un sous-groupe G de 6,, un polynôme P de 
A[X:, …, X,] est dit invariant par G si pour tout élément o de G, on a o(P) = P. 

L'ensemble des polynômes invariants par G est noté T4 ; c’est manifeste- 
ment une sous-algèbre de A[X;,…, X,]. En particulier nous avons les deux 
sous-algèbres T,, algèbre des polynômes alternés (invariants par le groupe 
alterné), Ÿ.. algèbre des polynômes symétriques (invariants par le groupe 
symétrique 6,). 
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REMARQUES. — a) %,, est inclus dans #,, mais la réciproque est inexacte 
car le polynôme [] (X,;—2X;) est un polynôme alterné sans être un poly- 


1<i<j<n 


nôme symétrique lorsque K est de caractéristique différente de 2. 


b) Pour qu’un polynôme P appartienne à Ÿ,, il faut et il suffit que pour 
toute transposition t de G6, on ait t(P) = P (en effet 6, est engendré par 
l'ensemble des transpositions). 


6.10.2. Polynômes symétriques élémentaires 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Dans A[X;,.…, X,} les n polynômes 
Ep (1 <p < n) définis par : 


En  LSN xs 
1S<h<u<ip En 
sont symétriques et portent le nom de polynômes symétriques élémentaires. 
Soit P le polynôme de A[X,,…., X,, Y}: 


P= Il (XX). 


Par récurrence sur l’entier # on prouve : 


P=Y'+ ÿ (—-I1YE,YP. 


p=1 


Or pour toute permutation o« € 6, on a manifestement : 


LL E-X 0) = [I 4-29 


(commutativité du produit dans A[X:,…., X,, Y]). 
On en déduit o(Z,) = Z, pour 1 <p <n. O 
Notons que 2, = X,+..+%,, que 2, = *,...%, et que Z, est la somme 


de CF monômes. Par abus, afin d'éviter des indexations assez lourdes, nous 
noterons, toutes les fois que le contexte sera sans ambiguïté : 


EX;,...X,, au lieu de D Xi. Xi 


1h << En Fr 
EXEMPLE : EX,X, est le polynôme £, = }  XiX;. 
1<iTj<n 
Remarquons aussi que X, est p-homogène et que le degré partiel de Z, 
par rapport à chaque indéterminée est 1. 
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2° Poids d’un monôme, d’un polynôme de A[Y,, …, Y,]. — DÉFINITION. 
k=n 
— On appelle poids du monôme Y#...Yf l’entier EL ki 
k=1 
Si P= Y aYi.yr 
ieN" 


n’est pas nul l’ensemble : 


{r eNHieN (a Æ0)A (se = m)} 
k=1 


des poids des monômes Y...Yf tels que le coefficient a; appartienne au support 
de P, admet un plus grand élément qui est dit poids du polynôme P et noté z(P). 


Si P est nul, on convient z(P) = — co. 
La famille {ie N" | a, # 0} est en effet finie et non vide ce qui assure 
lexistence de x(P) lorsque P est non nul. O 


PROPOSITION. — SiPe A[ Y,, …, Y,]est de poids z(P), alors P(E:, ….,X,), 
polynôme de A[X,,…., X,] obtenu par substitution des 7 polynômes £,, .…., Z, 
aux # indéterminées Y,, …., Ÿ,, est de degré au plus z(P). 

En effet si Y#.…. Yi est de poids p, (2,)*..(£,)" est manifestement p-homo- 
gène par application de 6.7.8, 2°. O 


3° Ordre d’un polynôme symétrique. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — 
Soit P un polynôme symétrique de A[X,,…., X,]; P a même degré partiel 
par rapport à chaque indéterminée. Ce degré partiel s’appelle ordre de P et 
est noté œ(P). 

Si P = 0 le résultat est évident. Soit P # © ; si p, — degx, (P), P contient 
un monôme a,Xf...X?" avec a, # O. En utilisant la transposition rt = (1, i) 
on constate que P contient le monôme : 


a,X;"...X% donc degx,(P) > degy, (P). 
Une démonstration analogue montre : deg,, (P) > degx, (P). [1 


PROPOSITION. — Si Pe A[Y,,.., Ÿ,] est de degré k, le polynôme 
symétrique P(E,, .…, E,) de A[X,, …, X,] est d’ordre au plus &. 


La vérification de cette propriété est immédiate. [1 


6.10.3. Structure des polynômes symétriques 
1° Nous aurons à utiliser : 


LEMME. — Soit P e A[X,, …, X,] tel qu’en substituant O à l’une quel- 
conque des indéterminées dans P(X;,..., X,) on obtienne le polynôme nul, 
Alors P est divisible par 2, — X, … X,. 


Posons : P= Ÿ axi..xr 


enr 
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À tout ke N, associons l’ensemble Z, des n-uples i = (i:, …, à,) de IN” 
tels que i,; = 0. On a l’égalité de polynômes : 


PO es Kaas 0, asso Xi) = À aXt.XiriX EE. x 


ie 
La nullité du polynôme P(X,, …., X4-1, 0, Xe, …, X,) exige 
Viel a; = 0. 


En faisant successivement 4 = 1, ..,k = n, on en déduit que a, est 
nul pour tout n-uplet : dont l’un des éléments est nul. Autrement dit a; # 0 
exige ie (IN*)” et on peut écrire : 


P= YO aXt.Xb= XX, D aXiT.xXh a 


Le(Nsy" e(N°y 


THÉORÈME I — À tout polynôme P € A[X,, …, X,] symétrique de degré p, 
on peut associer un polynôme Q € A[Y;,…, Y,] de poids inférieur ou égal 
à p tel que P(X,, .…, X,) = Q(Z:, .…., 2.) 

Eliminons le cas du polynôme P = 0, auquel on peut associer le poly- 


nôme Q = 0. Il s’agit donc de vérifier une assertion de la forme Æ,,,, avec 
neN* et peN. Nous allons utiliser une double récurrence. 


e Æ,, est vraie pour tout p: à tout polynôme P(X;) on peut associer 
Q(T:1) = P(X). 


e Ayant fixé n, tel que n > 2, supposons que #,_,,, est vraie pour tout 
peïIN et démontrons, par récurrence sur p, que #,,, est vraie pour tout 
peN. 

— 4,,0 est évidemment vraie. 
— Supposons 4,4, vérifiée pour tout k < p et soit P un polynôme 

symétrique de A[X;, .., X,] de degré p. 


Notons pour g tel que 1 < g < n—1, (Z,), le polynôme obtenu en substi- 
tuant 0 à Y, dans Z,. Le lecteur vérifiera sans difficulté, par exemple en utilisant 


in 


I (FX), que (Z,), n’est autre que le g-ième polynôme symétrique élé- 


mentaire de A[X,,..., X,-,]. Considérons alors P(X,,..., X,_,,0); il est 
manifestement symétrique, de degré au plus p. En utilisant Æ,_, ; on peut 
écrire : 


PO, Lu, 0) = QE i)o … (En- 1)o) 
où Q:Ee A[Y,,…, Ÿ,-,] est de poids au plus p. Posons : 
PaX es À) = PA À) — Qi(Ens es En 1). 
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Le polynôme P;,, manifestement symétrique, est de degré au plus p 
(proposition 6.10.2,2°) ; or par construction P,(X:,..., X,-1, 0) = O et, 
puisque P, est symétrique, pour tout & de IN, : 

PCA es Xe 0, Xe, À,) = 0. 
D'après le lemme il existe P, de A[X,,…, X,] tel que : 
Pie, X,) = En P(X 1, À). 
P, et Z, sont symétriques ; soit « un élément de 6,, on a : 
ZE PR, . LA] Lo PAZ .…… Xom)) = 0. 

On en déduit sans aucune hypothèse sur À : 

PA X,) — PXa» Xam) = 0. 

De plus on constate : deg (P,) < p—n. 

Ainsi P, est symétrique, de degré k tel que # < p; appliquons à P, 
l'hypothèse de récurrence : 

PA À) = QE 25) 
où Q,6€ A[Y;,,.., Y,] et où Q; est de poids au plus p—n. Îl vient : 
PCR, À) = QD es En) + En QD 2). 


Le polynôme Q,(Y:,,..., Y,-_:1) + Y,O(Y:, …, Y,) est de poids au plus 
p et répond manifestement à la question. O 


REMARQUE. — On peut même ajouter dans ce théorème que Q est de 
degré inférieur ou égal à l’ordre æ(P) de P. En effet en rajoutant cette pro- 
priété à l’assertion Æ,, , et en reprenant la démonstration par récurrence 
on constate successivement : 


— P(X,,..., X,-:1, 0) est d'ordre au plus œ(P) donc ©, est de degré 
au plus w(P). 
— P, est d’ordre au plus w(P). 


— P, est d'ordre au plus @(P)—1 donc Q, est de degré au plus o(P)—1 
et donc Q est de degré au plus w(P). 


2° THÉORÈME IL. — Soit P un polynôme symétrique de A[X,,…, X,] 
de degré p et d’ordre «. Il existe un unique polynôme © de A[Y;, …, Y,] tel que 
P(X,.., À) = Q(Z1, …, X,). Ce polynôme © est de poids p et de degré «. 

Unicité de Q. — Il suffit de démontrer que si Q@ est un polynôme de 
ALT, Y,] tel que O(£:,.…., £,) = 0 alors Q = ©. 

Démontrons ce résultat par récurrence sur n. Le résultat est immédiat 
pour n = 1 puisque Z; = X.,. Supposons le résultat établi pour n—1 avec 
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n > 2 et soit Q un polynôme de A[F,,…., Y,] tel que O(£,, …, Z,) =0; 
Q s'écrit : 
Q = L QY; 
keN 
avec QE A[Y:,.…., Ÿ,-1}. 
Si Q est non nul il existe un plus petit entier 4, tel que Q, # 0. 


QG, 2) = EY D DE Een) EXT 
La nullité de ce polynôme implique (sans hypothèse sur 4): 


Z QG...) C7 = 0. 
kz! 


En substituant 0 à X, on obtient : 


QUE )os + (En- 10) = 0 


qui entraîne d’après l'hypothèse de récurrence Q, = 0. Ainsi l'hypothèse O = 0 
est absurde. in] 


Existence de Q. — D'après le théorème I, il existe un polynôme Q de 
poids au plus p, de degré au plus w répondant à la question. Mais si p’ et w’ 
sont le poids et le degré de Q on sait que le degré de P est alors au plus p” 
et son ordre au plus w’ (6.10.2, 2° et 6.10.2, 3°). Il en résulte p = p' et 
@ = w'. mi 


REMARQUE. — Soit Q € A[Y,,…., Y,]. En désignant par Q, la somme 


des monômes de poids k, on peut écrire Q = Ÿ Q, où Q, est soit nul, 


KEN 
soit de poids k. Il en résulte : 


QE 2) = D QE +. En). 
keN 
QE …, 2,) est un polynôme k-homogène. Il en résulte (unicité de la décom- 
position en polynômes homogènes) que Q,(2..., Z,) est la composante de 
P sur M, (6.7.8, 3°). En particulier si P est p-homogène, tous les monômes 
de Q ont pour poids p. 


6.10.4. Détermination pratique du polynôme © satisfaisant à 
P(X:, …, X,) = O(E, …, 2), P étant symétrique 


P étant un polynôme symétrique de A[X,, …, X,], pour déterminer Q 
on peut procéder par identification ou par l’utilisation des formules de 
Newton (que l’on verra en 6.10.5) ; cependant il existe un procédé systéma- 
tique de détermination de Q que nous allons exposer sur un polynôme P 
non nul, symétrique et homogène. 

P= Y a,X1..xr 


Ef =» 
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IN” étant totalement ordonné par l’ordre lexicographique désignons par k 
le ñn-uplet le plus grand tel que 4, # 0 (nous dirons que k est le degré de P 
pour l’ordre lexicographique de IN”). Nécessairement si £ = (k:,.., k,) nous 
avons les inégalités : k, > k, > … > k,; en effet dans le cas contraire s’il 
existait k; < k;,,, la transposition (i, i+1) montrerait l'existence dans P 
du monôme 4,X% ..X5, ,X#*1... Xi avec a, # 0. 

Or ki, ki …,k,) est un n-uplet strictement supérieur à 4 ce 
qui est absurde. 

Formons alors : 


P —a,(Z)* ki CG)". G,- 1) Ra (S Jr 
On vérifie que : 
— ce polynôme est symétrique, homogène ; 
— le monôme a,X*...X* ne figure plus dans ce polynôme ; 


— ce polynôme est nul ou de degré pour l’ordre lexicographique de 
IN" strictement inférieur à k. 


S’il est nul le problème est terminé, dans le cas contraire on recommence 
Fopération précédente et il est manifeste qu’en un nombre fini d'opérations 
le polynôme trouvé est nul puisque la suite des degrés pour l’ordre lexico- 
graphique décroît strictement. 


REMARQUE. — Il est parfois prudent, pour éviter des erreurs, de compter 
le nombre de monômes intervenant dans chaque membre d’une égalité ; cela 
peut permettre d'éviter l'oubli de certains coefficients multiplicatifs qui peuvent 
intervenir. 


EXEMPLE 1. — Exprimer dans A[X,, X, Xl, P = Y X/X, à l'aide des polynômes 
symétriques élémentaires Zi, La, 3. 183 
Procédons par identification. P est de degré 3, d'ordre 2 donc Q est de poids 3, de degré 2. 
L'équation 
+2 +33 = 3 
a pour solutions (0, 0, 1), (1, 1, 0), (3, 0, 0) ce qui conduit aux monômes };, Y,Y, V?: Y? est 
à éliminer pour des questions de degré. Ainsi Q(Y,, F2, F3) = aY,Y,+8Y; et donc : 
ZE XPX,; = ilot En (a, B)e A 
i#i 


En substituant 0 à Y;, il vient & = 1. 


Si l'on donne à X,, X,, X; les trois valeurs égales 1, il vient f = —3 
donc Ÿ X/X;= 22,32. 
F3 


EXEMPLE 2. — Dans A[X,, …., X,] avec n > 4, expression de P = Y X?X; 
1#J 


Le monême de plus haut degré pour l'ordre lexicographique de IN" est X?X. 


n 2 
Formons P-(E) E1= Y XÏX; -(£ x) (5 xx). 
La] as 1 s<i 
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Cette différence a pour expression : _— D XFX,X, — 22). 
1#Jalék A j<k 


Prenons l’expression D X?x ,X,, Son monôme de plus haut degré (pour Pordre 
ifjairha jen 
lexicographique) est XEX,X retranchons Z,E,: on obtient : EXÈX XX, —XZZ = —-4x,. 


Ainsi LE XPX), = (Es) En — 22)" — E1Ës + 424. 
14 


EXEMPLE 3. — Dans A[W,,…., X,] avec n > 4, expression de D X?x}. 
1Si<JEn 


Le monôme de plus haut degré est X?X2. Retranchons donc (£)’; 


Y xX7X}-(E2) = -6 Y XX;XiX,-2 > XPX xs. 


1<i<jgn i<f<k<t [CTESCITS ES 
En utilisant le calcul fait dans l'exemple 2 : Y XX} = (D) -225, +22. 
1<i<jen 


6.10.5. Formules de Newton 


Etant donné un polynôme symétrique P, la détermination du polynôme Q tel que 
PCA, X,) = Q(E,, …, X,) n'est pas toujours aussi simple que dans les exemples précédents, 
en particulier lorsque le degré du polynôme P est élevé. Aussi utilise-t-on souvent comme inter- 
médiaires dans les calculs la famille de polynômes symétriques et homogènes (S,), . n définis par 


pu 
= Ÿ Xi: remarquons que $, = 7, et que S, = E.. 
p=0 


THÉORÈME, — Les polynômes symétriques et homogènes {S,), .x de AEX,, …, X,], où À 
est un anneau commutatif, vérifient les relations suivantes : 


i) pour 1<k<n: 

Sa EnSu-s + EnSe-atee +) ES CIN ES + (INK Es = 0. 
ä) pour k>n: 

Se En Se pe + ES pe + IP Sn + ES, = 0. 


Ces relations portent le nom de formules de Newton. 


Rappelons tout d’abord que dans A[X,,.…., X,, Y], anneau des polynômes à (n+1) 
a 


indéterminées sur 4, le polynôme P = [I] (Y—X;) a pour expression : 
i=1 


P 


Y'+ X (—1)E,Y" 7  (6.10.2.1°) 
p=1 


i) On peut écrire ; “es Sy en remarquant qu'il s’agit ici d'une égalité de poly- 


est plus simple que I D &- x) 


nômes | la notation 
( Y-Xx; 1Sjn «i#ÿ 


D'autre part, en utilisant l'expression de P : 


ëP 


ni 
SP jyr-i pr api 
F2 nY + 2 ( 1) (n—p)E,Y À 


208 POLYNOMES 6.10.5 


£ P 
Exprimons alors par une autre méthode ——— = Il @—X;). Remarquons pour 
Y—X: 1Sj<naits 


cela que pour tout entier 1 & ? <n, PCX:,.., X,, X;) = 0, et donc 
n-i 


P= PP(X ses Xn Xi) = Y XP + D (PE OP XT 
p=t 


Comme  Y'7P—XITP = (VX) ("PTE PAT PTIL EL HV NP 2 qe cpl) 
il en résulte l'égalité : 


LS - à np 
Y-X PT XD PTE + IP EX it + (IP XP) PPT. 
HOT Gi XEsat (DT UATT) 
| æ. 
et la nouvelle expression de HA 


LE AY (RES) V4 + (IP (RE, SE + +(—1PS,) PPT. 


ôY 
+CDT GES at (DS). 


L'égalité des deux expressions de _ conduit au système : 


Si-2, =0 
S3-S12,+25, = 0 


Se Sun Ent ee +C—IPE Sept ce INT ES + DRE = 0 


Sami Spa Eat ee +) 2S,E, 3 +(— D n—DE,, = 0 


#) Pour tout entier & tel que & > n, puisque P(X,, …, X,, X;) = 0: 
XP ES APTE (PE, XPH (—I)"E, = 0 
donc NÉE KE EH (—I)PE XÉ TP +4 (IV XÈT" = 0 


(multiplication par X*°"); d’où en additionnant pour 1<i<n: 


Su En Ses tot (PE Sep te (ES, = 0. 


Conséquence. — Si K est un corps de caractéristique O, il existe n polynômes de 
Ke Ah (Qui eue mn tels que: Ex = QufSus us S,). 

En effet les formules de Newton écrites pour 1 & & < n, constituent un système linéaire 
dans K[X,, …, X,] relativement aux polynômes E,, …, E,. Il s'agit d’un système linéaire éche- 
lonné qui se résoud de proche en proche*. On peut aussi constater que son déterminant a pour 
valeur n! au signe près... (] 


COROLLAIRE : X étant un corps de caractéristique Ô, pour tout polynôme P symétrique de 
K[X,, …, X,] ül existe un polynôme R de K[X,, …, X,] tel que P(X,, …, X,) = R(S:,…., S,). 


Exemples d'utilisation des formules de Newton: ces formules donnent tout d’abord les 
expressions de (S,),. n. Nous obtenons par exemple pour n > 4 : 


So=n Si=E, Sa=E-25, S,=32?-3EX,+3E, 


Sa = 2f—4X?5, + 42,2, +252 -45,. 
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Elles permettent aussi un calcul parfois plus simple de l'expression d'un polynôme symé- 
trique. Dans les calcuts suivants, nous supposons que K est de caractéristique 0. 


EXEMPLE | : Y  X2X5 (pour n > 4). 
1<fjen 


# 2 n 
Comme (È x) = D Xÿ+2 }  X2X$, on obtient : 


ist ii 1<i<jen 


Le 
D XXe 5(63-50 = 22—25,5, +25, 
ñ 


1s<i<j< 


EXEMPLE 2: Y XŸX2. Formons le produit ( Ÿ X#)( D X5) 
iri [ETE TI 1<j<n 
SeS2= Y'XÉXI+ D XP donc  Y XX? = Sas: -S 
31 j 


La i#i 


que nous calculerions par les formules de Newton. 


EXEMPLE 3 : Y  X2X5X,. Formons le produit ( XX X?X?)( X,) 
1<iTjen 1<icjen LE 
1<k<n 
parer 

{ei 


CE XXDCE XD=EXPXiXi + D XX 


1<i<j<n [ETES] 4j 
Or LE XÈXI= CE XNCX X)- EL Xi 
ii 1<i£n 1Sj<n 1<ien 
donc D xxx lis, - 5,5,+5.. 

1<i<j<n 2 
1skés 

rt 
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6.01. — Calculer le PGCD de 4 et B pour : 


A = 2X$+11X$+10X?2-5%-3, B = 2X?+5X2+5%4+3; 
A = X$-2X*+2X3-3%742 B= X*—2X$4+7X2-4YX+410 ; 
A= X7+2X$-5XT+ X$+2X—5, B= XS+X*4+4X5-3X2-3X 5. 


6.02. — Dans Z[X], restes des divisions euclidiennes de (X—3)2?" + (X—2}" — 2 
par : 
a) (X—3)(X—2) ; b) (X—3} 
c) (X—2P ; d) (X—3) (X—2. 


6.03. — Diviser suivant les puissances croissantes à l’ordre n : 


a) Xsin@ par 1—2X cos 0+X?; 


b) YO X* par X (—-1Ÿ#x*. 


k=0 k=0 
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6.04. — Soient "%, #1, …, #, des entiers respectivements congrus à 0, 1, …, p, 
modulo p+1. Montrer que, dans Z[X1, 


1+X+...+XP divise X"+X71+.,4X", 
6.05. — Pour tout Pe K[X1, P(X)-— X divise P(P(X))}— X. 
6.06. — Condition pour que X°+ X*+1 divise X°"+axv#+p. 


6.07. — Pour quelles valeurs de n : 

a) (X"+1)" — X"est-il divisible par X?+X+1 ? 

b) (X+1Y — X°—1 est-il divisible par (X2+ X+1)2 ? 

o) (A2 X+1) — X2+ X"—1 est-il divisible par X°— X2+X-—1 ? 


6.08. — Si p et g sont deux entiers non nuls premiers entre eux, alors 
(X-—1) (472— 1) est divisible par (XF—1) (X*—1). 


6.09. — Soit X un corps de caractéristique 0. Trouver tous les polynômes de 
K[X1] divisibles par leur polynôme dérivé. 


6.10.— Soit À un anneau commutatif, a et b des éléments de 4, avec a 
inversible. Montrer qu’il existe un unique automorphisme de l'anneau A[X1 qui 
laisse invariant les constantes et qui transforme X en aX+b. 


Réciproquement si À est intègre, montrer que tous les automorphismes de À 
qui laissent invariants les constantes sont de ce type. 
6.11. — Montrer que dans Q[X1] il n’existe qu’un polynôme P, tel que : 
P,—P, = X°. 
Déterminer P,. 
6.12. — Déterminer dans Q[X] les polynômes non nuls P satisfaisant à: 
nn—1)P—(X?2-1DP"=0 n>2. 


Montrer que P est nécessairement de degré n. Etablir une relation de récurrence 
entre les coefficients de P. Déterminer P et montrer que : 


1+ Y qe D Ci 


2<2ç&n CA, 


= 0. 


6.13. — Soit P un polynôme de Z[X] et ñ un élément de Z. On pose m = P(n). 

1° Montrer que pour tout élément 4 de Z, P(n4+km) est divisible par m. 

2° Montrer qu'il n'existe pas de polynômes ? de Z[X] non constant tel que 
pour tout 7 de Z, P{x) soit un nombre premier. 

6.14. — Soit la suite de polynômes P, de R[X] définis par récurrence par : 


Pi=l: Pia=X; nZ2:P,= X-P,_, — P,_:. 
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Etablir la relation P?—P,_;.P,,, = 1. 
En déduire que P, et P,,, sont premiers entre eux. 


Vérifier ce résultat sur P, et P, en leur appliquant la méthode des divisions 
successives. 


6.15. — Polynômes de Bezout. Soient À et B deux polynômes de K[X] non tous 
deux constants, premiers entre eux tels que deg (4) > deg (B); on désigne par R, 
0 < K < p, la suite des restes successifs obtenus en appliquant à 4 et B la méthode 
des divisions successives (cf. recherche du PGCD) et l'on suppose R, = B, R, = 0 
et donc R,-, = a avec ae K\{0} puisque 4 et B sont premiers entre eux. 


Montrer qu'il existe une suite de polynômes $,,0 < & < p—1, telle que pour 
0 < 4k < p—2 on ait : 


SisiRetSiRs+, = L et deg (5) < deg(R) 


{on raisonnera par récurrence sur g = p—k). 


Montrer que ce procédé permet de déterminer explicitement l'unique couple (U, V) 
tel que : AU + BV = 1 et deg(V) < deg(A), deg{U) < deg(B). 


Appliquer la méthode précédente aux deux polynômes : 
X" et (1—XY. 
6.16. — Exhiber deux polynômes U et F de IR[X], vérifiant : 
d'(U)<n: d'(V)<m: X"U(X)+(1-XY V(X)= 1. 
Montrer qu'il existe deux réels « et B tels que : 
GX) VC) — nV(X) = aX"" 1; XU'(X) + mU(X) = B(— XV. 


6.17. — Exhiber deux polynômes U et V de R[X}, de degré au plus égal à 2n—1, 
tels que : 
CA 0)" U + (XP V = 1. 
On pourra développer [CX—x) — X+81%""! par la formule de Newton. 


6.18. — Etudier les polynômes : 
PAX)= S (—-1)PPCPX?, (k= 0,1, n). 
p=0 


En déduire des expressions simples des sommes : 


Anh = À C1 c , ÉSEKn). 


p=0 
6.19. — Quelles sont les racines du polynôme : 


X ,X(X-1) _X(X-D&-D 


X(X-0 .…. (K-n+1) 
tit 2 31 ; 


: n! 


++ (2) 


212 FRACTIONS RATIONNELLES 


6.20. — Soit P un polynôme de R[X] tel que : 
VxeR P{x) > 0. 


Montrer qu’il existe deux polynômes À et B de IR[X1] tels que P = 4?+B?. 


6.21. — Factoriser (X+i)" — (X—i)". 


à kr 
ns . 2 
En déduire une expression de : Il (a+cois =) 


6.22. — Soient Pe Z[X], aeQ,beQ, non carré dans Q. Montrer que : 


(à) Sia+ Vo est racine de P sur KR, alors a— NI est racine de P sur IR. 
(Gi) Si a+ V/b est racine double de P sur IR, alors il existe deux polynômes P, 
et P, de Z[X] tels que P = P,(P;)?. 


6.23. — Déterminer # pour que, sur €, le polynôme (X+1)" — X7—1 admette 
une racine multiple. 


6.24, — Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et À e K[X] de 
degré n > 0, ae K\{0}. Montrer qu'il existe P e K[X] unique tel que 


P(X+ a) + P(X) = A(X). 
Soit Æ, le polynôme tel que E (X+a) + E(X) = 2X". 
Montrer que E,(a— X}) = (—1)'E,(X) et que E,(X) est divisible par X(X-—a) 
si À pair non nul, par X — 5 si x impair. 


(Cet exercice utilise des résultats du chapitre 9). 


6.25. — Etant donnés deux polynômes À et B premiers entre eux et a et b 
deux éléments de K, trouver tous les polynômes P de K[X] tels que P+a soit divisible 
par 4, P+b par B. 

Appliquer ce résultat à A = X" a= ]!| 

B=(1-X)" b= -1. 


6.26. — Soit le polynôme S = X+3X?+5%Y#+...+(2n—1)X". En comparant 
S et XS mettre ce polynôme sous forme de quotient de deux polynômes. 
2n+1 
2n-1 


Calculer s( ) et en déduire une identité remarquable. 


6.27. — Montrer pour tout nombre premier p l’existence d’un corps à p? éléments. 
On utilisera l'étude des carrés d’un corps fini (Exercice n° 3.16) et le corps 
quotient K[X1/P) où P est un polynôme de degré 2, sans racine dans K. 


6.28. — Soient P et Q@ deux polynômes premiers entre eux. Montrer que si 
P?+Q? a une racine double «, alors P'?(«) + Q'?(æ) = 0. Que pensez-vous de la 
réciproque ? 
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6.29. — Soit P = aç+a,X+...+a,X" un polynôme non constant de Z[X1]. 


Montrer que s’il existe un nombre premier p divisant @5, 4,, …, 4,-,, ne divisant 
pas a, et tel que p? ne divise pas a, alors P est irréductible dans Z[X]. Montrer que 
le polynôme 1+X+...+ #77! avec p premier est irréductible sur Q. 


(Ce résultat est connu sous le nom de critère d'EISENSTEIN). 
6.30. — Décomposer le polynôme homogène et antisymétrique de R[X, Ÿ, Z]: 
P= X{Y—Z) + YS(Z-X) + Z(X-Y)+ XYZ(Y-Z)(Z-X)(X- FT) 
en un produit de cinq facteurs à coefficients réels. 
6.31. — Soit À le polynôme Y— X? de K[X, Y]. 


1) Montrer que À est irréductible. 


2) Sur l'ensemble des couples (P, O}) de polynômes de K[X, Y] tels que Q ne 
soit pas divisible par 4, on considère la relation : 


(P, Q)R(P"', Q") signifie que PQ'—P'Q est divisible par 4. 
Montrer que À est une relation d'équivalence. 


6.32. — Soit P un polynôme symétrique de K[X, YL divisible par X-—}. 
Montrer que, si K n’est pas de caractéristique 2, P est divisible par (X— Y}?. 


6.33. — Trouver tous les polynômes de R[X, Y] vérifiant : 


6.34. — Pour quelles valeurs de » le polynôme (X+ Y}" — X" — Y” de Z[X, 7] 
est-il divisible par le polynôme X?+XY+ y? ? 


6.35. — Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X, Ÿ, Z] les 
polynômes : 
XSY-2) + YZ-X) + ZX-F) 


AY? Z)+ YZ'-X) + ZX? Y)- XYZ? XYZ. 
6.36. — Décomposer en facteurs irréductibles dans €[X, Y] puis dans IR[X, Y] 


les polynômes : 
A'—Y" et X"+YŸ" avec n> 1. 


7 


FRACTIONS RATIONNELLES 
A UNE OÙ PLUSIEURS 
INDÉTERMINÉES 


Dans tout le chapitre K désigne un corps commu- Î 


À tatif. 


7.1. CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES A UNE INDÉTERMINÉE 


7.1.1. Le corps X(X) ; l’algèbre K(X) 


i° THÉORÈME ET DÉFINITION. —— Soit K un corps commutatif. On sait que 
l'anneau KTX] des polynômes à une indéterminée sur X est intègre ; son corps 
des fractions est appelé corps des fractions rationnelles à une indéterminée sur 
K ; on le note K(X). 

Rappelons (3.4.1, 2°) la démarche suivie pour construire ce corps. 

— K(X) est l’ensemble quotient de K[X]X(K[X]\{0}) par la relation 
d'équivalence & : 

(A1 B;) R (42, B;) si et seulement si 4,8 = AB. 

Une fraction rationnelle à une indéterminée sur Æ est donc une classe 
d'équivalence notée provisoirement F et représentée par un couple (4, B) 
de polynômes de K[X] dans lequel B # 0, un autre couple (4,, B,) représentant 
la même fraction rationnelle F si, et seulement si AB, = 4,B. 

— Dans K[X]x(K[X1N\{0}) nous avons défini les deux lois addition et 
multiplication par : 


(4, B) + (C, D) = (AD+BC, BD) 
(A, B}(C, D) = (AC, BD). 


Les deux lois de K(X) sont les lois quotients, notées, elles aussi, + et - ; 
le triplet (KCX), +,:) est ainsi un corps commutatif, L'élément neutre 
pour l'addition est la fraction rationnelle nulle notée O qui est la classe des 
couples (0, B) avec B > 0. L'élément neutre pour la multiplication, dite 
fraction rationnelle unité, et notée 1, est la classe des couples (B, B) avec 
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B #0. L'inverse de la fraction rationnelle non nulle F: classe de (4, B) 
avec À # 0 et B æ# 0, est la fraction rationnelle : classe de (B, 4), que l'on 
note 1/F. 


2° La K-algèbre K(X), — En adjoignant aux lois de structure de corps 
de K(X), la loi de composition externe, d’ensemble d'opérateurs X, qui au 
couple formé par le scalaire « et par la classe de (4, B) associe la classe de 
(«A, B), on constate aisément que K(X} est muni d’une structure de K-algèbre 
commutative, 

Sous-algèbre des polynômes. — L'application K{X] —> K(X) qui à 
A e K[X] associe la fraction rationnelle dont un représentant est le couple 
(4,1) — et dont les autres représentants sont tous les couples (4B, B), 
B #0 — est un morphisme injectif d’algèbres, qui permet d'identifier K[#] 
à la sous-algèbre de X(X) constituée par les fractions admettant un représentant 
de la forme (4, 1). 


3 Changement du corps de base K. — THÉORÈME. — Soient K et K' 
deux corps commutatifs, et @ un isomorphisme de K sur K'. Alors il existe un 
isomorphisme, unique, de K(X) sur X'(Y) qui prolonge @ et qui transforme 
l’indéterminée X de K(X) en l’indéterminée Y de X'(F). 


La restriction à K[X] d’une solution éventuelle ne peut être que 


LaX Z, gta) Y". 


neN 


On en déduit (6.1.7) que cette restriction doit coïncider sur K[X] avec le morphisme d'anneaux 
& : K[X] —+ K'[Y] qui prolonge & et transforme X en Y, morphisme qui est déterminé de 
manière unique. 


Ainsi une solution éventuelle ne peut être que 
classe (4, 8) + classe (p(4), g(B)). () 
Inversement (1) définit une application K(X) -> K'(Y), ainsi qu’on le constate en 
remarquant que l'égalité de polynômes AD = CB entraîne l'égalité de polynômes 
P(A)-#CD) = SC) PB). 


Cette application répond visiblement à la question. 


7.1.2. Représentants irréductibles d’une fraction rationnelle 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Pour toute fraction rationnelle de X(X), 
il existe un représentant (4,, B,) tel que les polynômes 4, et B, de K[X] 
soient premiers enfre eux; pour qu’un autre représentant (42, B,) de F vérifie 
la même propriété, il faut et il suffit qu’il existe un élément non nul a de X tel 
que 4, = aA, et B, = aB,. Ce représentant de F, unique aux constantes 
multiplicatives non nulles près, est appelé la forme irréductible de la fraction 
rationnelle F. 
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En effet soit (4, B) un représentant quelconque de F. Dans K[X] les deux 
polynômes 4 et B admettent un PGCD, A, non nul à cause de B # 0. Le couple 
(4:, B1) EK[XIX(K[X]\{0}) défini par À = À 4, et B = A B, est un repré- 
sentant de F tel que À, et B; soient premiers entre eux. 

Si (4, B;) est un autre représentant de F tel que À, et B, soient 
premiers entre eux, la relation 4,8, — A4,B, et le théorème de Gauss mon- 
trent que B, divise B, et réciproquement, donc B, = aB, avec a # 0. Il 
en résulte, puisque B, est non nul, que 4, = aA,. Réciproquement le couple 
(a4,, aB,) avec a Æ O est un représentant de F dans lequel a4, et aB, sont 
premiers entre eux. O 

PROPRIÉTÉ. — Soit (4,,B;) la forme irréductible de la fraction ration- 
nelle F. Pour que (4, B) représente F il faut et il suffit qu’il existe À e K[X]\{(0} 
tel que À = AA, et B = AB. 

En effet la relation AB, = A,B implique (théorème de Gauss) que B; 
divise B ; il existe donc À Æ 0 tel que B = AB;. L'égalité AB, = 4,AB;, 
et l'inégalité B, # 0 impliquent À = AA;. La réciproque est évidente.  [] 


2° Notations. — Par abus de langage nous dirons et nous noterons 
abréviativement : 
; ; À | : ; 
a) La fraction rationnelle F4 lieu de la fraction rationnelle F dont un 
représentant est le couple (A, B). Le polynôme À porte le nom de numérateur 


de la fraction rationnelle #. le polynôme B # 0 le nom de dénominateur. 


B 
; k A , À 2 ; 
b) Les deux fractions rationnelles F et FE. sont égales (notation 
A _ À ù 
BR = &) au lieu de (A B) et (A,, B;) représentent la même fraction 
1 


rationnelle F. 


ts A : : à 
c) La fraction rationnelle irréductible F'% lieu de la fraction rationnelle 


dont un représentant irréductible est (A, B). 
Avec ces conventions les deux lois addition et multiplication des frac- 


tions rationnelles s’écrivent : 
AC  AD+BC et À C _ AC 
BD BD B D BD 


d) La fraction rationnelle À, au lieu de la fraction rationnelle Af1, pour 
désigner l’image du polynôme À par le morphisme injectif K[X] — K(X), 
ce qui est compatible avec la notation O et 1 des éléments neutres et avec 

; à ; è ; À 
la notation 2 puisque dans K(X) le quotient de la fraction rationnelle 7 
par la fraction rationnelle : avec B + O, est la fraction rationnelle 5° 
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REMARQUE. — Si le polynôme B # 0 divise le polynôme À alors À = BQ 
; : A 2 À rte 
et les deux fractions rationnelles F et Q sont égales ; 3 apparaît ainsi comme 
le quotient dans K[X1 du polynôme À par le polynôme LB. 


7.1.3. Degré d’une fraction rationnelle 


Généralisant 6.1.5, nous considérons un ensemble Z LU {— co}, totalement 
ordonné par la convention suivante : 


pour tout ne Z LU £—co}: —co <n. 


pour tout (n,,n:)eZ? : n, < n a la même signification que dans Z. 
Dans Z L {—co} nous définissons une loi interne, dite addition par : 


pour tout ne Z LU {—oo} (— oo) +n=n+(-00)= —0o. 


pour tout (n,, 2) eZ? : n;+n, est la somme de n, et 7, dans Z. 
Cette addition est associative et commutative. 

Pour ae Z LU {—-æo} et beZ, on pose: a-b = a+(-b). 
PROPOSITION. — Soit F e K(X) une fraction rationnelle. Alors l’élément 


deg (4)—deg (B) de Z U {—c} est indépendant du choix du représentant À 
de F ; on l’appelle degré de F'et on le note deg (F). 


; A À ; 
Soient en effet 5 et F- deux représentants de F (ou — avec notre 
1 


convention — deux fractions égales). On a AB, = BA,, et donc : 
deg (4) + deg (B,) = deg (4,) + deg (B). 


Comme (à cause de B # O et B, Æ 0), deg(B) et deg(B,) sont des 
éléments de IN, on en déduit : 


deg (4) — deg (B) = deg (4:) — deg (B;). O 


REMARQUE. — Le degré d’une fraction rationnelle non nulle est un élément 
de Z, le degré de la fraction rationnelle nulle est — co. D'autre part si À 
est un polynôme, son degré en tant que polynôme de K{X1 est le même 
que son degré en tant que fraction rationnelle de K(X). 


NS 
PROPRIÉTÉ. — Si F et D 


(5) cmfa(s) (0) 


La vérification de cette propriété est laissée au lecteur. O 


sont deux fractions rationnelles de K(X), on a : 
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7.1.4. Pôles et racines d’une fraction rationnelle 


1° DÉFINITION. — Soient K un corps commutatif, F un élément de K(X), 
4 un représentant irréductible de F. Toute racine d’ordre de multiplicité 
k du polynôme non nul B est dite pôle d’ordre 4 de F. Toute racine d’ordre 
de multiplicité & du polynôme 4 est dite racine d’ordre de multiplicité 4 de F. 

Cette définition est justifiée par le fait qu’étant donnés deux représentants 
irréductibles d’une fraction rationnelle, les dénominateurs d’une part, les 
numérateurs d’autre part sont des polynômes associés. 

REMARQUES. — a) Pour un polynôme, les racines au titre d’élément de 
K(X) sont les mêmes que les racines au titre d’élément de K[X1]. 

b) Aucun élément de K n’est à la fois pôle et racine de Fe K(X) (du 
fait de À et B premiers entre eux). 

c) L'ensemble des pôles de Fe K(X) est fini, de cardinal au plus égal 
au degré du polynôme non nul B. 


2° Influence du corps de base. — On suppose ici que K est un sous- 
corps d’un corps commutatif L. On sait que K[X] est un sous-anneau de 
L[X1] ; après passage aux corps de fractions, K(X) est un sous-corps de L(X). 


Il est possible qu’une fraction rationnelle n’admette pas de pôle (resp. 
racine) au titre d’élément de K(X), mais qu'elle en admette au titre d’élément 
de L(X) ; quand il risquera d’y avoir ambiguïté nous préciserons : pôle 
sur K, pôle sur L... 


7.1.5. Fonction rationnelle 


1° DÉFINITION. — Soient K un corps commutatif, F un élément de K(X), 
A 
F un représentant irréductible de F, A, le complémentaire dans K de l’ensem- 


ble des pôles de F (ou racines de B). 


On appelle fonction rationnelle associée à F dans K, l'application Ê : A, —> K 


définie par F(x) — 1@, 


On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du choix du 
représentant irréductible £ En revanche l’ensemble de définition A; dépend 


du choix du corps de base (cf. 7.1.4, 2°), que nous considérons ici comme fait 
une fois pour toutes. 


REMARQUE. — Si K est infini, alors A; est un ensemble infini. Si K est fini, 
alors A est fini, et éventuellement vide. C’est, par exemple le cas pour la 
1 


fraction XG=D:0=71D de F(X). 
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PROPOSITION. — Soient Fe K(X) et GE K(X). Pour tout x e A; n Ac: 
(EC) © = F0 + 6): (F0) Go = FL. 
La vérification est laissée au lecteur. 


2° THÉORÈME. — Soient K un corps commutatif infini, et F et G deux 
fractions de K(X) telles que les restrictions à A; n À; des fonctions F et G 
coincident. Alors les fractions F et G sont égales. 


Soient 4 et È 
B  Q 


Pour tout xeA;nA,ona=— = + 


des représentants irréductibles de F et G. 


À(x) Êtx) — 8x) PC) = 0 (égalité entre éléments de K). 


Autrement dit la fonction polynôme associée au polynôme 40 — BP de 
KT[X] prend la valeur 0 en tout point de A; n A,, qui est un ensemble infini. 
Le polynôme 4Q—BP a une infinité de racines distinctes dans K, et donc il 
est nul. D'où F = G. 


(En fait il aurait suffi de supposer que les restrictions de F et 6 à une 
partie infinie de X coïncident.} 


7.1.6. Dérivation d’une fraction rationnelle 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit Fe K(X) une fraction rationnelle, 
Alors la fraction rationnelle représentée par ne est indépendante du 


A 
choix du représentant 5 de F; on l’appelle fraction rationnelle dérivée de F ; 
on la note F'. 


Soient en effet & et F deux représentants de F. De AB; = BA,, on 
déduit par dérivation : 
A'B,+AB\ = B'A;+BA1. 
D'où, après multiplication des deux membres par BB, : 
BA'.B?+AB,.BB, = BA;-B'B;+B,4:-B? 
Remplaçons au premier membre AB, par BA,, au second BA, par AB, : 
BA':B?+4,B:B? = AB'.B?+B;,A':B? 
BA'—AB _ B,4i—A,B! 


et : 
B? B? 


[I 


REMARQUE. — Si 4 est un polynôme, sa dérivée, en tant que polynôme 
de K[X], est la même que sa dérivée en tant que fraction rationnelle de 
K(X). En particulier la dérivée d’un polynôme constant est ©. 
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Formules de dérivation. — Pour tous (F, G) e K(X) x K(X) et «eK: 
(F+G) = F'+G';  (aF) = af @ 
(Œ°-G) = F'G+F6G. (2) 


A titre d'exemple, justifions la formule de dérivation de F+G. 


ÿ À C AD+BC 
Si F=ge G=> aiors F+G= SE — et donc : 
B É "+8 C')—(AD+B B' 5 
+0 = D(A'D + AD . + BC) (B'D+ BD') 


Après simplifications, le second membre s'écrit : 


(BA'.D?—AB'.D?}+(C'D-B?-CD'-B?) BA'—AB C'D-CD' 
B?D? SE B°? + D? 
Par récurrence sur l'entier n > 0, de (FG) = F'G+FG', on montre que si F,.,F, 
sont n fractions rationnelles de K(X) on a : 


D 


k=n 


ŒiF) = D FF Furl, 


= 1 


De (1) on déduit : 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application F + F' est un endo- 
morphisme du K-espace vectoriel K(X) :’ on l’appelle dérivation et on la note D. 


3° Fractions rationnelles primitives. — DÉFINITION. — On appelle primitive de Fe K(X) 
toute fraction rationnelle de X(X) dont la dérivée est F. 


Montrons que si K est de caractéristique O, les seules primitives de la fraction nulle sont 

les polynômes constants. 
: : … À 
Nous savons déjà que la dérivée d’un polynôme constant est 0, Inversement soit 3 


à ï AY 4 L 
une fraction irréductible telle que (5) = 0, ce qui s'écrit BA' = AB. 
Le polynôme B est premier avec À, d’après le théorème de Gauss, il divise B'. De même 
À divise 4’, Or, K étant de caractéristique O, pour des raisons de degrés, les seuls polynômes 
de K[X] qui divisent leurs dérivées sont les constantes. 


H en résulte que si K' est de caractéristique O et si une fraction F admet des primitives (ce 
qui n'est pas toujours le cas), deux primitives de F diffèrent d’un polynôme constant. 


7.2. THÉORIE DE LA DÉCOMPOSITION D'UNE FRACTION RATION- 
NELLE EN ÉLÉMENTS SIMPLES 


7.2.1. Partie entière d’une fraction rationnelle 
1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — À toute fraction rationnelle F € K(X) on 


peut associer un, et un seul polynôme E € K[X] tel que le degré de la fraction 
rationnelle F—E sit strictement négatif. On dit que E est la partie entière de F. 
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Unicité. — Soient E et E* deux polynômes tels que : 
deg(F-E) <0 et  deg(F—E*) < 0. 


En utilisant : deg ((F—EÆE) + (E*—F)) < sup (deg (F-E), deg(E*-—F)) 
on obtient : deg(E*—E) < 0, ce qui exige E*=E. 


Existence. — Soit _ un représentant quelconque de F. Comme B £ Oon 


peut effectuer la division euclidienne de 4 par B, soit, en appelant le quotient E : 
À = BE+R, deg(R) < deg (B). () 


On constate que la fraction rationnelle F—E, qui est & vérifie 


deg (F-E) < 0. Le quotient E répond à la question. O 


REMARQUES. — a) La démonstration est algorithmique : non seulement 
elle fournit l'existence de la solution, mais elle permet de la calculer. 


: Fa 4 Asa j 
b} Si on utilise un représentant 5 irréductible, alors comme d’après (1) 


le PGCD de À et B est égal à celui de B et R, on constate que & est un 
représentant irréductible de F-E. 


2° Autre interprétation. — THÉORÈME. — Dans le X-espace vectoriel 
K(X), l’ensemble K[X] des polynômes, et l’ensemble F_ des fractions ration- 
nelles de degré strictement négatif sont deux sous-espaces vectoriels supplé- 
mentaires. 


On vérifie aisément que, comme K[X], F_ est un sous-espace de K(X). 
Le théorème précédent montre alors que K[X}et F. sont supplémentaires. [ 


COROLLAIRE. — Si (F);., est une famille de fractions rationnelles de 
K(X) de parties entières (Æ;), . ;, alors pour toute famille presque nulle (x); 4 ; 
de scalaires de K, la partie entière de la fraction rationnelle © «&F, est > «E,. 

ief ler 


7.2.2. Etude théorique de la décomposition en éléments simples 


Soit K un corps commutatif. Il ne sera question que de polynômes de 
K[X1] et de fractions de K(X). 


1° LEMME. — Soïent (B,, B,) un couple de polynômes non nuls, premiers 
entre eux, et À un polynôme tel que deg (A) < deg (B, B). Alors il existe 
un et un seul couple (4;, 4:) de polynômes tel que : 
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Unicité. — Soient (4,, 4,) et (A*, A*) deux couples répondant à la 
question. 
Par différence : 
AA? A$— A; 


Bo Bd 00 B;(4i— A7) = B;(43— A2). 


Comme B, est premier avec B,, d’après le théorème de Gauss, B, divise 


* 
A;—Af. Compte tenu de : (A 3 Ai i) < 0, cela exige 4, = A*, et donc 
4 = Aÿ. 1 
Existence. — Le théorème de Bezout nous apprend qu'il existe un couple 
(U,, U,) de polynômes vérifiant U,B,+U,B, = 1, égalité dont on déduit 
après multiplication par À: 


4° _ AU; , AU: 
BB,  B B; 


En désignant par E, et E, les parties entières de AU 


A 2. A, 4, A; A, 
BE, EtE+z +3, ; des (4 )<o: de( #2) <o 


Ai 
On en déduit deg (& + 4) < 0 ; ainsi E,+E, est la partie entière de 
1 2 
55, °° cette partie entière est O d’après l’hypothèse sur les degrés de À 
hour À 
et B,B,. Ê 


29° PROPOSITION I. — Pour tout système (4, B,, …, B,) de polynômes 
dans lequel les B; sont premiers entre eux deux à deux et les degrés liés par 
deg (4) < deg (B, … B,), il existe un, et un seul système (4,,.., 4,) de 
polynômes tel que : 


À "A. À; : 
FE, = 2 8: des (5!) < © pour tout ie N,. (@) 


Il s’agit de vérifier une assertion $,. Raisonnons par récurrence. 
— Ÿ, est trivial et Ÿ, a fait l’objet du lemme. 


— Soit n > 3, tel que T,_, ait été vérifiée. Soit (4, B,, …, B,) un sys- 
tème de polynômes vérifiant les conditions de l’énoncé. Si on peut lui associer 
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un système (4,, …, 4,) vérifiant (1), on en déduit qu'en posant B, = B,...B,_; 
ni 
A; _ Ào 


et — = ——,ilest possible d’écrire : 
Br BP 


A Ào , An Ào À, ' 
EE, = BE," des (2) <o dd) <o a’) 


Inversement B,, premier séparément avec B,,…., B,_, est premier avec 
leur produit B; ; d’après le lemme, il existe un et un seul couple (45, 4,) 


de polynômes vérifiant (l') ; en utilisant F,_;,, à partir de BE 
pee Do 


détermine alors de manière unique les polynômes 4, …., 4,_1. 


REMARQUES. — a) Dire que deg (4) est strictement négatif équi- 


vaut à dire que la partie entière de e est nulle. 


ô 


b) Si est irréductible et si chaque polynôme B, est de degré au moins un, 


aucun des polynômes À; n’est nul. 


PROPOSITION II. — Soit © un polynôme non nul. Pour tout entier naturel 
non nul £ et tout polynôme C, tel que deg (C;) < deg (Q'), il existe un, et un 
seul système (P,, …, P,) de polynômes tel que 

k \ 
G _ Y Pi, avec deg (2) < 0 pour tout je N,. Q) 


1! s’agit de vérifier une assertion #,. Raisonnons par récurrence. 

— ]lest bien évident que #, est vraie ; 

— Soit k > 2, tel que 4,_, ait été vérifiée. Considérons un polynôme 
C, tel que deg (C,) < deg (Q"). 

On remarque que si (2) existe, elle implique : 


k-1 
a=(5 re-)o+r, deg (P,) < deg (0) 
En 
ce qui montre que P, ne peut être que le reste de la division euclidienne de C; 
par Q. Inversement cette division s'écrit : 
Ci = Ci: Q+P,, avec deg (P,) < deg (Q) et deg (C,-,) < deg (Q*75 
et nous sommes ramenés à chercher une décomposition de la forme : 
C- 
9” 


ce qui, d’après 4,-,, peut se faire d’une, et une seule façon, O 


k-—1 
{ P; P; : 
= ] — , avec deg( —} < 0 pour tout je N,-;, 
174 o 8 a P JE Ne 
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REMARQUES. — a) Si deg (Q) > let si à est irréductible, alors, dans (2) 
le polynôme Q, n’est pas nul. Q 


b) La démonstration est algorithmique. 
3° DÉFINITION. — Toute fraction rationnelle de K(X) de la forme LA où 


Q est un polynôme irréductible de K[X], & un entier supérieur ou égal à 1 et où 
deg (P) < deg (Q), est appelée un élément simple. D’une manière plus précise 


si le polynôme Q est de degré / on dit que a est un élément simple de /-ième 
espèce. 9 


4° Théorème de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments 
simples, — THÉORÈME. — Soit F une fraction rationnelle de X(X) de repré- 


sentant irréductible _ dans lequel B est un polynôme de degré au moins égal 


à !. Si l’on désigne par b Q%!… OX" la décomposition du polynôme B en produit de 
polynômes irréductibles, unitaires, et non associés (6.2.7) avec b # O0 et k; > 1 
pour tout ; eN,, alors il existe une famille unique de &, +...+k,+1 polynômes 
de KX[X1] notés E' et P,; avec ! < i < net 1! < j < K;, tels que : 


rit (ÿ#u) et des (2) < 0 @ 


1 
i=1 Viet (Q.) 


Cette décomposition porte le nom de décomposition de la fraction rationnelle 
F en éléments simples. 


Existence d’une décomposition. — La théorie de la partie entière permet 
d'écrire, d’une façon et d'une seule : 


= À; 
B= E + FR avec deg (4) < 0 [E 


Q,..., Q, étant irréductibles et non associés, Qf', …, Q*" sont premiers entre 
eux deux à deux, et, d’après la proposition I, on peut écrire, d’une façon et 
d'une seule : 


A avec ds (%) <a (5) 
B  Q gi" or 
Pour tout i eN,, la proposition II permet d'écrire, d’une façon et d'une 
seule : 
kr .. ei 
SE = Ÿ Pa avec deg (5) < 0. (6) 
9 1(Q0) Q@ 


Il en résulte bien la décomposition annoncée. a] 
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Unicité. — Toute décomposition de F de la forme (3) peut s’écrire sous 


la forme (1), avec Ét de la forme (5), et chaque é de la forme (6). Or chacune 
ê 
des formes intermédiaires est unique. mi 


REMARQUE. — Il est aisé de vérifier qu'aucun des polynômes P,,, n'est 
nul, 1 <i<n. 


# 5° Interprétation du théorème de décomposition. — Nous utiliserons par anticipation la 
notion de base d'un espace vectoriel qui ne sera acquise qu'au chapitre 9. 


Reprenons la décomposition en somme directe de l’espace vectoriel K{X) : 
K(X) = K[X]@F- 
obtenue au n° 7.2.7, 2°. 
Nous verrons que K[X] admet pour base la famille (X"), . x. 


Soit { l'ensemble des polynômes unitaires irréductibtes de K[X]: Le théorème précédent 
nous apprend qu'une base de l'espace vectoriel F_ est constituée par les fractions rationnelles 
de la forme 


x Pef 
pie leIN\{0} 
kEN tel que 0 & & < deg (P). 
La décomposition en éléments simples de Fe K{X) est la décomposition de F sur la base 


constituée par la «réunion» des bases de K[X]et de F_ que nous venons de considérer, le mot 
«réunion» étant pris au sens qui lui sera donné au 9.1.9, 


7.2.3. Cas d’un corps X algébriquement clos (par exemple €) 


t° Les polynômes irréductibles de K[X] sont les polynômes du premier 
degré. Les seuls éléments simples sont ainsi de première espèce, et le numérateur 
d’un élément simple est un élément de X. Le théorème de décomposition s’écrit 
donc : 


THÉORÈME. — Soient X un corps algébriquement clos et F une fraction 
rationnelle de X(X), admettant un représentant irréductible £ tel que deg (B) > 1 
Désignant par a,, …, a, les racines distinctes de 2 et par 4,, ., k, leurs ordres, 
nous connaissons la factorisation B = b nl (X-—a;)*. Dans ces conditions, 

a 


il existe un polynôme £ e K[X] et une famille de scalaires (x; De 1<ien tels que 
1<j<ks 


n ki &, 1 
si (Sn). û 


et cette décomposition est unique. 
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REMARQUES. — 4) À étant irréductible. pour tout à, ay, # 0. 


*b) KCX) admet pour base la « réunion» des bases (#"),.n et Can) + 
X-a) HR 


DÉFINITION. — Les notations étant celles du théorème précédent, on dit 
ki 
di 
que > Gap est la partie polaire de F (ou encore partie principale de F) 
i=1 a 
associée au pôle a;, d’ordre de multiplicité K;. 


— Cette partie polaire est obtenue en substituant la fraction rationnelle 
ki 
dans le polynôme Y o;; Y/ qui est de degré k;, sans terme constant ; 
î EL ki 
CR 
remarquons alors que la fraction rationnelle F — Ÿ es n’admet pas 
le pôle a;. in (X a 
— Réciproquement, étant donné un polynôme de KATY] de degré k, 
k 
Î 
sans terme constant, 5 B; Yi, tel que la fraction rationnelle F — Y B; — œaÿ 
j=1 j=1 — 


k 
n’admette pas le pôle a;, par différence ÿ ip _ __ Bi _ est une 
5(X-a) j1(X-a) 


fraction rationnelle n’admettant pas le pôle a; ce qui implique : 


k=k; et o;= 8, pour tout 1 <j<k; 
En conclusion : 
PROPOSITION, — La partie polaire d’une fraction rationnelle F relative 


à l’un de ses pôles a est l’unique « polynôme en 


» sans terme constant, 
X-a 


dont la différence avec F soit une fraction rationnelle n”’admettant pas le pôle a. 


COROLLAIRE. — On ne change pas la partie polaire d’une fraction ration- 
nelle F relative à l’un de ses pôles 4, en lui ajoutant une fraction rationnelle qui 
n’admet pas le pôle 4. En particulier, pour tout polynôme P, les décompositions 
de Feet F+ P ne diffèrent que par les parties entières. 


2° Résidu en un pôle. — DÉFINITION. — Soit a un pôle d'ordre k de FE K(X). 
k 


Dans la partie polaire associée à 4, Ÿ 
pôle a ; il se note Res (F, a). SX ms 


, le coefficient «, est dit résidu de F au 


PROPOSITION. — Soit Fe K(X) telle que deg (F) < — 1. Alors la somme des résidus aux 
divers pôles de F est nulle. 


De la décomposition (1), dans laquelle E = 0, nous déduisons : 


Ç < LAS 
É X LE ) @ 


L'égalité des parties entières fournit : ÿ an = 0. 
i=l 
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3° Détermination de la partie polaire d’une fraction rationnelle F de 
K(X) associée au pôle a d’ordre de multiplicité k. 

P(X) 
X-Q(X) 
K(X) admettant O pour pôle d’ordre & (ce qui signifie P(0) Z 0 et Q(0) Æ 0), et 

P(X) = (ao+aX+..+a-,X*71) Q(X)+X*R(X) 
la division suivant les puissances croissantes de l’indéterminée X du polynôme P 
par le polynôme ©, à l’ordre &— 1 (division dont on connaît l’unicité). 


Alors la partie polaire de la fraction rationnelle considérée relative au 
pôle O est : 


THÉORÈME. — Soient une fraction rationnelle irréductible de 


En effet F;(X) est un polynôme en L sans terme constant, tel que 


P(X) : oct RCA) x 
= — — F,(X), qui s'écrit ===, n’admet pas O0 pour pôle. O 
FOTES o(X), q ox) pas 0 pour pl 
Application. — Soit SN une fraction irréductible de K(X) admet- 
(X=aÿ C(X) 


tant a pour pôle d'ordre k (ce qui signifie A(a) # 0 et C(a) # 0). On 
pose A(Y+a) = P(Y) et C(Y+a) = Q(Y), et on calcule le quotient 
ao+a Y+..+as, Y*-!, de P(Y) par Q(Y), suivant les puissances crois- 
santes de l’indéterminée Y et à l'ordre k— 1. Dans ces conditions la partie polaire 
de la fraction considérée, relative au pôle a, est : 


do 41 L ki 


&-æ* Ga): +...+ X=o) 


I suffit d’appliquer le théorème précédent à la fraction rationnelle 


A(Y+a) _ P(F) a 
YÉC(Y+a)  Y*Q0(7) 
REMARQUE. — Dans ce calcul seul le quotient nous intéresse, on peut 


donc ne conserver dans A(Ÿ+a) et C(Y+ a) que les termes de degré inférieur 
à 4-1. 


À 
4° PROPOSITION, — Si 5 est une fraction rationnelle irréductible de K(X) 


présentant le pôle simple a, la partie polaire de cette fraction rationnelle relative 
A(a) _ 1 
Ba) (X-a) 


au pôle a est : 
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En posant B(X) = (X—a) C(X), on a une décomposition de la forme : 


A(X) x R(X) 
Ka) CD — xt co avec C(a) # 0. 


On multiplie les deux membres par X—a et on donne à X la valeur a. 


pus _ A(a) 
D'où : a = Ca): 

De B(X) = (X-—a)C(X), on déduit B'(X) = (X—a) C'(X)+C(X) et 
C(a) = B'(a). 0 


Voici un résultat plus général (dans l'hypothèse où X est de caractéristique 0). On cherche 


la partie polaire de la fraction irréductible _ relative au pôle a, d'ordre &k. Par la formule 
de Taylor la fraction s'écrit : 


A(a}+ a 2 Lou A (a) 


A'(a)+...+ 


X-a 
&+D! 


(X-a} 
(+ p)! 


a) Er BTP (a)+..+ ET) 


avec B%{a) # 0, d’après l'étude des racines multiples. 
La méthode générale invite à diviser, à l’ordre k—1, 


P(Y) = AG) + F4 +. Fi 2 4®%0) 


par 90) = — Dr 8%(a) + B4* D (a) +..+ B%+7 (a) 


Y Fr 
+0! &+p)! 


kUG) | A@ 


Le premier coefficient est : 
B#(a)' Ba) 


si k=1. 


7.2.4. Cas du corps R des nombres réels 


1° Les polynômes irréductibles de IR[X] sont d’une part les polynômes 
du premier degré, d’autre part les polynômes du second degré sans racine 
réelle. Les éléments simples sont donc de deux types : des éléments simples de 
première espèce dont les numérateurs sont des réels, ceci pour les facteurs 
irréductibles du premier degré, des éléments simples de seconde espèce dont les 
numérateurs sont des polynômes du premier degré au plus, pour les facteurs 
irréductibles du second degré. Le théorème de décomposition en éléments 
simples s’écrit alors : 


ÆHÉORÈME. — Soit F une fraction rationnelle de IR(X) admettant un 


représentant irréductible 4 tel que deg (B) > 1 
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Nous connaissons la factorisation en polynômes irréductibles 


| X- a. IT CX?+p,X +a,)! 


j=1 


œ 

H 

œ 
Cm 


dans laquelle les 4; sont les racines distinctes de B sur KR, et les X?+p;,X*+q; 
des polynômes deux à deux distincts sans racine sur IR. 
Dans ces conditions, il existe un polynôme £ € IR[X], une famille de réels 


, une famille de couples de réels (B;., y;s);1 pis tels que : 
1<s<iy 


F=r+ D () ) SE BieX ti ) @ 


r=1(X- nr se (X?+p;X +4) 


et cette décomposition est unique. 
ki 


La fraction rationnelle 
r=1(X—a; 


de F relative au pôle a;, d’ordre k; ; les propriétés et le mode de calcul sont les 
mêmes que dans le cas F e K(X), avec K algébriquement clos. 


dr 


- est encore appelée partie polaire 


2° Utilisation de la décomposition dans C(X) d’une fraction rationnelle 
de R(X) 

Soit F = - une fraction rationnelle irréductible de IR(X). Cette fraction 
rationnelle peut être considérée comme une fraction rationnelle de €(X). 
Elle possède : 

— des pôles réels deux à deux distincts a,, …., a,, d'ordres k,, …., &, : 

— des couples deux à deux distincts de pôles non réels et imaginaires 
conjugués (b:, b1), …, (bmw BA), les deux pôles d’un couple ayant le même 
ordre, qui est noté /,, …, 1. 

D'après 7.2.3, on peut trouver — d’une, et une seule manière — un 
polynôme £E e C[X1, une famille (œ,),1 ,et une famille (5, &;.))1 < ; 
tels que : ü {és 


F=E+ Lt sit )+ Ÿ (à fee ge tn à ) @ 
EL TIX a) 51 T1(X bd) (X-bY 


L’automorphisme de € qui a z fait correspondre Z se prolonge de manière 
unique en un automorphisme de Œ(X), (7.1.1, 3°), et par cet automorphisme 


<i< 
<r< 


n 
ki 


la fraction rationnelle 5 est invariante, Il en résulte l'égalité : 


pert (SE Are Pre ) 6) 
i=1i\r=1(X-a) FER sEi(X BY (X-b}ÿ 
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L’unicité de la décomposition (2) montre les résultats suivants : 


m5 : A : 
i) E=E et «;, = &,, résultats évidents, puisque 5 étant une fraction 


rationnelle de IR(X), sa partie entière et les parties polaires relatives aux pôles 
réels sont des éléments de R(X). 

ii) 8, = 6;, autrement dit pour deux pôles non réels imaginaires 
conjugués, les coefficients correspondants des parties polaires sont imaginaires 
conjugués. 

L’unicité de (1) et la comparaison de (1) et (2), où &;, = 6; 


;, montre, que 
pourtout L<j<m,ona: 


(X-b) (X-b) = X?+p;X +9; 


J Bis X +Yjs ÿ bis 5e ) 
+ 
À Grrk+es dE) Gp 


et 


En particulier pour des pôles non réels simples : 


B;X+y;, L ô; % ô; 
X?+p,X+q, X-b, X-b, 


J J 


ce qui permet alors un calcul rapide de (B;, y,) connaissant 6,, par réduction au 
même dénominateur. 


7.3. PRATIQUE DE LA DÉCOMPOSITION D'UNE FRACTION 
RATIONNELLE EN ÉLÉMENTS SIMPLES. APPLICATIONS 


Les procédés de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments 
simples dépendent du corps envisagé ; cependant, dans tous les cas il faut 


” À : e 
s’assurer que le représentant 5 de la fraction rationnelle dont on part est 


irréductible, D'autre part toutes les méthodes supposent connue la décompo- 
sition de B en produit de polynômes irréductibles, ce qui limite la portée de 
l'étude qui va suivre. 


7.3.1. Calcul de la partie entière E 


Si deg (4) < deg (B), on sait que E = 0. Sinon, selon la théorie, on 
effectue la division euclidienne de 4 par B. En fait dans la plupart des cas, 
on n’a pas besoin du reste, ce qui peut abréger le calcul du quotient £. 
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xs 
X 1) (X2+0) 
Cette fraction rationnelle est irréductible. Le numérateur est de degré 6, le dénominateur 


de degré 5, la partie entière est donc de degré 1. Dans sa détermination interviendront seulement 
les coefficients de X% et de X* du dénominateur, soit le calcul : 


EXEMPLE. — Dans Q(X), trouver la partie entière de la fraction rationnelle 


(XD) (X2 +1) = X5-3xt+..—1 
x$ XS$-3X°4+...—1 
=XS+3X5+.. | X+3 
3x +... 


La partie entière cherchée est X+3. 


7.3.2. Décomposition d’une fraction rationnelle dans le corps 
C(X) 


On effectue tout d’abord la décomposition de d’Alembert du polynôme 
dénominateur B, ce qui permet de déterminer les pôles et leurs ordres de 
multiplicité. En général on écrit alors a priori la décomposition de la fraction 
rationnelle : 


Si B=b I] X-a) 1e ) @) 
set La B. 111 (X- a) 


et les différentes méthodes ont pour but de déterminer les coefficients &;. 


1° Méthode dite d’identification. Elle consiste à multiplier les deux 
membres de (1) par B et à écrire l'égalité des polynômes obtenus. On obtient 
un système (S) d’équations linéaires en &,; qui possède une solution unique 
d’après l’existence et l’unicité de la décomposition. Cette méthode ne nécessite 
pas le calcul préalable de E que l’on peut écrire lui aussi avec des coefficients 
inconnus. Malheureusement le système (S) est en général compliqué, cette 
méthode ne peut être appliquée que si des considérations ont diminué le 
nombre de coefficients inconnus (voir 4°). 


2° Détermination des coefficients correspondant à des pôles simples : 
cf. 7.2.3, 4°. 


3° Détermination des coefficients correspondant à des pôles multiples. 


a) Si l’ordre est élevé (en pratique dès que l’ordre dépasse 3), la méthode 
la plus simple consiste à appliquer 7.2.3, 3°. 

b) Pour un ordre de multiplicité 2 ou 3, il est parfois plus rapide de 
procéder avec des coefficients inconnus. On peut toujours déterminer le 

1 


coefficient «, de ren 


k désignant l’ordre de multiplicité du pôle a ; en effet 
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; : . A : 
si la fraction est écrite 5, * ON constate, en opérant comme pour 
(X—a) C(X) 
un pôle simple (ef. 7.2.3, 4°) que «, = AG 
P P +. as, q # — C(a) 


On peut alors donner à l'indéterminée X des valeurs complexes simples, 
autres que les pôles, ce qui permet de former des relations entre les coefficients 
restant à déterminer (prendre comme valeurs O, 1, —1, À, ….). 


Si E = 0, on obtiendra une relation intéressante en multipliant les deux 
membres de l’égalité {1} par une même puissance de X, et en égalant les parties 
entières des fractions obtenues. 


4° Afin d'éviter des calculs inutiles, dans de nombreux cas, il est très 
important de remarquer certaines propriétés de la fraction rationnelle que 
l’on décompose. 


a) Fraction appartenant à R[X] : on utilise 7.2.4, 2°, 


b) Fraction paire ou impaire. L'application @ définie par 


Dax" Y (-1lJa,x" 


neN neN 


est un automorphisme de la K-algèbre K[X]. On appelle polynôme pair (resp. 
impair) tout polynôme de K[X] invariant par @ (resp. changé par © en le 
polynôme opposé). Il est facile de vérifier que, si le corps Æ n’est pas de carac- 
téristique 2, pour qu’un polynôme soit pair il faut et il suffit que pour tout p, 
A2p+1 = 0, pour qu'il soit impair il faut et il suffit que pour tout p, a,, = 0. 
Cet automorphisme @ se prolonge de manière unique en un automorphisme 
de K(X) et on peut se définir de manière analogue des fractions rationnelles 
paires et impaires. 


Pour que 5 irréductible présente une parité, il faut et il suffit que les 


polynômes À et B présentent une parité ; la condition est évidemment suffisante 
(même si F" est pas irréductible), et elle est nécessaire ; par exemple si 


À À ; pars À 
p (4) <> Puisque par définition du prolongement 9 (5) 
avons l'égalité ÿ(4)-B = @(B): A qui entraîne (théorème de Gauss et considé- 


ration des degrés), o(B) = &B avec e = 1 ou 8 = —1, et donc p(4) = &-4. 


Si nous avons alors à décomposer une fraction rationnelle de C(X) 
présentant une parité nous pouvons remarquer que les pôles sont deux à deux 
opposés, aux mêmes ordres de multiplicité, que les parties polaires relatives 
à deux pôles opposés se déduisent l’une de l’autre en appliquant à la décompo- 


sition de 5 l'automorphisme @ et en utilisant l’unicité de la décomposition. 
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5° Exemples de décomposition dans C(X) 


EXEMPLE 1 Le 
X7-1 à 


Fraction irréductible ; partie entière nulle ; » pôles simples 


(On rappelle que : a, = a*) 


£ RS 1 
La décomposition s'écrit : TE = 


D'après 7.2.3, 49 : a, = —Ù 2%, (d'après a = 1). 
mar m 


Finalement : L = 
X 


x*+1 
X(X?-1)? 
Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entière nulle. Elle est impaire, admet 0 
pour pôle simple, 1 et —1 pour pôles doubles. La décomposition s'écrit : 


EXEMPLE 2 : 


4 
A ns CA + LENS LC? a+ %s @ 
X(X°- 1) X (X-1)f X-1 (X+1) X+1 
En utilisant l’automorphisme @ nous obtenons : 
X*+1 SC 
X(X?-1) X (X+HIP X+1 (X-1) X=1 
L'unicité de la décomposition entraîne les égalités : &, = —a,, «4 = «4. Le coefficient &; 


peut être obtenu en multipliant les deux membres de (2) par X et en égalant les valeurs au point 0 
des fractions obtenues : a; = 1. On obtient de même x, en multipliant les deux membres de 
(2) par (X— 1)? et en égalant les valeurs au point 1 : «, = 1/2. 
Enfin pour obtenir 4,, on multiplie les deux membres de (2) par X et on égale les parties 
entières : ] = a;+a;+as ; d’où a; = 0 et 
X°+1 1 1 1 


XP X XI) 2AX+HI) 


*Remarquons que, en anticipant sur le cours d'Analyse, nous aurions pu obtenir «; en 
multipliant les deux membres de (2} par X et en écrivant légalité des limites, lorsque la variable 
tend vers +oo, des fonctions rationnelles associées. 


xs 
XD (X?+1) 


Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entière 1. Elle admet 1 pour pôle 
quadruple, à et —i pour pôles simples. La décomposition s'écrit : 


EXEMPLE 3 : 


X° CA CA CA a CA CA 


=1 
(X—1) (X2+0) tar 'a-p'a-nt X-1 È x XH 
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Comme cette fraction rationnelle est réelle : «4 = &s. 
: AN ; ü 
Le coefficient &, est obtenu en multipliant par X—i: as = — 5 


Pour obtenir «,, «,, «3, «, nous appliquons 7.2.3, 3°. Posons Y = X-—1. 


x$ _ _&+1» 
(X—1 (X2+0) YF? +27 +2) 


Effectuons la division suivant les puissances croissantes de (1+ Y)$ par (2+2Y+ Y?) à 
l'ordre 3 ; dans (1+ F)S seuls interviennent ]+6Y+15Y2+20Y°+.. D'où le calcul : 


1+6F+15Y1+207 +. 2+2Y+7Y 


29 3 Jr Solo mess 
SY+TY +204. 3+5Y+ 4 Y+4Y 
19, 35 
3Y +5Y ve 
8Y°+. 


D'où: a = 1/2; a; = 5/2; a; = 19/4; as = 4 et: 


X$ 1 5 19 4 i i 
—— = l+ + 3+ 3+ - —+ —. 
(X—D*(X?+0 2€X-1) 2(X-1) A(X-1) X-1 S8(X-i) 8(X+i 


Zn 
A en où 4, …, a, sont n nombres complexes deux à 
—a;)..(X-a, 


deux distincts, dont aucun n'est i ou —i. 


EXEMPLE 4 : F = 
Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entière 1. Elle admet les pôles doubles 


a, …, &,. La décomposition s'écrit : 
+ À 
) X-a, 


14X2y » . 

RS sp [ % 
[(X-a,)...(X-a,)] 1 L(X-a 

Si nous posons P(X) = (X-a;)..(X-—a,), pour déterminer a, et B, nous pouvons 

appliquer au numérateur et au dénominateur la formule de Taylor au point a,, (7.2.3, 4°). 


A+Xy = (+a) +2na(l+a) ! (X— a) + … 
P'(X) = (X a) CEP'(DT + P'(a)P (a) (X—a) + ..]. 
(Nous avons seulement écrit les termes qui seront utilisés). On pose X—a, = Y et on divise à 
l’ordre 2 suivant les puissances croissantes de Ÿ, ce qui fournit 
2n 
mt (+ai) 


= _G+ay 
{Pa 


_ LP 


B L2n ai P'(a) — (1+af) P'(aÿ} 


7.3.3. Décomposition d’une fraction rationnelle dans le corps 
R(X) 


1° Méthode d'identification. — Le point de départ est ici la décompo- 
sition obtenue sous forme théorique (formule (1) du 7.2.4, 1°. On utilise 
éventuellement des considérations de parité. 


733 PRATIQUE DE LA DÉCOMPOSITION D'UNE FRACTION 235 


2° Calcul des parties polaires relatives aux pôles réels, — On opère 
comme dans le cas de C[X]. 


3° Eléments simples de seconde espèce. a) Dans le cas où on a affaire 
à un polynôme irréductible X?+pX+q de multiplicité 1, on sait que l’élément 
simple correspondant s'écrit, en désignant par b et b les racines de X?+pX+q 
dans € : 
BX+7 ô 4 ë 
X?+pX+g X-b X-—-b 


On calcule 6 en travaillant dans €(X), et on en déduit $ et y. 
On peut aussi utiliser le fait que Bb+ y est la valeur au point b de la fonction 
A-(X°?+pX +9) 


5 , qui se simplifie (les deux 


rationnelle associée à la fraction 
méthodes sont très voisines). 

b) Cas d'un polynôme irréductible X?+pX+q de multiplicité k. On peut 
A-(X?+pX +q) 


5 . On peut ensuite 


obtenir f, et y, en utilisant la valeur en b de 


BX +ÿx 
CX?+ pX + q)* 
n'intervient qu'avec une multiplicité au plus égale à &—1. 


itérer à partir de la fraction £- dans laquelle X?+pX+q 


4° Exemples de décomposition dans IR(X). 


EXEMPLE Ï : ——-. 

X-1 
La 

En posant © = exp ( h la décomposition sur € trouvée au 7.3.2, 5° s'écrit : 


2m 1 1, (_e* Cu 
XP-1 X-1 X+1 1 \X-0* X-w7* 
w et w7* sont conjugués, et on calcule : 


(X—0 *)+ 0 #(X-0) = (wt+w XX —2=2X cos À —2. 


2n 1 1 25 


D'où : = _- 
X®-1 X-1 X+1 et 


Nous laissons au lecteur le soin de montrer : 


EXEMPLE 2: ————, 

XS(X?+X +1) 

Fraction irréductible ; partie entière nulle ; décomposition théorique dans R(X) : 
1 U,%,%, _BXtn BzX +2 


MOFEXE) XXI X (K'EXEI)  X'HX +1 
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— Les coefficients «,, &;, «, sont obtenus par la méthode de division suivant les puissances 
croissantes à l'ordre 2 de ! par (1+X+ X?)?. On obtient «; = 1,a = —2,a; = 1. 


— Pour obtenir (B,, y1) effectuons le produit par (X?+ X +1) et donnons à X la valeur j, 
on obtient : 


Biity d'où Bi =0 et » =1 


car (1, j} est une base de € sur R. 


— Pour obtenir (8, 72) formons la différence : 


1 Î 1-X 
= ; on trouve = — . 
XS(X24+X +1) (X?+X +1) X*(X?+X+1) 
L'élément simple de seconde espèce de cette dernière fraction est Bin , ce qui permet 
de calculer f, = —1 et y, = 1. Finalement : X°+X+1 


Î Î 2 1 1 —X+1 


st + : 
XSCX?+X +) OX XX (X?4X+1) X?4X+41 


5° Complément. — Nous allons exposer sur un exemple une méthode de calcul des éléments 
simples de seconde espèce relatifs à X?+pX+9, quand la multiplicité k est élevée. Considérons : 


1 À 


FX = ——————— dela forme  F(X) = ————. 
( CX2 +1) GX +Xx +1) œ '+pX +4) B 


La méthode consiste à partir des restes des divisions de A(X) et B(X) par X?+pX+q-Y 
À 
dans K[X][Y] et à mettre B sous la forme : 
A ANT)-X+AAT) 


A ds 2 
BB) où T désigne X°+pX+q. 


Dans l'exemple qui nous intéresse 
+ X+ D)? = (T4 X)! = TAH2TX + (TI) = 2TX 4 T4 T—1 


1 X 


s'écrit = . 
2TX+T24T-1 2T(T-1)+ (TT -I)X 


Par combinaisons linéaires entre numérateurs et dénominateurs, on trouve 


A _ =1 +(—2X)T + T? 
B 1-2T+3T/-2T04T* 
Une division à l’ordre 3 suivant les puissances croissantes donne le quotient 
A=[-1-(1+2X)T+2(01-2H)T24+(5—2X)T]B+T*: RUX, T) 
dont on déduit la partie de la décomposition relative à X7+1 : 


RL ie 
+0 CH  (X'HIP X?4#1 
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7.3.4. Applications de la décomposition des fractions rationnelles 
en éléments simples 


La décomposition des fractions rationnelles dans IR(X) ou €(X) présente 
un grand intérêt pratique. Elle permet en particulier le calcul de la dérivée 
n-ième d’une fraction rationnelle. Ce calcul est fondé sur le fait que la dérivée 
nième de 2 est CD 

X-a  (X-ay*'! 
On pourra ainsi calculer la dérivée n-ième d’une fraction rationnelle qui se 
décompose en éléments simples de première espèce. 


comme il est aisé de le vérifier par récurrence. 


EXEMPLE, — Calcul de la dérivée n-ième de la fraction rationnelle F = de R(X). 


x?+1 
Nous passons par l'intermédiaire de la décomposition dans C(X#). 


Pr 1 _ 1 ) 

A\X-i Xx+i 

pou 1 1 | 
2i xt" (xX+i*! 


Donnons l'expression de F(” sous une forme ne faisant pas intervenir € ; par réduction 
au même dénominateur on trouve : 


d'où 


C1 cartt xs 
FO = (—}ent Len 
( ns 


* Dans le cours d’Analyse nous développerons d’autres applications : 


— étude d’une fonction rationnelle au voisinage de l'infini et au voisinage 
d'un pôle, 

— recherche de primitives d’une fonction rationnelle, 

— développement en série entière d’une fonction rationnelle. , 


7.4. NOTIONS SUR LES SÉRIES FORMELLES À UNE INDÉTERMINÉE 


Dans tout ce paragraphe il ne sera question que de 
séries formelles à une indéterminée que nous appellerons 
plus brièvement séries formelles. 


7.4.1. L’algèbre des séries formelles 


1° DÉRINITION. — Soit K un corps commutatif ; on appelle série formelle à une indéterminée 
à coefficients dans X toute suite d'éléments de K. 
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Une série formelle sera notée provisoirement (a,), «n ou S. Les éléments a, de K sont les 
coefficients de la série formelle ; l'ensemble des séries formelles sur K est noté K[[X]}, au lieu 
de K\, 

2° La K-algèbre KI[X1}]. — Sur K£[X1] on définit les trois lois suivantes : 


— addition de deux séries formelles (a), .n et (b,),. N° 
Gen + ihen = (,+b)en 


— multiplication de deux séries formelles (a,),cn et (B,)sen : 


Gen bare x = (Gran 


et = Ÿ ab,= 2 ab-4 


p+a=n = 
— multiplication d'une série formelle (a,),.N par un élément a de K: 


aL(a),en = (a), en: 
Le lecteur vérifiera sans difficulté : 
THÉORÈME. — Le quadruplet (K([X1], +, -, L) est une X-algèbre commutative ; Panneau 
des polynômes à une indéterminée sur X est une sous-algèbre de K[[X]]. 


On notera que les éléments neutres pour l'addition et la multiplication sont les mêmes dans 
KTLXT] et AIX] ; on constate que la loi externe peut s’interpréter comme le produit dans X[[X]] 
de la série formelle constante a par-la série formelle (a,), , n ce qui permet de la noter comme 
la loi produit. 


3° Notation définitive d’une série formelle. — Comme dans K[X] nous introduisons 
la série formelle X définie par : 


X={(a),sn avec 4 =1 et a,=0 pour n# 1. 


et qui porte le nom d'indéterminée. Par extension des notations des polynômes de K[X] la série 
formelle (a,), , N sera notée Ÿ a,X" étant bien entendu qu'ici, il s’agit d'une notation et non 


neN 
pas d’une expression de la série formelle comme combinaison linéaire de la famille (X”), cn 
puisque la famille (a,), «N n'est presque nulle que si et seulement si la série formelle est un 


polynôme. Une série formelle a, X° est appelée monôme. 


4 Ordre d’une série formelle. — DÉFINITION. — Soit S = Ÿ a,X" une série formelle 


"en 
non nulle. On appelle ordre de la série formelle S et on note a(S) le plus petit entier » tel que a, # 0 ; 
par convention on appelle ordre de la série formeile nulle l’élément + co de l’ensemble N L {+00}. 


Cette notion prolonge à K[[X]] la notion de valuation d’un polynôme. Le lecteur vérifiera 
sans peine que pour tout (S, T}) e (KI X1])*, on a : 


o(S+T) > inf [w(S), @(T)] 
&(S-T) = @(S) + oT). 


De cette dernière propriété, qui serait valable plus généralement dans A[[X]] où 4 est 
un anneau intègre, il résulte que K[[X1]] est un anneau intègre. 


5° Dérivation d’une série formelle. — DÉFINITION. — Soit S = Y a,X" une série for- 


"EN 
melle de K[[X1]. On appelle série formelle dérivée, et on note S’, la série formelle : 


S'= D (n+DarX" 


n6eN 
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Le lecteur vérifiera que l'application D de K{([X]] dans K[[X1] qui à S fait correspondre 
S' = D(S) est un morphisme du K espace vectoriel K[[#1] et que l’on a : 


V(ST)eK[IXI]?  D(ST) = D(S)-T + S-D(T). 


D'une manière analogue aux polynômes on définit les dérivées successives de la série 
formelle S, 


7.4.2. Substitution d’une série formelle dans une série formelle 


1° Soit T une série formelle d'ordre strictement positif. 
Pour # entier naturel, nous disposons de la série formelle T”, (avec T° = 1). Notons-la : 


T'= Z bX?. 


PEN 


On constate par récurrence, à partir de w(T) > 1, que : © (7”) > #. Il en résulte que, 
pour tout pe N, la famille (b,,), . N est presque nulle, ce qui justifie : 
DÉFINITION. — Soient S = Ÿ a,X" et T deux séries formelles de K[[X]], la série formelle T 
neN 
ayant un ordre strictement positif ; on appelle série formelle substituée de 7 dans S la série for- 
melle notée So T ou S(T') définie par : 


SoT= À b,X? avec T'= À b,,X? et b,= Ÿ ab. 
peN 


PEN neN 


En pratique cela revient à substituer T à X dans S en écrivant S(T) = Y° a,T", en remar- 
neN 
quant que, pour une puissance donnée p de X, n'interviennent que les puissances k-ièmes de T 
avec k < p. 


2° PROPRIÉTÉS. — Soient S,, S;, T et U des séries formelles, les deux dernières ayant un 
ordre strictement positif. Alors : 


(Si+S)0T=SOT+S;oT 
(S°SDOT =(S07)-(S0T) 
(S OT)oU = So(ToU). 


Le lecteur vérifiera sans peine ces propriétés, la troisième se déduisant des deux premières 
puisque par récurrence To U = (To U}". 


Par contre on se gardera de croire que SO(T,+T;) = SOT,+SOT;. 


REMARQUES. — a) On constate pour toute série formelle T d'ordre strictement positif : 
10T=1, XOT=T, 


et pour toute série formelle : So X = S. 


b) La substitution des séries formelles, prolonge à KILXÏ] (mais il faut des conditions sur 
la série que l’on substitue !) la composition des polynômes dans KT X1. 


7.4.3. Eléments inversibles de l’anneau KT[X7] 


THÉORÈME. — Pour que la série formelle S = Y° a,X” soit.inversible dans X[[X]] il faut 
neN 
et il suffit que son ordre soit nul, c’est-à-dire que a, # 0. 


Nous aurons à utiliser l'égalité entre éléments de K[[X1] : 


A-X)-CS X9 = 1 @ 


neN 
dont la vérification est immédiate, 


240 FRACTIONS RATIONNELLES 74.4 


La condition est nécessaire. Si S = Ÿ a,X" et T= Ÿ b,X" sont deux séries formelles 
neN 


neN 
telles que S°T = 1, on a ab, = 1, et donc &ç # 0. 


La condition est suffisante, Soit S = Ÿ a,X" avec a # 0, 
neN 


Montrons que la série formelle aç !:S = S; est inversible. La série formelle T, = 1-5, 
a un ordre strictement positif, elle est substituable dans l'égalité (1) d'où : 


Si-C E,G-s) = 


ce qui montre que S, admet dans K[[X]] un inverse, que nous notons Si!. De l'égalité 
(a5'S)-S5' = S-(a5 'S5') = 1 nous déduisons que S admet un inverse dans K[[X]]. 


COROLLAIRE. — Le groupe des éléments inversibles de K[[W1] est constitué des séries for- 
melles d’ordre nul. 


Le lecteur notera ici la grande différence avec le groupe des éléments inversibles de K[X]. 


7.4.4. Développement en série formelle d’une fraction rationnelle F de X(X) 


THÉORÈME ET DÉFINITION, — Soient F une fraction rationnelle de K(X) et ge : deux 
Î 


représentants de F. S’il existe une série formelle S de K[[X]] telle que dans K[[X1] on ait l'égalité 
À = B°S, alors on 2 : 4, — B;:°S, et la série formelle ;S porte le nom de développement en série 
formelle de Ia fraction rationnelle F. 

L'égalité À = B-S implique 4-8, = B:5-B, donc B-4, = B-S-B, ; comme B Z0 et 
que KÇ[[X]} est un anneau intègre, il en résulte 4, = B,-S. 


THÉORÈME 1. — Pour que la fraction rationnelle F de X(X) soit développable en série formelle 
il faut et il suffit que F n’admette pas O pour pôle dans K'; le développement de F en série formelle 
dans X{[X]] est alors unique. 

La condition est nécessaire. En effet si F admet O pour pôle et si 4 est un représentant 
irréductible de F alors 4(0) # O et B(0) = 0. L'égalité 4 = B-S est impossible car la série 
formelle 4 a un ordre nul, alors que, pour toute série formelle S, la série formelle B-S a un 
ordre strictement positif. 


La condition est suffisante. Si F n'admet pas O pour pôle, et si - est un représentan 
irréductible de F, on a B(0) # 0. 
La série formelle 8 a un ordre nul ; elle est donc inversible dans K{([X]], ce qui prouve 
l'existence et l'unicité de S avec S = 4'B !. 


THÉORÈME IL. — Soient F une fraction rationnelle de K(X) n’admettant pas O pour pôle, 
et £ un représentant irréductible de F. Si Q = "5 b,X? est le quotient de la division suivant les 
puissances croissantes de À par B à Fordre 7+ let si S = D a,X° est le développément en série 
formelle de F, alors pour tout entier O0 < p < on a b = a 


Dans K[[X]] nous avons les égalités : 
A=B-Q+X"*'R et A=BS. 
Il en résulte : 
B:(S—Q)= X"*I2R. 


Comme 8(0) # 0, w[B-(S— Q)] = w(S—Q). Or w(X"*! +R) > n+1, et donc pour tout 
0O<p<n, a—b,=0. 
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Du point de vue pratique pour obtenir le développement en série formelle d’une fraction 
rationnelle F de K{X), (lorsqu'il existe), on effectue une division « indéfinie » de 4 par B suivant 
les puissances croissantes. 


REMARQUE. — Le lecteur trouvera en exercice (7.14) une caractérisation des séries formelles 
de K[[41] qui sont les développements de fractions rationnelles. 
Î 
XI . — = ; 
EXEMPLES. — 4) DE: 


neN 


b) Pour tout p eN : 


1 Los 
a=x> = 2 Gre-i x 


7.5. CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES A  PEUSIEURS 
INDÉTERMINÉES 


L'étude étant très voisine de celle de K(X) nous 
nous bornerons à énoncer les principaux résultats. 


7.5.1. Corps des fractions rationnelles à plusieurs indéterminées 


1° DÉFINITION. — Soit K un corps commutatif, Le corps des fractions de 
l’anneau intègre KT[X:, …, X,] est appelé corps des fractions rationnelles à # 
indéterminées sur Æ ; on le note K(X, …, X,). 


2° On munit K(X:,, …, X,) d’une structure de K-algèbre, dont 
K{X,, …, X,] est une sous-algèbre. 


3° Représentants irréductibles de F € K(X,, …, X,). — Le théorème et 
la propriété du 7.1.2, 1° s’étendent, bien que K[X,, …, X,] ne soit pas un 
anneau principal. En effet les démonstrations utilisées au 7.L2, 1° ne font 
appel qu’aux notions de PGCD et au théorème de Gauss. 


4 Notations. — Les conventions de notations et de langage vues dans 
K(X) sont valables dans K(X:, …, X,). 


5° Enfin nous pouvons prolonger sans difficulté aux fractions de 
K(X:, … X,) les notions de degrés (degré partiel et degré total) et de dérivée 


partielle relativement à une indéterminée X,. 


7.5.2. Fonctions rationnelles de plusieurs variables 


1° Pôle, zéro, point d’indétermination d’une fraction rationnelle de 
K(X, …, X,). — Soit F un élément de K(Y,,..., X,). F admet un représentant 


irréductible £ unique à la multiplication près par un élément non nul de K. 
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Pour les différents numérateurs et les différents dénominateurs de ces repré- 
sentants irréductibles, les éléments de K" qui les annulent ne dépendent que de F 
et non du représentant irréductible choisi. 


À 
DEFINITION. — Etant donnée une fraction rationnelle irréductible — de 


K(X 1... X,), l’élément (a,, .…, a,) de K” est dit substituable dans cette fraction 
rationnelle si et seulement si B(a,, …, a,) Æ 0. Lorsque l’élément(a,, .…, a,)est 
substituable, il est dit zéro de la fraction rationnelle si À (a,,!.,4a,) = O0. 
Lorsque cet élément est non substituable deux cas sont possibles : A(a,, ..., a,)Z0. 
et l’élément est dit un pôle de la fraction rationnelle, À (a,,...,a,) = Oet 
l'élément est dit un point d’indétermination de la fraction rationnelle. 


L'étude des pôles, des zéros d'une fraction rationnelle est donc beaucoup 
plus compliquée dans le cas de plusieurs indéterminées et certaines propriétés 
de K(X) ne s'étendent pas à K(X,, …, X,) ; en particulier on notera qu'ici 
un élément de K" peut annuler À et B bien que ces deux polynômes soient 
premiers entre eux : c'est l'origine des points d’indétermination. 


EXEMPLES. — a) Dans R(Y, Y), la fraction rationnelle A n’a ni pôle, ni zéro et 
x 


tout élément de R? est substituable. ++ 
b) Dans IR(X, Y), la fraction rationnelle x admet pour élément substituable tout 
+y2 


point (x, y)de R? tel que x? + y? # 1 ;elle admet pour zéro tout élément de R? de la forme (0, y) avec 
y#let y# —1; elle admet pour pôle tout élément de IR? tels que x?+y?= 1, avec 
G,») # (0, D) et (x, y) À (0, —1). Enfin les deux points (0, 1) et (0, —1) sont points d'indéter- 
mination. 


2° Fonction rationnelle de plusieurs variables. — Soient F une fraction 


de K(X,, …, X,)et £ un représentant irréductible. Notons A l'ensemble des 


points de K" substituables dans F. 


Pour tout élément a = (a,, …, a,) de A- on note a l'élément 


Aa, … a) (B(a, … a,)) ! 


de K, qui est défini puisque B(a,, …, a,) # 0, et qui, d’ailleurs ne dépend pas 


du choix de ui | 


B 
On appelle fonction rationnelle associée à F l'application À: A; — K 
définie par F(x) = Fe. On précise que F est une fonction rationnelle de 


n variables. 


Le lecteur étendra les résultats sur les fonctions rationnelles d’une variable 
(7.1.5). 
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7.6. FRACTIONS RATIONNELLES SYMÉTRIQUES 


7.6.1. Fractions rationnelles invariantes par un sous-groupe de 6, 


1° PROPOSITION. — Etant donné un élément o de &,, (r > 1), l’application de K(X,, .…., X,) 

A 

dans K(Y:,…, X,) qui à la fraction rationnelle F, représentée par B 
(4) _ AXoux : 
08)  B(Xa» : 


, fait correspondre la 


Xe) 
» Xa(n)) 


fraction rationnelle notée o(F) et définie par c(F) = 
morphisme de corps. 


est un auto- 


En effet, il s'agit tout simplement du prolongement à K(X,, …., X,) de l’automorphisme 
correspondant dans K[X,,…., X,], prolongement que l’on obtient en remarquant que AB, = BA, 
implique o(4)'0(B,) = o(B)-a(4,). 

De même que pour les polynômes, l'application qui à (o, F) fait correspondre o(F) estune 
opération du groupe G, sur K(X,,…., X,). 


2° DÉFINITION. — Etant donné un sous-groupe G de 6, une fraction rationnelle F est dite 
invariante par G, si, et seulement si pour tout élément & de G on a o(F) = F. Une fraction ration- 
nelle invariante par G, est dite symétrique. 


7.6.2. Structure des fractions rationnelles symétriques 


1° THÉORÈME. — Pour toute fraction rationnelle F de K(X,, …., X,) qui est symétrique, 
A 


il existe un représentant 3 


dans lequel les polynômes À et B sont symétriques. 


£ GA : À 
Remarquons tout d'abord que si F est symétrique et si 3 est un représentant de F dans 


lequel le polynôme B est symétrique alors le polynôme 4 est nécessairement symétrique car 
A = B'F et o(A) = a(B):0(F) pour tout seG,. 


: eu ï : : À 2 
Soit alors F une fraction rationnelle de K(X,, …, X,) symétrique, et soit gs" représentant 


de F tel que le degré du polynôme B soit minimum dans l'ensemble des degrés des polynômes 
qui sont des dénominateurs de représentants de F (il s’agit d’un sous-ensemble non vide de N). 
Nous atlons montrer par l'absurde que B est symétrique ; la proposition en résultera. 


Faisons l’hypothèse (H) : 8 n’est pas symétrique. Il existe donc une transposition T = 7, ;, 
( < j), de 6, tel que +(B) # B, c'est-à-dire t(B)-B%#0, 

Comme 7(F) = F, on a: 1(4)-B = A‘tw(B) et A-[r(B)—B] = B:[1(4)— 4]. 
FO] 
T(8)-B 

Or, pour tout polynôme P, t(P)— P est divisible par X;— X; (on obtient O quand on y subs- 
titue X, à X). Donc : 


De 1(B)- B % 0, on déduit que est un représentant de F. 


tA)=A = (X— X)A et TB)-B = (X;- X)B. 
Il apparaît un représentant L de F tel que deg(B,) < deg(B), ce qui constitue une 
Ll 
contradiction. L'hypothèse (H) est donc absurde. ee! 


2° Conséquence. — Pour toute fraction rationnelle symétrique F e K(X:, …, X,), il existe 
une fraction rationnelle G de K(X:,…., X,) telle que : 


FX 0 X1) = GE us 24). 
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I suffit d'appliquer le théorème sur les polynômes symétriques à un représentant symétrique 
de F. 


3° Généralisation des formules de Newton — Définissons dans K(X,, … X,) les frac- 


i=n 


tions rationnelles symétriques S, = X% avec k e Z. Reprenons les notations de 6.10.5. 
û 


1T 


Pour tout 1 <i<n: 
AI—EXE TH (PE XN TP + (NE, = 0. 


En multipliant par X;4, avec keIN, et en additionnant pour 1 < i < », nous obtenons 
la nouvelle formule : 


SE Suns tee + (PES ppt + (—IVES 4 = 0 


ce qui permet le calcul des fractions S, pour & < 0. 


22 
EXEMPLES. — a) Pour n = 3, on trouve S_, = D, S_,= EEE, : 
Es De 
b) Calcul de F = D # dans K(X,,.. X,). 


iciFjen Xi 


Formons le produit (S X,) G x) =F+ SL, Donc : 
H n] X3, Xi 
F=E:S-;-S., 
soit pour n = 3: 
re 52-2515, 2,5, 
DE 
3 


EXERCICES 


7.01. — Décomposer en éléments simples sur le corps des complexes les fractions 
rationnelles suivantes (# et m sont des entiers naturels non nuls) : 
1 : 1 : l : l k 
CX2— ay XI XX? X 41) CX—D(X"—1) | 
x x" x" 1 
(X?+1y MEET {X2+1ÿ —2X""  cos(n Arccos X)° 


{Dans cette dernière fraction rationnelle on remarquera que sur {—1, 1] la fonction 
X Hs cos(n Arccos x) est une fonction polynôme ; cos {# Arc cos X) désigne 
le polynôme associé à cette fonction). , 


7.02. — Décomposer en éléments simples sur le corps des réels les fractions 
rationnelles suivantes : 


2 


Re le: 
X#—2X? cosa+1" VOX XSL (XP? 
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X?-xX+4 1 x?" 
$ ï = avec M <n, 
(X—1) (X?+X +1) (x? —1) X?+1 
1! ll 
L à 2 + Li +...+ 2° $ 
X(K+1)...(X+n) X X(X+1) X(X +1)... (X+n) 
xS-1 


+ GE +1) 


7.03. — Pour tout k e Z, on pose à, = exp (4) Ê 


" m1 # 
1° Vérifier : Y en ; > He eme 
Xe  X"—1 EX —a X"—1 
n 3 “ 2e 
2° Simplifier: F(X)= Ÿ —, GX) = Ÿ HEAR 
x=t(X 2) k=1 (X-4) 
7.04. — Calculer les dérivées n-ièmes des fractions rationnelles suivantes de 
C{X) : 
= , 1 GER, =. 
X(X+1)...(X+n) X?—2X cosa+1 X°-2X sha—1 


7.05. — Soit P(X) = 2XŸ-(5+6i)X?+3iX+1 un polynôme de C[X]. Montrer 


: : 1 
que P a une racine réelle et décomposer en éléments simples sur IR la fraction PF: 


7.06. — Soient P et Q deux polynômes de K[X] : 


P= XP+aX lt+a, Q= X14+b,X171+...4b,, avec p < q 


On considère la fraction rationnelle R = _. 
1) Montrer que R( = se , où P, est un polynôme de K[X]. Déterminer une 


relation de récurrence entre les polynômes P, ; quel est le degré de P, ? 
*2) Supposons K = KR, g = 2 et que les racines de Q sont complexes non réelles. 
Montrer que P, admet n+p racines réelles. , 
7.07. — Soient a,, a, …, &, k nombres complexes deux à deux distincts et non 
nuls. Soit P le polynôme de C[X] : 
P=(X-a;)(X-a)..(X-@) 


P 
X-a, 


et soient (P;)1 « : « x les Æ polynômes P, = 
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a) Pour tout entier # > O montrer que la décomposition de F est : 


D eÿ k 
= E+ 
P À 


ai 1 


P'(a) X-a; 


Quel est le degré de £, ? Former une relation de récurrence entre E, et E,,1. 
Déterminer les coefficients de Æ,. 


b) En déduire : 


k L 
Pour tout / tel que 0 < 1 < k—2: > dé. 20 
i=1 P'(a;) 
k Ps 
Quelle est la valeur de  } ——7? 
is1 P'(a;) 


7.08. — Soit ne IN. Il existe Be R{X] tel que : 
VxeR sin(2n+1l)x = B(sin x). 


. 214 : : ; 1 
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F- 


* 7.09. — Soit n e N. Il existe F e R(X) telle que : 
VxekR thno = Fith +). 


Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F. , 


7.10. — Décomposer en éléments simples sur IR la fraction rationnelle : 


4 
y EN 
Ze El") 92 Ef"2l 
do : e(2)« ef). 


LA 
> 1 C* xx 


XS+aX2+pX+y 
XS(X*-1) 

Trouver (a, 8, y) e IR° pour que : 

1) La décomposition possède le moins d’éléments simples possibles. 


2) La fraction F soit la dérivée d’une fraction rationnelle. 


7.11. Soit F = , (sur R). 


7.12. — Dans Œ€(X) on considère la fraction rationnelle : 


où 4,, …, a, sont n éléments deux à deux distincts de € et où «1, …, «, sont éléments 
non nuls de €. 
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1) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur «1, …, «@, pour qu'il 


n 


existe un polynôme P de Œ[X] tel que F = + 


2) Lorsque cette condition est remplie, déterminer tous les polynômes P répon- 
dant à 1). 


7.13. — Soient a,,…, a, des nombres complexes distincts autres que+i et —à, 


et soit: 
P=(X-a;).(X-a,) 


. : 1+2x?) 
1) Décomposer la fraction rationnelle ERRE 


2) Montrer que tous les coefficients des éléments simples 
seulement si P vérifie : 


nuls si et 
X=3, sont nuls si e 


î 
(+ X2)P" — 2nXP' + n(n+1)P = 0. 
7.14. — Cet exercice et les suivants font appel à la théorie des séries formelles. 


Soit S= Ÿ a,X° une série formelle de K[[X]]. Montrer que pour que cette 


PEN 

série formelle soit le développement d’une fraction rationnelle de K(X) il faut 
et il suffit qu'il existe deux entiers m et n avec n > met des éléments de K: 
Los As re, Um AVEC &D É À tels que : 


pourtoutp>n God, +@14,-;+..+0t-m = 0. 


7.15. — Montrer que si R e K(X) est développable en série formelle de K[[X]], 
de développement S, alors R’ est développable, de développement S". 


7.16. — p et g désignent des entiers strictement positifs. Soit la série formelle : 


Si= } x. 
neN 
On pose S, = S*. 


1) Montrer la relation : 


1+p+ p(p+1) ER p@+1)..(p+n-1) (p+i)...(p+n) 
2! n! n! 
et en déduire S,=. >": 
neN 


2) En utilisant le produit S,°S, = $,., montrer la relation : 


4 nt Le 
Z Cosi-s Carnmi-t = Citgint 
LATE TZ] 


7.17. — a) En effectuant le produit des développements en séries formelles des 
1 


fractions rationnelles L 
X 


et 


de R(X), montrer que la fraction rationnelle 
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1 
us (x) (1x7 


Y P(n)X", où P(n) est le nombre des couples (x, y) € IN? vérifiant x+2y = n. 


ñneN 


admet un développement en série formelle de la forme 


b) En décomposant F en éléments simples, trouver une nouvelle expression de son 
développement en série formelle et en déduire une expression de P{n). 


c) Etendre la méthode à la détermination du nombre Q(n) des triplets (x, y, z)e N° 
vérifiant x+2y+4z = n. 


#7.18. — Soit (FE, T) un magma non associatif. On désigne par P(n) le nombre 
des composés distincts que l’on peut former avec n éléments donnés de E, pris dans un 
ordre donné, {n > 1). 


a) Vérifier : P(n+1) = S P(k)P{n+1—k). 
k=1 


b) Montrer que la série formelle S = Y P{n)X" vérifie S? = SX. 


neN* 
(n—2)! 


c) En déduire:  P(n) = PIE 


8 
ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


Dans ce chapitre K désigne un corps commutatif 
qui sera souvent supposé algébriquement clos et de 
caractéristique 0, le cas usuel d'application étant 
K=CŒ. La fonction polynôme associée au polynôme 
PE K[X], sera notée P, au lieu de B. 

En première lecture, le lecteur pourra admettre 
les résultats dont la démonstration utilise la notion 
d'extension d’un corps. 


Nous ferons appel à des résultats sur les déter- 
minants à éléments dans l'anneau K[X], qui ne seront 
étudiés qu'au chapitre 10. 


8.1. RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES 


8.1.1. Equations algébriques et polynômes 


Les notions d'équation, et de solution d’une équation ont été vues au 
1.2.3, 8°. 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. —— Soit P un polynôme de KX[X]. L’équation 
P(>x) = 0 admet pour racines les racines du polynôme P. Elle est dite équation 
algébrique associée au polynôme P. 

Cela résulte de la définition même des racines d’un polynôme. 


Vocabulaire. — On appelle degré (resp. coefficients : resp. ordre de multi- 
plicité d’une racine «) d'une équation algébrique P(x) = 0 le degré (resp. les 
coefficients ; resp. l’ordre de multiplicité de la racine x) du polynôme P. 


REMARQUES. — a) Comme pour un polynôme, la notion de racine d’une 
équation est liée au corps sur lequel on se place. 

b) Le cas d’un polynôme P constant est sans intérêt, l'ensemble des 
solutions étant K si P = 0 et @ si P Æ 0. Nous considérons uniquement des 
équations algébriques P(x) = 0 de degré au moins égal à [ ; ce degré sera. 
noté n. 


2° Equations équivalentes. -— DÉFINITION. —— Deux équations algé- 
briques P(x) = 0 et Q(x) = 0 sont dites équivalentes sur le corps X si elles 
admettent dans K les mêmes racines aux mêmes ordres de multiplicité. 
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Il résulte de la décomposition de d'Alembert que si X est algébriquement 
clos, pour que P(x) = 0 et Q{x) = 0 soient équivalentes il faut et il suffit 
que les polynômes P et @ soient associés (remarquons que ce résultat ne 
s'étend pas à un corps non algébriquement clos). 


8.1.2. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme 


Le lecteur pourra énoncer les résultats en termes 
d'équations algébriques. 


Nous avons vu au 6.4.4, 2° que tout polynôme PE K[X], de degré 
n > 1, scindé sur K, admet une décomposition, unique à l'ordre près des 
facteurs 
P=a(X-ux;).…..(X-a«,). 


Nous avons dit que le n-uple («,, .…, «,), d'éléments distincts ou confondus 
est un système de racines du polynôme, tout autre système s’en déduisant 
par une permutation sur les indices. 


1° THÉORÈME. — Soit un polynôme de K[X] de degré n > 1 
P=a,X"+..+a,. À" P+..+a0 4, # 0 (@) 


L'élément (x,, …., «,) de K" est un système de racines du polynôme P si, 
et seulement s’il vérifie la condition 


An Asp n do 
= — js = 1}ÿ ns = 
se 0, = (PER, 0, = (OT @ 
où 6,, …, ü, désignent les valeurs au point (x,, .…, «,) des # polynômes symé- 


triques élémentaires Z,, …, 2, de K[X,, …, #,]. 


Ces relations (2) portent le nom de relations entre les coefficients et les 
racines du polynôme P. 


Rappelons que, pour tout (x,, …, «,) e K”, on a par définition : 
6, = Et, .…., 0) = D 
<i . ip SA 


Nous aurons à utiliser l'égalité de polynômes, valable pour tout 
(x, …, «,) € K°: 


est 


(Ka) = X"—0X" ++ (—1)o XP +. + (Jo,  (G) 
1 


(un raisonnement par récurrence facile permet de justifier (3)). 
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n 
La condition est nécessaire. — L'hypothèse, qui est ici P = a, [[ (X-«;), 
s'écrit, compte tenu de (3) : i=1 


P=a,X"-a,0,X""1+...+(—1)a,o,X""P+...+(—1J'an (4) 
La nécessité de la condition résulte de l’unicité des coefficients de P, et 
de la comparaison de (1) et (4). 
La condition est suffisante. — Par hypothèse (x,, …, «,) e K° vérifie (2). 
En utilisant (3), on constate : 
Ana 


3 a a 
IT (X-0) = x" Sr En TE eo 


t=i 1] n L) 
ce qui s'écrit : 


PGO) = a, [| &-2) 


et permet d'affirmer que (x,, …, «,) est un système de racines de P. O 


REMARQUE. — Les applications K" —- K associées aux polynômes symé- 
triques élémentaires de K[X,, …, X,] s'appellent tout naturellement les 
fonctions symétriques élémentaires de K*”. Par abus de langage, nous dirons 
que 61, …, 6, sont les fonctions symétriques élémentaires de (æ,, …, x,). 


2° Etude d’une réciproque. — Peut-on expliciter les #-uples («,, …., «,) e K” connaissant 
les valeurs prises au point (œ,, …, «,) par les polynômes symétriques élémentaires de X[X,, …, X,]? 

H est loisible de désigner les valeurs données par —4,_,/a,, …, (—1)" a/a, (en fixant 
arbitrairement a, # 0). Il s'agit donc de résoudre (2), système dans lequel les inconnues &,, …, «&, 
figurent par leurs fonctions symétriques élémentaires. Faisant apparaître les fonctions symé- 
triques 9, ….,0,-1 de &2, …, &,, nous pouvons écrire (2) sous la forme : 


+0 = —4,-:1/4, re 
mop-ito, = (—1Pa,-,fas | (D lan? @ 
LiOn=1 =(-1)'a0/a, 2" 


Une combinaison linéaire montre que «, (et de la même façon @2, …, «,) est racine du 
polynôme : 
À" ++ 09 


mais il n’est pas possible d'aller plus loin. 


3° Application. Fonctions rationnelles symétriques des racines d’un 
polynôme. — Soit K un corps de caractéristique 0 et soit P un polynôme 
de KT], de degré n > 1, scindé sur X. On désigne par («,, ..…., «,) un système 
de racines de P. 
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Considérons une application f définie sur une partie de K” contenant 
(«:, .…, æ,), à valeurs dans K. Si f est définie et prend la même valeur pour 
chacun des n! systèmes, distincts ou confondus, de racines du polynôme P, 
on dit que f est une fonction numériquement symétrique des racines de P. 

EXEMPLE : (Xi, X2,X3) + xŸ—x2%, est une fonction numériquement symétrique 
des racines de X°+pX+q dans €. 


En effet pour tout système (x, «,, 43) de racines, on calcule : 
FC ds as) cs CRT a: CRCA + +3) La Cas +asai +410) = —P 


a) Le problème qui nous intéresse est la détermination de la valeur prise 
au point («, .…,«,) par f, fonction numériquement symétrique des racines 
de P, sans effectuer la résolution de l'équation algébrique P(x) = 0. 


Nous allons distinguer deux cas. 
Si f est une fonction rationnelle associée à une fraction rationnelle F 
symétrique de K(X:, …, X,) alors f est dite formellement symétrique; f est 


alors numériquement symétrique ; le calcul de f(x, .…,a,) se fait à partir 
de l'égalité : 


EX us A) = GEL 2) (7.6.2 


et en utilisant 8.1.2, 1°, 


EXEMPLE 1. — Calculer s, = af+...+af, pe Z, lorsque (a,, …, a) est un système de 
racines du polynôme P € K[X] de degré n > 1 (dans le cas p < 0, on suppose que ce polynôme 
n'admet pas la racine O). 


On utilise pour p EN les formules de Newton (6.10.5). 
a) ss =netpour l<p<n: 
| Sp Ospna tee + os, +(—1)po, = 0. 
b) pourp>n: 
Sp Gnspna tee + Dogs te + Des r = 0 
en particulier 5, = @, 5, = 0220, 53 = 09301024 303(n > 3). 
Pour p = —k avec & > O on utilise les formules de Newton généralisées (7.6.2) : 


Sang O18nngn rt ee + (—1Pogsgg te + (—1'ons x = 0. 


sue 2 } : 
On pourra aussi utiliser la transformation x +— : (voir 8.3.2). 


Pour effectuer le calcul de (s,),.N on peut aussi utiliser la théorie des séries formelles. 
PEeK[X] admettant le système de racines (x,, …, «,), considérons la fraction rationnelle : 


x9'(x) 
ES 


Qu = wp( +) 900€ K[X] 


Un calcul facile montre en utilisant Q(X) = a {1—&; X)… (1—a X) : 


XQ'O0 D EL mx L 1 
oo rar "HE TX 


i=i 
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Cette fraction rationnelle admet le développement en série formelle : 


_ A0) _ : 
000 Li À 


Ce développement pouvant être obtenu par la méthode de division suivant les puissances 
croissantes, Punicité conduit aux valeurs (s,), » ,. Calculons par exemple s; pour un système de 
racines de X*+2X—1 dans € : 


QCX) = —-X+2X7+#1 
Q'CX) = -3X7+4X 


0 ax? 3 
- Rai = He = —4X1+3X$+8X"—10X—13X 04. 
+2X2— 


ce qui donne: s1=0, 5, = —-4, 5, =3, s,=8, 5, = —10, s= —13. 


EXEMPLE 2. — Soient le polynôme P = X°*+pX+q de IX], g # 0, et (a, b, c) un système 
de racines de P. Calculer les valeurs prises au point (a, b, c) de ©* par les fractions rationnelles 


5 Xi Xi ; 
symétriques F = es tG=y rs a de C(X:, X,, X3): 
2 1+X2 


Il y a intérêt à écrire chaque fraction sous une autre forme : 
X? 2 1 
LL LEX)D(S ——)- 

CR a EXD Y x; EX: 


Comme ici a, = 0, on obtient : 


DORE) xi li Ÿ ds 
Xit+Xs GitAi+X)— Xi b+c ‘ 
4 
Comme aŸ = —pa—g on a La? = —3q et Dr = 3. 


b) Dans le cas où f'est une fonction rationnelle numériquement symétrique 
des racines de P mais non formellement symétrique, nous pouvons considérer 
pour chaque élément o de 6, la fonction rationnelle o(f) définie par : 


CP) Ga 29) = fe Xa(n) 


: ; 1 : 
La fonction rationnelle g = FT Y o(f)est manifestement formellement 


 aeGn 
symétrique et g(«1, …, «,) = f(a,, …, «,). Nous effectuons alors le calcul de 
g(a:, …, &,) par la méthode précédente. 


REMARQUE. — Soit f' une fonction rationnelle numériquement symétrique 
des racines de P et soit F la fraction rationnelle associée. On suppose qu’il 


existe une partition de IN, de la forme |} I, et que Fest invariante par tout 
LeNy 
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élément o de 6, tel que pour tout 1 < k < p, o(1,) = LL. Il est manifeste 


! ! 

ne E a(f) où my = card (A) et où S désigne 
ë ses 

un ensemble de représentants des classes créées dans 6, par la relation d’équi- 

valence « o R a’ signifie qu'il existe rt e 6, tel que o = o’ © + et que chacun 

des Z, soit stable par T» est formellement symétrique et que l’on a 


hs... a) = fo, …, a) 
ce qui évite de considérer tous les éléments de &,. 


que la fonction h = 


ExeMPLE. — Reprenons f (x, %2, X3) = X? — X2, X3- 
fest associée au polynôme X?-X,X,. Ce polynôme est invariant par toute permutation 
o telle que o{1) = 1. Nous pouvons considérer le polynôme : 


1 
G= 324 XI4X3-(X1X5 + XX + X1X2)] 


qui est symétrique et /{a, œz, &3) = g(&i, &z, &3). 
PES 1 
En écrivant G = 31 +X2+ 24) —-3CA2 A+ XX + Xi X2)] nous retrouvons 
Sr an as) = —p. 


8.2. ÉLIMINATION. RÉSULTANT 


8.2.1. Elimination 


1° DÉFINITION. — Soient P,(x) = 0, …, P,(x) = 0 des équations algé- 
briques sur le corps K. Eliminer l’inconnue x entre ces 4 équations algébriques 
sur le corps K consiste à trouver une condition nécessaire et suffisante, portant 
sur les coefficients, pour que ces équations aient au moins une racine commune 
dans X. 

Cette condition étant réalisée, nous chercherons ensuite à déterminer 
les racines communes. Par abus de langage au lieu de dire : «les équations 
ont au moins une racine commune dans K» nous dirons : «les équations 
ont une racine commune dans K». 


Etudions d’abord le cas de deux équations. 


2° Méthode du PGCD. — Il résulte des définitions : 


PROPOSITION. — Pour que les deux équations algébriques P(x) = 0 et 
Q(x) = 0 aient une racine commune dans K il faut et il suffit que le PGCD des 
deux polynômes P et Q dans KTX] ait une racine dans K. 


COROLLAIRE. — Si K est algébriquement clos, pour que deux équations 
algébriques P(x) = 0 et Q(x) = 0 aient une racine commune dans K il faut 
et il suffit que le PGCD des deux polynômes P et © dans K[X] soit de degré 
au moins égal à I. 
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Pratique. — On effectue le caîcui du PGCD de P et de Q par lalgorithme 
d’Euclide et on détermine au cours du calcul la condition pour que ce PGCD 
ait au moins une racine dans K. 


EXEMPLE — Pour quelles valeurs du réel à les deux équations algébriques x?+ax+1 = 0 
et x°+2ax? + (a2+1)x + 1 = O ont-elles au moins une racine commune dans R ? 


On calcule le PGCD des polynômes associés aux équations 


X+3% 
X?+aX+l 


XI +2aAT + (a+ IX + 


aX? + X+I | 
1 


Si « # 1, les deux polynômes sont premiers entre eux. 

Si « = 1, le PGCD est de degré 2, il s’agit de X?+ X+1, qui n'admet aucune racine dans IR. 
Le système des deux équations algébriques précédentes est toujours incompatible sur IR. Par 
contre « = 1 est une condition nécessaire et suffisante pour que sur € les deux équations algébri- 
ques admettent au moins une racine commune ; on vérifie qu'elles admettent sur € les racines 
communes j et j?. 

3° Méthode de Sylvester. — Cette méthode permet, sans déterminer 
le PGCD de deux polynômes, de trouver une condition nécessaire et suffisante 
pour que ce PGCD soit de degré au moins un ; le problème de l'élimination 
est ainsi résolu si K est algébriquement clos. 


LEMME. — Soient P et Q deux polynômes de K{[X] de degrés m et n au 
moins égaux à |. Pour que le PGCD de P et de Q soit de degré au moins égal 
à 1, il faut et il suffit qu'il existe deux polynômes À et B de K{X], non nuls, 
de degrés respectifs au plus égaux à n—1 et m—1 et tels que AP+BQ = 0. 

La condition est nécessaire. — Soit À le PGCD de P et de Q avec 
deg (A) > L. Il existe P, et Q, non nuls tels que P = AP, et Q = AQ, et, 
puisque deg (A) > l,ona: 

deg (P,) < m—1 et deg(Q,)<n—1; Q,P-P,0=0 
ce qui montre l’existence du couple (4, B) = (Q:, —P;). 

La condition est suffisante. — Supposons la condition remplie. Si-le 
polynôme Q@ était premier avec P, le polynôme Q@ diviserait 4 (théorème 
de Gauss), et on aurait À = Q O,, avec Q Æ 0 puisque 4 est non nul; cette 


égalité est absurde puisque deg (4) < deg (Q). Ainsi le PGCD de P et de Q 
est de degré au moins 1. ] 


PROPOSITION. — Soient P et Q deux polynômes de XTX1, de degrés respectifs 
m et n, au moins égaux à 1. Pour que le PGCD de P et de Q soit de degré au 
moins égal à 1, il faut et il suffit que, dans l’espace vectoriel K[X] la famille 
des m+7 polynômes : (X"-!P, X"-2P, .., P, X"71Q, X"=20, …, Q) soit 
une famille liée. 

Remarquons qu'une combinaison linéaire de cette famille s’écrit : 


(ana ++ a) P + ni X" 14. + bo) Q. 
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La condition est nécessaire. — Par hypothèse, le PGCD de P et de Q 
est de degré au moins égal à ]. Le lemme précédent montre l'existence de deux 
polynômes À et B non nuls de degrés au plus n— 1 et m— 1 tels que AP+BQ = 0, 
et donc l'existence d’une combinaison linéaire nulle à coefficients non tous 
nuls de la famille des m+n1 polynômes. 


La condition est suffisante. — Par hypothèse, il existe une combinaison 
linéaire nulle à coefficients non tous nuls ; autrement dit il existe deux poly- 
nômes À et B tels que : 


AP+BQ =0 avec deg (4) < n—1 et deg (B) < m—1. 


L'un au moins des polynômes 4 ou B est non nul puisque les coefficients 
sont non tous nuls, il en résulte que l'autre est nécessairement non nul (P et 
@ sont non nuls), ce qui permet l’application du lemme. CO 

Déterminant de Sylvester. — La famille des (m+n) polynômes précédents 
est une famille d'éléments du sous-espace vectoriel de K{ #7] constitué des poly- 
nômes de degré au plus égal à m+n—1, qui est de dimension m+n; une base 
de ce sous-espace est la famille (X"*"-1, y+m-2, 1). ‘Pour que les deux 
polynômes P et Q aient un PGCD de degré au moins un, il faut et il suffit que 
le déterminant de la famille des (m+n) polynômes (X"7'P, …, P, 
X"71Q, …, Q) dans la base précédente soit nul. Ce déterminant porte le 
nom de déterminant de Sylvester des deux polynômes P et Q. 


Donnons l'expression de ce déterminant. Lorsque l'on explicite : 
P=a,X"+a, iX" l+.+a, avec a, # 0 
Q=B,X"+b, XX" +. +b, avec b, # 0, 

on obtient : 
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Dans un déterminant d'ordre m+n, on a disposé sur la première colonne 
An Amis  » do et on a complété par des zéros. On a décalé alors cette colonne 
n—1 fois vers la droite et vers le bas, de façon qu'après la dernière opération 
a soit sur la dernière ligne. On a recommencé avec la colonne b,, b 
bo; en opérant m—1 fois. 


aires 


PROPOSITION. — Soit K un corps commutatif. Pour que les deux équations 
algébriques P(x) = 0 et Q{x) = 0 aient une racine commune dans K il faut que 
le déterminant de Sylvester des polynômes P et Q soit nul. Cette condition est 
suffisante si l’un des deux polynômes est scindé dans K, en particulier si est 
algébriquement clos. 


En effet l'annulation du déterminant de Sylvester est une condition 
nécessaire et suffisante pour que le PGCD de P et de Q soit de degré au moins 
un. Si l'un des polynômes est scindé dans K, ce PGCD est scindé dans K, ce qui 
établit le second résultat. me] 


EXEMPLE. — Condition nécessaire pour que les deux équations algébriques ax?+bx+c = 0 
eta'x?+b'x+c = 0 avec aa’ > 0 aient une racine commune dans K. 


a 0 «4° 0 
ic ab et io 2 NS Le bay tbe’ - cb" 
Cette condition est serl” 0, soit (ac'—ca')* = (ab'= ba’) (bc'-cb'). 
0 ce © c' 


La condition est suffisante si K est algébriquement clos. 


Dans le cas contraire, la condition reste suffisante si ab'—ba' # 0, la méthode du PGCD 


ca—a : es ë 
permettant de constater que PTT est racine commune lorsque la condition est remplie ; 
a — ba 


mais si ab’—ba' = 0, la condition exprime que les polynômes en jeu sont proportionnels, et ils 
peuvent alors ne pas avoir de racine dans K. 


REMARQUE. — Considérons ax?+bx+c = 0 (a # 0) et b'x+c' = 0. Eliminons x entre 
ces deux équations. 


— Si b" # 0 la deuxième a comme unique racine — pe fa condition cherchée est donc 


c'\2 € 

al-=} +b{-—|+e- soit ac’? bb'c'+cb? = 0 
b’ b 

— Si b = 0 la condition cherchée, si Æ est algébriquement clos, est €’ = 0. 


On constate ainsi que sur un corps algébriquement clos, la condition : 
(ac! — ca’)? = (ab'—ba') (be'—cb'). 
est le résultat de l'élimination de x entre ax?+bx+c= 0 et a'x?+b'x+c = 0, pourvu 
que (a, a') # (0, 0). 


4° Méthode des racines. — On suppose le corps K algébriquement clos. 
Soient P(x) = 0 et Q(x) = 0 deux équations algébriques de degrés respectifs 
m et n ; les deux polynômes P et @ sont décomposables en produit de poly- 
nômes. du premier degré sur le corps K; si l’on désigne par (xi)1 & 5 < m €t 
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(Bjhi < ;<, des systèmes de racines de ces deux polynômes la condition : 


JE @-8)=0 (D 


AURA 
LYS 


i 
i 
est manifestement nécessaire et suffisante pour que les deux équations algé- 
briques P(x) = 0 et Q(x) = 0 aient une racine commune dans K. Explicitons : 


Pa X"+a, XX" l+.+as am # 0 
Q=B,X"+b,_ X" l+..4+b, b, #0 


Après multiplication de son premier membre par a%b%, qui n’est pas nul, 
on constate que (1) traduit la nullité des deux scalaires égaux : 


am [1 QG) et (-1"67 IT P(4) 
1<i<m 1£j<n 

Ces deux expressions sont des fonctions polynômiales symétriques des 
m racines a; (resp. des n racines B;); on pourra donc théoriquement les 
exprimer à l'aide des seuls coefficients des polynômes sans avoir à expliciter 
les racines de P ou de Q. 

EXEMPLE. — Dans le corps des nombres complexes ©, à quelle condition les deux équations 
algébriques x°+px+q = 0 et x?+bx+c = O ont-elles une racine commune? 

La seconde équation admet dans € deux racines « et 8, la condition cherchée est : 


CG +pa+g)(B+pB+g) = 0 
soit : à°8°+paB(B?+ a?) + q(a°+ 8°) + p'af + pqla+) + q° = 0. 
Comme a+f = —b, af =cona:a?+8? = b?-2c et +85 = —b*+3bc. 
La condition est donc : c?—2pc?+pcb?—qb° +3qbc+p?c—pqb+q? = 0. 


5° Méthode de l’abaissement de degré. — C'est la méthode la plus 
rapide pour procéder à une élimination entre deux équations algébriques ; mais 
elle nécessite une grande prudence, car cette méthode ne conduit qu’à des 
conditions nécessaires d'existence d’une racine commune. Il faut donc, sur 
lPexemple traité, étudier la réciproque afin de faire disparaître dans la condition 
trouvée d'éventuels facteurs parasites. Cette méthode est fondée sur le calcul 
du PGOCD des polynômes P et Q par l’algorithme d’Euclide. 


Soient (avec: deg(P) < m, deg(Q)< n et n < m): 
P=a,X"+as_ XX" +..+as, Q = b,X"+b,  X"71+ +. 
On peut procéder de deux manières : 


a) Cas de m > n. Si les deux polynômes P et Q ont une racine com- 
mune dans K, les deux polynômes b,P—a,Q X"7" et Q ont aussi une racine 
commune dans K (la même); or le polynôme b,P—a,Q X"”" a un degré 
strictement inférieur à m. Nous sommes ainsi ramenés à deux équations 
algébriques dont l’une est de degré strictement inférieur à m, l’autre de 
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degré au plus égal à n. Réciproquement si les deux équations algébriques 
ainsi formées ont une racine commune dans À, cette racine « vérifie Q(x) 
= 0 et b,P(x) = 0, elle est racine commune à P et Q si b, Z 0; il importe 
de prendre garde à cette condition lorsque les coefficients des équations 
dépendent de paramètres : les valeurs de ces paramètres annulant b, peu- 


vent s’introduire comme solution parasite dans la condition trouvée. 


b) Cas de m = n. Si les deux polynômes P et Q@ ont une racine com- 
mune dans K, les deux polynômes b,P—a,Q et bP—-a Q ont une racine 
commune dans X. Or le premier polynôme a un degré strictement inférieur à 
m et le second possède X en facteur ; après vérification que O n’est pas racine 
de b,P-a,Q nous sommes ramenés aux deux polynômes b,P-a,Q et 
hoi-ae tous deux de degrés strictement inférieurs à m. Réciproquement 
si les deux équations algébriques (b,P—a,,Q) (x) = 0 et (b5P—a9@Q) (x) = 0 
ont une racine commune dans K, et si b,aç—a,bo # 0, cette racine est 
racine commune à P et Q ; il faut à nouveau prendre garde aux valeurs des 
paramètres éventuels annulant b,aç—a,,b,. 

On poursuit alors ces deux méthodes sur les deux nouvelles équations 
algébriques jusqu'à obtenir soit une équation algébrique dont les racines sont 
évidentes (degré 1 par exemple), soit deux équations algébriques dont on 
connaît a priori la condition d’élimination. 


ÉXEMPLE. — À quelle condition nécessaire et suffisante les deux équations algébriques : 
xt+x+x+a+i = 0, P(x) = 0 
ax +x+x = 0, Q(x) = 0. 
ont-elles une racine commune sur © ? 
Si P(x) = 0 et Q(x) = 0 ont une racine commune dans €, les deux équations algébriques : 
aP(x) — xQ(x) = 0, avec aP— XQ = «XŸ— X2 + a(a+1) 
QG) =0, avec Q=aX+X+a, 


ont une racine commune dans €. Réciproquement si a est une racine commune à ces deux 
équations nous avons Q(a) = O et aP(a) = 0. Il apparaît le cas « = 0, pour lequel cette 
racine commune est a = Ô, qui n'est pas racine commune à P(x) = O0 et Q(x) = 0. Ainsi les 
conditions d'élimination entre P(x) = O et Q(x) = 0 et entre «P{x) — xQ{x) = 0 et Q{x) = 0 
ne sont pas équivalentes : la seconde contient le cas & = © qui ne convient pas pour la première, 

Considérons les deux nouvelles équations algébriques : 

{ aP(x) — xQ() = PQ) = 

96% = QG) = 0 
si ces deux équations algébriques ont une racine commune dans € les deux équations algébriques : 
{ Pix) — Qi) =0 avec P,-Q, = —-X?-X+0? 
Pi(x) — (+1) Q(x) = 0 avec P, — (a+1)Q, = X(—-aX?-X-a-—1) 


ont une racine commune dans €. 
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Réciproquement si a est un nombre complexe racine commune de ces deux nouvelles 
équations algébriques, dans le cas x # 0, ce nombre a est une racine commune à P,(x) = Det 
Q@itx) = 0 ; ainsi pour ces dernières équations algébriques les conditions d'élimination sont 
équivalentes. Remarquons puisque « # 0, que O n’est pas la racine commune donc les deux 
dernières équations admettent une racine commune dans € si et seulement si les deux équations 
algébriques : 

—x?-x+a =0 
—a?x?-x—a—1 = 0 
ont une racine commune dans €. La condition trouvée en 3° s'écrit : 
(@f+a+1)? = (1-2) (x?+a+1) 
soit : a%42a$+3at+a+a+a = 0. 

Le facteur parasite « = O figure dans cette condition, nous le supprimons. La condition 

nécessaire et suffisante cherchée est donc : 
a7+20%+3a+a?+a+l = 0. 


REMARQUE. — Si nous formons le déterminant de Sylvester de ces deux équations algé- 
briques, nous obtenons : 


1 0 0x 000 
1 1 004 00 
0 1 11 0 x 0 
1 O0 1 aæœ 1 0 & | = &7+20*+30+a2+a+l. 
æ+l 1 O0 « 1 0 
C æ+1 1 O0 O x ] 
0 OO «+10 0 O « 
8.2.2. Résultant 
1° DÉFINITION. — Soient » et r deux entiers naturels non nuls, on appelle 


résultant d’ordre (#, #) le polynôme de l’anneau KTA4,, …, A0, B,, …, Bol 
défini par : 


R(A m9 es Aos Bas cs Bo) = 
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11 s’agit donc du déterminant d’ordre (m+n#) dont les éléments sont les 
m+n+2 indéterminées de K[A,. …, Av, B,, …, Bol disposées de manière 
analogue à la disposition des coefficients 4, …, 45, b,, …, b, dans le déter- 
minant de Sylvester de deux polynômes. 


2° THÉORÈME, — Le résultant d’ordre (#, #) est un polynôme à m+n+2 
indéterminées à coefficients dans K, de degré m+n, n-homogène par rapport 
aux m+1 indéterminées 4,, …., 4, m-homogène par rapport aux 7+1 indé- 
terminées B,, ..…., Bo. 

Cette propriété se vérifie sans difficulté sur le calcul du déterminant 
donnant R. Remarquons que ce résultant contient un terme et un seul de la 
forme 4,8% qui est le seul terme contenant 47, De même le seul terme contenant 
A5 est (—1)" 458%. 


3° Exemples. 


Ai B; 
a) Ordre (1,1) : R(A:, os Bi Bo) = | = A;B5— 408; 
Ao Bo 
A, 0 B, 
b) Ordre (1,2) : RCA, Ao. B2. B3s Bo) = | 4o A1 Bi 
0 45 B 


= A?Bo+ 46B2— A140B: 
4, © B, 0 
À; A) B; B;, 
A6 A1 Bo B: 
0 4, 0 B 
On explicite : (4:Bo— A40B23)?—(42B;— A1B:)(4;Bo— AoB:). 


€) Ordre (2,2) : R(42, 4;, Aos B, Bi, Bo) = 


8.2.3. Résultant de deux polynômes 


1° DÉFINITION. — Soïent deux polynômes P=a,X*"+.+a, et 
Q = b,X"+...+b, de K[X], de degrés m et n ; on appelle résultant de ces deux 
polynômes l'élément R(a,, …, ao, b,, …, bo) de K, où R est le résultant d’ordre 
(m, n). 

Il s’agit donc tout simplement de la valeur du déterminant de Sylvester 
de ces deux polynômes. 


2° PROPRIÉTÉ. — Soit K un corps commutatif. Pour que deux polynômes 
P et Q de K[X] admettent une racine commune dans K il faut que leur résultant 
soit nul. Cette condition est suffisante si l’un des deux polynômes est scindé 
dans K, en particulier si K est algébriquement clos. 


Il s’agit d’un nouvel énoncé de 8.2.7, 3°. 
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3° LEMME. — Si Z,, …, Z,, et Zi, .…, 2; sont les polynômes symétriques 
élémentaires des m indéterminées X,, .…, X,, et des 7 indéterminées Y,,..., Y,, 
nous avons l’égalité entre polynômes de l’anneau X[X,, ..…., X,, Vi, .…, Ÿ,]: 


RO Es, (DE En (-WE)= TL (Œi-Y) 


où R est le résultant d’ordre (7#, n). 


En effet considérons l’anneau K(X,, …, X,, Y:,…, Ÿ,) [ZI]. Le premier 
membre de l'égalité, que nous désignons par &, est le résultant des deux 
polynômes de cet anneau, de degrés »# et n: 


U = Z"-E ZM IE H(—I)E, et V= Z'-EiZ" EH (DE 


R est un élément du corps K(X,, …, X,, Y4 …, Y,), et, en fait (puisque 
les coefficients de U et V sont polynômiaux), un polynôme de l’anneau 
KIX,,..., Xn Yi, …, Y,]de degré mn, présentant (—1)"(£;)" comme unique 
monôme contenant (Y,. Y,}” (cette propriété résulte de ce que, le polynôme 8 
apparaît comme un déterminant dont la diagonale principale contient n fois 1 
et m fois (—1})"X,, ainsi que le lecteur s’en assurera en explicitant ce déter- 
minant). Or dans K(X:, …., X Y1, .…, Ÿ,) [ZI les deux polynômes U et V 
sont scindés, de système de racines (X;)i <i<m et (Yjhi<;<,. En substituant 
l’indéterminée X, à l’indéterminée Y;, dans le polynôme R nous écrivons 
que les deux polynômes U et F ont la racine commune Y; = Y;, et donc 
que leur résultant est nul. En d’autres termes le polynôme & devient le poly- 
nôme nul si l’on y substitue l’indéterminée X, à Y,, il est donc divisible par 
Il (Xi—Y;) (6.9.1). Les considérations des degrés d’une part, celle des 
m 


<i 
< j 


x # 


1 
1 Li 

coefficients dans les deux membres de (Y, … Y,)” d’autre part achèvent la 
dé 


émonstration de l'égalité. [a] 


THÉORÈME. — Soient P et Q deux polynômes de X[X] de degrés m et n, 
scindés sur K, admettant les systèmes (æ;), < : < » et (B;h1 < j < , de racines, 
alors le résultant de ces deux polynômes est égal à : 


abs [LT G-8) 


où a, désigne le coefficient dominant de P, b, celui de Q. 


SiP=-a,X"+..+as et Q = b,X"+..+b,, le résultant de ces deux 
polynômes est Ra, …., Go, b,, …, bo) où R est le résultant d'ordre (m, n). 
En utilisant les propriétés d’homogénéité de R, on constate : 


du" Da R(Gu 2 Go Day + Do) = RO, (om 1, (—1)'o,) 
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OÙ Gi, On et 0j, …., 0, désignent les fonctions symétriques élémentaires 
des racines. Il résulte du lemme l'égalité : 


R(Gw + ao: be +, bo) = ab I] («-B8;) [ 


1 
1 


HAUA 
IAA 


L 
J 
COROLLAIRE. — Soient P et © deux polynômes de K LX] de degrés m et n. 


Si P est scindé sur K de système de racines (æ;)1 < i< m le résultant de ces deux 
polynômes est égal à : a, [] Q(x;) où 2, est le coefficient dominant de P. 


1<i<m 
En effet, il existe une extension de K qui est un corps des racines pour le 
polynôme Q. Dans cette extension le résultant de P et Q a pour expression 
ab II («—B;) (notations du théorème précédent). 


1<i<m 
1Si<n 
Or cette expression est égale à a%,Q(x,)...Q(x,,) qui est calculable dans K 
puisque Q appartient à K[X] et que «,, …, «,, sont des éléments de K. Q 


D'après le théorème et le corollaire qui précèdent, nous avons deux 
procédés pour calculer le résultant de deux polynômes : la définition et les 
expressions 


dr II G@-B)=a I] QG@)=(-D7T8 TT PG) 


m 1<i<m 1<j<n 
» 


D'après ces dernières égalités, le résultant de P et de © est égal, pour 
tout ae K, au résultant de P(X+a) et de Q(X+a). 

4° EXEMPLES 

Résultant de deux polynômes du premier degré aX+b et a'X+b' avec aa 7 0 


a a 
b b’ 


= ab'—ba". 


R(P, 0) = 


Résultant de deux polynômes du second degré : 


aX?+bX+e et a'X?+b'X+c avec aa 70. 


a O a 0 

b a b' Ca a #2 # 1 # # 
R(P, Q)= ebawl” (ac'— ca’)? — (ab —ba’) (bc'—cb'). 

0 € € 


8.2.4. Discriminant d’un polynôme ou d’une équation algébrique 
ÿ Le corps K est supposé de caractéristique 0 
1° DÉFINITION. — Soit P un polynôme (resp. une équation algébrique 


P(x) = 0) de degré supérieur ou égal à 2. On appelle diseriminant du polynôme 
P (resp. de l'équation algébrique) le résultant, noté A(P), des polynômes P et P': 
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Le polynôme étant de degré m, le polynôme P' est de degré m—1 puisque 
K est de caractéristique 0 ; le discriminant A(P) est donc une expression 
polynômiale homogène de degré 2m—1 par rapport aux (m+1) coefficients 
de P. 


2° PROPOSITION. — Pour qu’un polynôme P ou une équation algébrique 
P(x) = 0 ait une racine multiple dans K il faut que son discriminant soit mul ; 
cette condition est suffisante si P ou P' est scindé sur K, en particulier si X 
est algébriquement clos. 

En effet, annuler le discriminant consiste à écrire que le PGCD de Pet 
de P' est de degré au moins 1, donc si P ou P' est scindé sur K, que P et P' 
ont une racine commune dans K. O 


3° ExEMPLes : a) Discriminant du polynôme aX?+bX+c avec a # 0 


a 2a © 
A(P)=|b b 2a|— a(dac-b?) 
c 0 b 


b) Discriminant du polynôme X*+pX+9g 


1 0 3 0 © 
0 1! 0 3 0 
A(P)=|p 0 p 0 3|=4p°+27q 
g p 0 p 0 
0 g 0 0 p 


REMARQUE : K étant un corps commutatif, pour les polynômes du second et du troisième 
degré l'annulation du discriminant est nécessaire et suffisante pour l’existence d’une racine 
multiple : en effet si P est du 2° degré, P’ est du premier, et donc la racine multiple appartient à K'; 
si P est du 3° degré, par translation nous verrons que nous pouvons supposer P de la forme 
X®+pX+9. La méthode du PGCD appliquée à X°+pX+q et 3X2?+p montre qu'une condition 
nécessaire et suffisante pour que ces deux polynômes aient une raciné commune dans K est 


4p°+27q? = 0, cette racine commune étant . si p # 0, O si p = 0, Par contre l'annulation 


du discriminant n’est qu’une condition nécessaire dès que deg (P) > 4. 
8.2.5. Problèmes plus généraux d’élimination 


1° DEFINITION. — Soient F,,.., F, des fractions rationnelles à x indéter- 
minées sur le corps X. Eliminer sur le corps K'les # inconnues x,, …, x, entre 
les Æ équations Fix, …, x,) = 0, pour | < i < 4, consiste à trouver une 
condition nécessaire et suffisante, portant sur les coefficients des fractions 
rationnelles F;, pour que les & équations admettent dans K” au moins une 
solution commune. 


Cette condition étant réalisée nous chercherons à déterminer ces solutions 
communes. 
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2° EXEMPLE FONDAMENTAL. — Détermination des conditions auxquelles 
doivent satisfaire les coefficients d'une équation algébrique de degré n admettant 
n racines pour que ces racines satisfassent à une ou plusieurs relations données. 

Soit P(x) = 0 une équation algébrique de degré #7 admettant dans K, 
(&,, …, «,) pour système de racines. Etant données & fractions rationnelles 
sur K”, (Fi ee a dans lesquelles («,, …, x,) est substituable, on cherche 
à quelles conditions, portant sur les coefficients de P, ce système de racines 
satisfait aux relations F;(«,, …, «,) = 0. Si l'équation algébrique a été 
résolue le problème est terminé, mais dans la plupart des cas cette hypothèse 
n'est pas réalisée. Remarquons alors que, si l’on pose P = a,X"+...+a, 
le problème envisagé est équivalent à l'élimination, dans K”, des # inconnues 
Xi, X, entre les (n+k) équations suivantes : 


fige ess (ay 


l 1<i<k F(x,..,x,) =0 


En pratique on écrit ce système et on cherche une méthode de résolution. 
EXEMPLE 1. — Dans €, à quelle condition l'équation algébrique : 
x px?+qxr = 0 
admet-elle trois racines &,, &,. «:, telles que l'on ait : 
223 (L—aaz) = (a +az) (Lai). (oo) 


Dans cette relation a, et «, jouent un rôle symétrique. Nous allons en profiter pour écrire 
(1) sous une forme équivalente : 


22,—2r = (pas) (1—ai) a) 
(en utilisant «;+a, = p—a, et æx,%, = r). En développant : 
a pai—32,+p+2r =0 @) 


Mais «, désignant une racine de l'équation x*—px?+qr—2 = 0, la relation (2) est encore 
équivalente à : 
43(9+3) = p+3r G) 
(en retranchant au premier membre de (2) a3—pa3+qua—r). 


Nous sommes donc ramenés au problème, équivalent au problème posé : trouver une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation xŸ—px?+gx—r = 0 admette une racine az 
telle que «;(g+3) = p+3r. 


— 1% cas. g+3 = 0. Alors la condition cherchée est manifestement p+3r = O (sur ©, 
léquation admet toujours une racine, et toute racine vérifie «,°0 = 0). 


— 2° cas. g+3 # 0. Alors la condition cherchée est : 
p+3r\ _, (et3r d p+3r| 
(+) PLars) *1Uar3/ 77 


Ou encore : (p+3r) — p(p+3r)?(g+3) + q(p+3r)(g+3)? — r(g+3) = 0 @) 
On note que, dans (4), si on fait g+3 = 0, on trouve (p+3r)* = O. 


(4) est donc valable dans les deux cas, c’est la condition nécessaire et suffisante cherchée. 
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REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que c' 4 = —3 et p = —3r, en posant r = tg(—#), les 
racines sont : tg £, tg (£ + 3, tg (£ + æ) ; chacune d’entre elle peut jouer le rôle de a. 


ce qui est prévisible d’après l'étude du premier cas, 
EXEMPLE 2. — Dans € l'équation algébrique : 
x*+4pxt+6qx?+4rx+s = 0 @) 


admet quatre racines a, b, c, d, distinctes ou confondues. À quelles conditions les images dans 
le plan complexe, À, B, C, D de ces quatre racines forment-elles un carré (éventuellement réduit 
à un point) ? 

Pour que les images À, B, C, D forment un carré il faut et il suffit que les deux conditions 
suivantes soient vérifiées : 


e a+c = b+d qui traduit l'égalité vectorielle AË = DC. 
> —+ 


e (ba)? +(d-a)? = 0 qui traduit le fait que AB et AD sont orthogonaux et de même 
longueur, 
Ces deux conditions sont équivalentes aux deux nouvelles conditions : 


(a+c= b+d) À (b? +4? = ac). 


Pour que les quatre complexes soient racines et satisfassent à ces conditions il faut et il 
suffit que le système suivant soit compatible : 


a+b+c+d= -4p 


Lab = 6q 

ŒEabe = —4r ()] 
abed = 5 

ate = b+d 

b?+8= 2ac. 


a et c (resp. b et d) ayant des rôles symétriques, nous introduisons les inconnues : 
c=ate, n=a, o'=b+d n' = bd. 


Si on remarque que, dans €, à tout couple (o, x) on peut associer a et c tels que a+c = 0 
et ac = x, la compatibilité de (2) est équivalente à celle de : 


g+o = —-4p 
n+zr'+oc = 6q | 
on'+on = —4r 7 r 
G) is ou encore PR +x1) =2 6 
= 9! mr =Ss 
| ain = 27. {À G+x) = 2p?. 


Toujours grâce au fait que, dans ©, deux nombres sont déterminés dès que l'on connaît 
leur somme et leur produit, la compatibilité de (3°) équivaut donc à : 


6q—4p° = 2p° 
{ 2p =2r 
soit : G = p°) À @ =p?) @) 


qui est donc la condition nécessaire et suffisante cherchée. 


REMARQUE. — Si l'équation (1) vérifie (4), on peut la résoudre, en résolvant d’abord (3’) 
(qui fournit so, «’, x, 2’, d’où a, b, c, d). 
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3° Dans un cas général d'élimination entre k équations rationnelles 
on cherche une méthode de résolution du système formé. On peut dans le cas 
de k équations algébriques former le PGCD des £ polynômes et procéder 
comme en 8.2.7 2° ; on peut aussi éliminer l’inconnue x entre deux des équa- 
tions données et chercher si la condition trouvée entraîne la compatibilité du 
système. Donnons deux exemples : 


EXEMPLE 1. — Déterminer À de telle sorte que l'équation algébrique : 
xt-2x3+4x+2x—1 = 0,  (P(x) = 0) 
ait une racine au moins triple dans R. 


Pour que cette équation algébrique admette une racine au moins triple dans IR il faut 
et il suffit que les trois équations algébriques : 


x4-2x%4+Ax?42x1 = 0,  P(x) = 0 
2x%—3x?4+1x41 = 0, P'() = 0 
6x?—6x+1 = 0, P'(x) = 0. 
admettent une racine commune dans IR. Ce système est équivalent au système des trois équa- 


tions algébriques : 
xt—2x5+Ax2+2x—1 = 0 


3x?—21x-3 = 0 
6x1-6x+1 = 0. 
Pour que les deux dernières équations algébriques admettent une racine commune dans 
R il faut que À satisfasse à : 
GA+18)? = (1241—18)(—24?—18) 
soit : A[244?-274+324] = 0. 
L’unique solution réelle de cette équation est À = 0 ; les deux dernières équations 


admettent alors la racine commune réelle x = 1, qui, étant racine de la première est alors racine 
triple de l’équation donnée. 


EXEMPLE 2. — À quelle condition nécessaire et suffisante les deux équations trigonométriques 
réelles : 
{ acosx+bsinx+e —=0 (a,6) % (0,0) 


a'cosx+b'sinx+e=0  (a',b') Z (0,0) 


admettent-elles une racine commune dans IR ? 

Il s'agit ici d’un cas particulier du problème suivant : étant donnés deux polynômes P 
et Q de IR[X, Y] chacun de degré total au moins un, à quelle condition nécessaire et suffisante 
le système : 

P(sin x, cos x) = 0 
Q(sin x, cos x) = 0 
est-il compatible dans R ? 

En notant u = sin x, v = cos x nous voyons que si le système précédent est compatible 
dans IR, nécessairement le système : 


Pa, v) = 
Qu, v}) = 0 
u?+v? = 1 


est compatible dans IR? Réciproquement si un tel système admet une solution (wo, Lo) 
dans R?, puisque uè+0 = 1 il existe x, réeltel que u, = sin xo, et v, = cos Xo, donc le système 
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donné est compatible dans IR. Nous ramenons ainsi le problème donné à la compatibilité du 
système algébrique : 


Pau, v) = 0 
Qu, 2) = 0 
u+v?=1 


dans R?. 
Sur l’exemple proposé nous examinons donc la compatibilité du système : 
av+bu+c = 0 
a'otb'ute = 0 (uv) e R°) 
u+n? =1 
Deux cas sont possibles : 


1° ab'—ba' x 0. Le système est alors équivalent au système : 


: a'c—ac" 
u = 
| ab'—ba" 
be'-b'e 
D 
ab'—ba" 
luto=1 


et une condition nécessaire et suffisante de compatibilité sur IR? est : 
(a'c— ac)? + (be! —b'e)? = (ab'—ba'}?. 


2° ab'—ba' = 0. Le système constitué par les deux premières équations est compatible 
sur R? si et seulement si le triplet (a, b, c) est proportionnel au triplet (a, b', c'}, donc siet seule- 
ment si bc'—b'e = 0 et a'c—ac' = 0. Remarquons que nous retrouvons la condition du 1° ; mais 
cette condition ici n’est plus suffisante car dans cette hypothèse le système est alors équivalent à : 


av+bu+c = 0 
ui+vi=1 
et ce système n'est compatible sur IR? que si et seulement si a?+b?—c? > 0. 


Ainsi pour que les deux équations données admettent une solution commune réelle il 
faut que (a'c—ac')? + (bc'—b'c)? = (ab! — ba’)? cette condition étant suffisante si ab’ —ba' # 0, 
cette condition jointe à a?+b?—c? > O étant suffisante si ab'—ba' = 0. 


8.3. TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 


8.3.1. Etude théorique 


1° DÉFINITION. — Soient P un polynôme scindé sur le corps commutatif 
K, de degré n > 1, (ai); < ; < , un système de racines de P, enfin F une fraction 
rationnelle de K(X) n’admettant pour pôle aucun des «;. On appelle équation 
transformée par F de l'équation sur K: P(x) = 0, l’équation algébrique de 
même degré Q(x) = 0, où Q est le polynôme de XTX] : 


= 


Q= 


i 


| (X—F()) 
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On dit aussi que l’on passe de P(x) = 0 à Q(x) = O par la trans- 
formation xt+-—+ F(»). 


REMARQUES. — a) Si «a, est racine d’ordre k, de P(x) = 0, alors F(«;) 
est racine d'ordre au moins égal à k, de Q(x) = 0. 


b) Soit £ un représentant irréductible de F. La condition imposée à F 


est : les polynômes B et P (ce dernier scindé par hypothèse), sont premiers 
entre eux. 


c) On peut théoriquement se ramener à une transformation x + G(x) 


telle qu'un représentant 41 de G satisfasse à deg (4,) < deg (P) et 


B;, 
deg (B,) < deg (P). 
En effet la division euclidienne de À et B par P permet de déterminer 
A, et B, tels que : 
A = PQ;+4,, deg (4,) < deg (P) 
B—PQ2+B,, deg (B;) < deg (P) 
Pour tout 1 < i< n, on constate : A(a;) = A,(x;) et B(a;) = Bi(x). 
L'équation transformée de P(x) = 0 par x F(x) est la même que la 


transformée de P(x) = 0 par x G(x) avec G = _ 
1 


Cette remarque n’a d'intérêt pratique que si l’on sait facilement déterminer 
G à partir de F. 


2° Utilisation des fonctions symétriques des racines de P(x) = 0. — 

La notation est celle du 1°. Nous cherchons le polynôme Q = Il (X —F(a;)). 
Si nous l’écrivons sous la forme : où 
Q = X'-0 XL H +(—1)o XP + +(— jo, 


alors les coefficients sont donnés par 


y = x F(c,)...F(,) 


1<h<ir Te <ip Sn 


Au titre de fonctions rationnelles symétriques des racines &,, …, «, du 
polynôme P, les &, s'expriment au moyen des coefficients de ce polynôme. 


ExsmpLs. — Dans C, transformer l'équation algébrique : 
2 —pxt+gx-r = 0 
par x He x? 


€ étant algébriquement clos, l'équation algébrique donnée admet un système de racines 
(is &23, &3). Déterminons l'équation algébrique transformée en calculant ,, 0, 03 : 
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o, = ai+aitas = p°-2q 
2,2 1 2 d # 
= af = 5 æ@] — »Y « 
1ei<jes 1éres 1ér<s 
Or af = a —q aP+r æ 
11e 1763 173 173 
2 
et d=p Y «&-q œ+3r 
1ér<3 1763 16163 
donc 6: = q?—2rp 


o3 = (citas)? = 2, 
L'équation transformée est donc : 
2 — (p?—2q)x* + (g2—2rp}x — r° = 0, 


3° Utilisation d’un résultant, — THÉORÈME. — Les notations étant 
celles de la définition du 1° et F étant représentée par = irréductible, l’équation 


transformée s’écrit Q(y) = 0, où le polynôme Q(Y)est, à un coefficient multipli- 
catif non nul près, le résultant des polynômes P(X) et B(X)- Y— A(X)del’anneau 
K(Y) [X], des polynômes à l’indéterminée X, à coefficients dans le corps K(Ÿ). 

A priori ce résultant est un élément de K(Y), mais il s’agit en fait d’une 
expression polynômiale par rapport aux coefficients des deux polynômes 
P(X) et B(X): Y—A(X) ; c’est donc un élément de KTY]. 

De plus le polynôme P admet dans K, donc dans K(Y), le système de raci- 
nes (&i)1 < à < n 3 le résultant est donc à un facteur multiplicatif non nul près : 


in 
I [B()Y —A(x)] = 0 


soit encore : 


IT 8@2- IT CY-F()1 = 0, 


i=1 


puisque B(«;) # 0 pour tout ie N,. (m] 

Ce théorème constitue le procédé le plus simple pour obtenir une équation 
algébrique transformée. Il faut cependant prendre garde à bien former le 
résultant des deux polynômes P(X) et B(X): Y—A(X), ce qui n’équivaut 
pas à éliminer x entre les deux équations algébriques à coefficients dans K(F): 


P(x = 0 
BGY-A(x) = 0. 
Notons cependant que l'élimination de x entre les deux équations 
: P(x = 0 
algébriques 
B(x}y—A(x) = 0 
fournit une équation algébrique en y dont les racines sont les mêmes que 


celles de l'équation transformée. Si on ne s'intéresse pas aux ordres de 
multiplicité de ces dernières, cette méthode peut suffire. 
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8.3.2. Transformations usuelles 


On part de P(x) = 0 avec P(X) = a, X"+..+a0, 4, # 0. 


1° Translation. —— C'est une transformation par F(X) = Ÿ+4a, aeK. 
L’équation transformée est @(y) = 0, avec Q(Y) = P(Y-—a), autrement 
dit, c'est P(y—a) = 0. 


Application. — La somme des racines de Q(y) = Oest oi = Y (&+a), 
is 
c’est-à-dire — a + na. 


: + a Nr 
Si on choisit a = +—"=t on obtient 0! = 0. 


a, 
C'est ainsi que x ++ x +7 ramène l'équation du troisième degré 
ax°+bx?+cx+d = 0 (a # 0), à la forme dite canonique : y°+py+q = 0. 
2° Homothétie, — C'est une transformation par F(X) = kX, k e K\{0}. 


La transformée est P () = 0. 


k 
Pour # = —1, on parle de l’« équation aux opposés ». 
- 1 
3° Equation aux inverses. — C'est la transformation par F(X) = x 


Sa définition exige que O ne soit pas racine de l'équation donnée. Nous 
supposerons donc a; # 0. 


Le résultant dans K(Y)[X]de P(X}et YX—I est, au signe près, Y"P (3) 


L’équation transformée est donc : 
aoy”+aiy" 1+..+a, = 0. 


4° Transformation homographique. — Il s’agit d’une transformation par 
F(X) = Se, avec c Z Det ad—bc 0. Nous supposons P (- #5 # 0. 


Pour calculer le résultant de P(X)et (cX+d)Y—aX—b, nous remarquons 


k . ; Y : 
que, dans K(Ÿ), ce dernier polynôme admet pour racine . Le résultant 


est donc, au signe près : cr-ar-r(t4) 


cY-a 


L'’équation transformée de P(x) = 0 est ainsi : 


CRE) = 0 


cy—a 
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Notons que, puisqu'une transformation homographique est bijective, dans 
cette transformation les ordres de multiplicité sont conservés. 


5° Equation aux carrés. — Il s’agit de la transformation par F(X) = X?. 
Nous devons chercher le résultant dans K(Y)[#] des deux polynômes P(X) 
et X?2—Y. L'équation algébrique X? — Y admet, dans une extension K’ 
de K(Y), deux racines Z et —Z. Le résultant est donc P(Z)-P(—Z). Ecrivons 
alors P sous la forme : 


P=S(X?)+XT(X?), SeK[X] Te K[X1L 
en séparant dans P les puissances paires et les puissances impaires de X : 
PCZ) PC 2) = [S(Z?)+2ZT(27)(S(2?)-Z7(2?)] 
= (S(21-Z/7(2)T 
= [SCPI YIT(PN 
L'équation cherchée est : [S{(y)]—-y[7(»)]? = 0. 
D'une manière plus générale le lecteur pourra s'intéresser, dans le cas de €, à la transfor- 
mation par F(X) = XP. En écrivant P sous la forme : P = Sÿ(X?)+ XSCX?)+..+ APS 1(X7) 


et en désignant par Z une racine p-ième de Y dans un sur-corps K’ de Œ(Y), cette équation 
est associée au polynôme en Ÿ : 


k=p1 
ui LSoY) + &ŸZ:S,CY) + … + (@*Z)7 1.5, (Y)] 


2 0e à £ 
où @ = pis ce polynôme pouvant être calculé à l’aide du déterminant circulant (ef. 


exercice n° 10.15). 


8.3.3. Applications de la transformation des équations 


Nous verrons au 8.4 que la transformation des équations algébriques 
est un auxiliaire précieux dans la résolution des équations algébriques. Elle 
permet aussi de déterminer rapidement la valeur d'expressions rationnelles 
symétriques par rapport aux racines d’une équation algébrique, sans procéder 
à la réduction de la fraction rationnelle symétrique correspondante. Donnons 
quelques exemples. 


EXEMPLE 1. — Etant donnée l'équation algébrique : 
ap" +a,- x" +..+a0 = 0, a #0 et a £0, 


de racines (non nulles) «,, …, &,, oh se propose de calculer les sommes : 
1 
Ss_,= > ne pe N\{0}. 
151 of 


û 
Il s'agit des S, = Ÿ B?, où 8, …, B, sont les racines de l'équation aux inverses : 
isl 
ax" +a,x""t+..+a, = 0. 


Les $, sont fournis par les formules de Newton. 
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EXEMPLE 2. — Dans, l'équation x°+px+g = 0 admet les trois racines (a, b, c); déterminer 
a =(a-b)}-(b-e)?-(c—a)?. 
Dans le cas g = 0, l’une des racines est nulle et les deux autres sont x et —« avec 
&= -p;onar= —4p 
Supposons g # 0, l'équation n'admet pas la racine O. 
Gb) = (a+b)*—4ab = + # 


z 
donc (ab = EM 2 Et, 


€ 
— px + 3q 


Effectuons alors dans l'équation la transformation x +—— “ 


L'équation transformée est : 


3% Ÿ 3q 
cr) dede 
JTP v+P P Y+P q 

soit a+ p) + 3pq(y+p} + 27q° = 0. 

Le nombre complexe cherché est le produit des racines de cette équation. On a donc 
nr = —4p$-27q?. 

EXEMPLE 3. — (a, …., «,) érant dans € les (n—1) racines n-ièmes de l'unité distinctes de 1, 
1 1 l 
0 as 1-47 
(2. …, à,) sont les (n—1) racines de l'équation algébrique : 


déterminer le produit r = î 


x at txt] = 0. 
Effectuons dans cette équation algébrique la transformation x +—+ 
n'est 1). L'équation transformée est : 


yet Ly\e-2 : 
ONCE: 
y 2 y 


soit =D! + y D"7 + + pp) + y! = 0. 
D'où : n= L. 
ñ 


En fait ce résultat s’obtient en faisant x = 1 dans : x7!+...+x+1 = (a—a).… (x-—a,) 


(aucune racine 


8.3.4. Equation réciproque 


1° DÉFINITION — Soit P un polynôme de K[X], de degré # tel que nr > 1, 
n’admettant pas la racine 0. L’équation algébrique P(x) = 0 est dite réciproque 
1 
si et seulement si le polynôme © tel que Q (X) = X"P () est proportionnel 
au polynôme P. 


Remarquons que si « est racine d’une équation réciproque à l’ordre de 
ut a loss al É 3 ru 
multiplicité k, — est racine au même ordre de multiplicité. 


2° Condition nécessaire et suffisante pour que P(x) = 0 soit réciproque. 
Soit P = a,X"+a,_,X"71+...+a X+a0, avec a, # 0 et a, # 0. L’équa- 


tion aux inverses des racines est associée à Q tel que: 
Q = asX"+aiX" l+..+a,.,X+a, 
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e Pour que ces deux polynômes P et Q soient proportionnels il faut et il 
suffit qu’il existe p e K\{0} tel que pour tout 0 < £ < n on ait : 
dx  Pay-k. 

Les deux égalités a, — pa, et a, = pay impliquent p? = 1. Il y a donc 
deux types d'équations réciproques : 

— les équations réciproques de première espèce, telles que pour tout 
O<k<n,a,=4,,; 

— les équations réciproques de seconde espèce, telles que pour tout 
0<k<n,a,= —a,_;. 


e Si 1 (resp. —1) est racine de l'équation, on s’en débarrasse en divisant le 
polynôme concerné par (X— 1) (resp. (#+ 1)). Il reste une équation réciproque 
de la forme S(x) = 0, le polynôme S$, de degré m, vérifiant 


S(X) = pX"S (+) SD #0, S(-1) #0. 


On en déduit, en faisant successivement X = Let X = —1:9 = let(—1}"=1, 
ce qui montre que le polynôme S est de degré pair. Nous sommes ainsi 


ramenés à étudier les équations réciproques de la forme : 

Qan + Gama at tata xt + Han x + 2, = 0 
3° Etude d’une équation réciproque de la forme précédente. — Trans- 

formons une telle équation par F(X) = X + = ce qui est possible puisque 


x # 0. L'équation transformée est associée au résultant des deux polynômes 


de K(Y)[X] 
Gun X "++ ass Xl + a X'+ as Xl + Han 


et X?-YX+1 
Dans une extension de K(Y) le polynôme X?— Y X+ 1 admet deux racines 
a et B, telles que & +1 = $ + = Ÿ. Le résultant est alors le produit : 


Ge +tasiot +a a +a,s ie +. +a,) 
“(GanB "++ an4 1 PT + "+ as 8" ++ apr) 


Remarquons que ce résultant peut s'écrire après mise en facteur de («8)”, 
qui est égal à 1: 


[as ( +) He +4 (: ge i) + 2] ; 
x & 
: [ G +) ++ (e £ :) +a 
F B 
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= 
a 


On 2 : a + =2etat+l y 
œ 


D'autre part, pour tout peN\{0}, 


ag Lefort) (a+) fur à 1 
ati a? C3 al 


Late à Ho suis 
On en déduit par récurrence que : &? + == s'exprime sous la forme d’un poly- 
œ 


nôme de degré p en YŸ. On constate que ff? De s'exprime sous la forme du 


même polynôme. Ainsi le résultant est le carré d’un polynôme de degré n en F, 
que nous désignerons par A(Y). 


L'équation transformée est ainsi de la forme (4(y)}? = 0, où A(y) = 0 
est une équation algébrique de degré n. Si nous savons résoudre A(y) = 0, 
à toute racine y, de cette équation correspondent deux racines x, et x de 
l'équation réciproque, qui sont inverses l’une de l’autre et racines de : 


x?2—yox+1 = 0 
et on obtient ainsi toutes les racines de l’équation réciproque. 


En pratique on ne détaille jamais les calculs précédents et on forme direc- 
tement l'équation A(y) = 0 en regroupant après division par x" les termes 
équidistants des extrêmes : 


au (+ E)+ ra (ri) + a =0 
x x 


L. : : se À ? 
et en déterminant par récurrence les expressions de x? + ea fonction de y. 
X 
Ë 2x 
EXEMPLE 1. — Dans IR, étude de x°—1 = 0. Lignes trigonométriques de =: 
Il s’agit d’une équation réciproque de seconde espèce, Elle s'écrit : 
G—D Gt+x$+x2+x+ D = 0. 
L'équation x*+x°+x?4x4+1 = 0 n'admet ni la racine 1, ni la racine —1 ; elle est réci- 
proque de première espèce, de degré pair. Appliquons la méthode précédente, elle s’écrit : 


+hexslsi=0 
x x 


p=x+l, x+ =} -2 
x 
L’équation devient : y?+y-1=0, 
qui admet les deux racines réelles y, = ss 327 Le 
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On en déduit la factorisation du polynôme X°-—1 de R{X]: 
XS_1 = (XI) (X2-p A+) (Xp XI). 


En comparant à {a factorisation obtenue au 6.5.3, 3°, (exemples), et en utilisant l’unicité 
on constate : 


27 4 
£ cos 7 2 cos # = Ov 


Une considération de signes permet de préciser : 


2x _V5-1 47 __V5+1 
4 rs 


cos et cos — = 
5 5 


EXEMPLE 2. — Dans €, résoudre l'équation algébrique : 
x7—5x$+8x$—4xt 4x3 + 8x2 5x+1 = 0. 


Il s’agit d’une équation réciproque de première espèce. Elle admet la racine 1 (bien qu'elle 
ne soit pas de seconde espèce) ; elle peut donc s'écrire : 


(1) (xf—4x$+4xt—4x244; 1) = 0. 
L'équation algébrique : 
x$—4x5+4xt_4x2+4x 1 = 0 
est réciproque de seconde espèce, elle admet la racine 1 et elle s'écrit : 
Ge D Ge 3x +2 + x? 3541) = 0. 


La nouvelle équation est réciproque de première espèce de degré impair. Elle admet la 
racine — 1 soit : 

(x+ D (c*—4x%+5x?—4x+1) = 0. 

L'équation x*—4x?+5x?-4x+1 = 0 est réciproque, de première espèce de degré pair, 
n’admettant plus les racines 1 ou —1. Appliquons lui la méthode précédente ; elle peut 
s'écrire : 

1 


+h-4(s+i+s-o 
x x 


1 1 
avec p=x+- et x?+ = = y}-2 d'où : 
X x 
y?—4y+3 = 0. 
Cette équation admet pour racine 1 et 3, Il nous faut donc résoudre les deux équations 


du second degré : 
x?-x+1 =0 


x?-3x+1 = 0. 


La première admet pour racines —; et —j?, la seconde 


3=ÿ5 à 3+V5 
2 à À 


Ainsi l'équation donnée dans € admet 1 pour racine double, —1 pour racine simple ainsi 


VS 34/5 


2 


que 
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8.4. L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ SUR € ET R 


8.4.1. Résolution de x° +px + g = 0 sur € 


Nous avons vu comment, par translation, toute équation du troisième 
degré se ramène à la forme canonique x° + px+q = 0, que nous allons étudier, 
sur le corps € exclusivement. 


> : 2x 

Principe de la résolution. — Soient j = exp ( 7 et(xi,x2,x%3) € €? 
Alors (x;+jix,+j?x,)} ne prend que deux valeurs lorsque l’on effectue toutes 
les permutations du groupe symétrique @, sur les entiers {1, 2, 3}; ces deux 
valeurs sont a? et x}, avec @, = Xi+jx2+j?xs et à, = Xi +j x; +jxs. 

Calcul. — Prenons alors pour élément (x;, x, x3) de €* un système de 
racines complexes (distinctes ou confondues) de l’équation donnée. Un calcul 
assez facile donne : «a, = —3p et «+ai = —27q. 

Ainsi les deux nombres complexes «? et «2 sont les racines de l'équation : 

y?+27 gy-217p° = 0. 

Cette équation du second degré dans € admet les deux racines : 


n = T4 


2 +5 où à désigne une racine carrée arbitrai- 
= rement Choisie de 
27 33 
B= ras À = 4p°+27 q?. 


Choisissons arbitrairement une racine cubique y, de 0, et désignons par 42 
une racine cubique de 0, telle que y,u, soit égal à —3p( et non à —3jp ou 
à —3j?p); nous constatons que (x,, «) est ainsi l'un des six couples : 


Ge, m2); Ga ur): G t2)s C2 10)5 Ouai); O2, ji) 
et que (x, x2, X4) est la solution du système : 


Xi+Xitxs = 0 Vi = 1/3, +%2) 
xiti+fxs = soit x = 1/3 (ja +je) 
Aix + ÎXs = 0 3 = 1/3 jei +j02) 


Remplacer (x,, x, x;) par un autre système de solutions de l’équation pro- 
posée équivaut à remplacer («,,x,) par l’un des couples trouvés ci-dessus. 
Les systèmes de solutions se déduisent donc par les permutations de 6; du 
triplet : 


Q3-Gu+p), 13° +ju2), 13° Gus +p2)). 
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8.4.2. Cas de l’équation à coefficients réels 


En reprenant le calcul sur € nous avons alors la discussion : 


1 cas : À = 4p*+27q? > 0. Les deux racines 0, et 0, sont réelles ; 
adoptons 


F 27a+3V/3V/4r +274? 
COLE 2 
o, = —27a-3V3V/4p° +279? 
À 

2 


Nous pouvons adopter pour y, et u les racines cubiques réelles de 6, 
et 0, (ce qui assurey up} =- 3p), soit 


, _ 
j V —27q+34/3/4p° +274? : V 279-334 4p +27q° 
1 2 , 2 2 


: 1 
Il y a une, et une seule racine réelle 3 (1 +2). 


2° cas : À = 4p?+27q? = 0. Dans ce cas et dans ce cas seulement 
l’équation du 3° degré (sur n’importe quel corps commutatif) admet une racine 
; : 3q . À 
multiple (8.2.4, 3°) et cette racine multiple est — si p #0,0sip = 0. 
La troisième racine de cette équation du 3° degré est réelle : si p # 0 c'est 4. 
si p = 0, c’est 0 qui est alors racine triple. P 


3° cas : À = 4p*+27q? < 0. Ici 0, et 8, sont deux racines complexes 
non réelles et imaginaires conjuguées. Etant conjuguées, nous pouvons en 
choisir des racines cubiques y, et u, conjuguées (ce qui assure 41 2 = — 3p}et nous 
voyons, en reprenant les formules obtenues à la fin du 8.4.7, que les trois racines sont 
alors réelles ; elles peuvent être déterminées grâce aux formules précédentes. 


8.4.3. Application. Trisection de l’angle 


Le problème de la trisection de l'angle est le suivant : connaissant a = cos 3a, quelle 
est la valeur de cos « ?, 


Il s'agit donc de la résolution de l'équation du troisième degré : 
4 cos a—3 cos a—a = 0. 
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Cette équation 4x*—3x—4 = 0 a trois racines réelles car À = Fin) < 0, (les cas 
a= let a = —1 étant sans intérêt), ct ces trois racines peuvent être calculées à l’aide de la 


méthode précédente. 


Inversement nous pouvons aussi résoudre trigonométriquement une équation du 3° degré 
sous forme canonique x°+px+gq = 0 dans le cas où elle a trois racines réelles. Nécessairement 


{ 
p est alors strictement négatif ce qui permet de poser à = Ÿ - # et d'effectuer dans l’équation 
la transformation F(X) = X/a. L'équation transformée est : 
ap —3y— Er 
% 
» - 3 
à 3q 3q : 
Îl est possible de poser ———— = cos y car ——=—=| < 1 ce qui ramène à 
l'équation : p 4713 CNET 


cos 3 à = COS p. 


Cette méthode se prête bien à un calcul de valeurs approchées des racines de l'équation 
canonique du troisième degré dans le cas À < ©. 


EXERCICES 


8.01. — Soit P(x) — 0 l'équation algébrique sur € dans laquelle : 


1 n+2 


P(x) = nxt— xt Lx x 1 @ > 0). 


1) Montrer en étudiant (1— X):P que toutes les racines de cette équation algé- 
brique sont simples. 
2) Montrer que toutes ces racines, sauf 1, ont un module strictement inférieur 


à 1. 
8.02. — Déterminer les racines de l'équation algébrique : 


LA x(x-—1) 


+200 4. 4 (y DD | 


FA 0. 


8.03. — Soit a,x"+a,_;x"7l+..+a = 0 une équation algébrique où les 
coefficients appartiennent à Z. Montrer que toute solution rationnelle r de représentant 


irréductible : est telle que p divise a, et g divise a. En déduire que les seules racines 
rationnelles d’un polynôme unitaire de Z[X] sont des entiers rationnels. 
Résoudre :  12x*—5x?+x2—11x+6 = 0. 
* 8.04. — Etudier les racines réelles de l'équation algébrique : 
2 n 


x x 
1+x tte +255 ds 
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8.05. — Soit P un polynôme de IR[X] ayant toutes ses racines réelles et simples. 
Soit a un réel non nul. Etudier l'équation algébrique : 
P'()+a? = 0. 
8.06. — Soient S et T deux polynômes de R[X] ayant toutes leurs racines réelles, 
et « un réel positif. Montrer que le polynôme : 


S'T+asST' 
a toutes ses racines réelles. 


8.07. — Dans € l'équation x?+px+gq = 0, avec g # 0, admet trois racines 
a, b, c. 

ë : a bc) 

1° Quel est le nombre de valeurs prises par la somme Cr ? 


2° Former l'équation algébrique admettant ces valeurs pour racines. 


8.08. — Soit le polynôme X*+pX+4, (4 # 0), de C[XI de racines a, b, c. 


a?+b? b+c  c24a? 
& a? b? 


Calculer : 


8.09. — Soit le polynôme X°+pX?+qY*+r, de racines x,, x, x. Calculer : 


x,+1l 
Gide 


8.10. — Calculer: sin 2. sin 27... sin (DT 
Li h ñn 


227% 2-Dz 
n 


2744... +t 
+ ntott 


8: 


4 2x G-3)7 
t&a w(e+°) re(e+ 2) (a+ tr), 


8.11. — Déterminer le polynôme P(X) = aX°*+bX?+cX et la constante m de 
façon que P(mX+1) = P(X). 


tg 


8.12. — Résoudre le système : 


x+y=atb,  xt+pt = at+bt, 


8.13. — Soient a, B, y les racines de X*+pX+9, (g # 0), polynôme de C{X]. 


Former l’équation de racines 8 Là a La fe £. 
va By 
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8.14. — Ecrire les conditions pour que les racines de z? + (a+ib}z + c + id = 0 
aient même argument (a, b, ce, d sont réels). 


2 


8.15. — Soient a, b, c les racines de x°—3x+1 = 0 et f(G) = EEE 
(z°+D (2+1) 


Calculer S = f{a) + f{b) + f(c). 


8.16. — Soit P un polynôme de degré 3 à coefficients complexes, a, b et c ses racines, 
u et v les racines de sa dérivée P’. 
gg 
a—u b-u c—u 
de x et » sont à l’intérieur du triangle ABC formé par les images de a, b, c. 


Montrer que = 0. En déduire que les images U et V 


8.17. — On considère l'équation z?+az?+3z+a=0 (a > 0). Montrer que les 
images des racines sont dans le demi-plan {x+iy € € | x < 0}. 

Toujours avec a > 0, pour quelles valeurs de X en est-il de même de 
2°+az?+kz+a = 07 


8.18. — Montrer : 


Zi 


VEGpznmade© DH 20 + S :=0 
Z2— 23 (2:—23) 


La réciproque est-elle vraie ? 


8.19. — Soit l'équation x*—28x2?4+1 — 0, de racines &,, a», «3, «4, (K = C). 


Calculer les sommes: S,=af+...+ar,peZ. 


8.20. — Condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier les coefficients 
pet q de z°+pz+q = 0 pour que les images des trois racines dans le plan complexe 
forment un triangle rectangle isocèle. Résoudre : 24 1242 40(1—i) = O. 


8.21. — Soit l'équation z°+pz+q = 0 avec p et g réels. Trouver une condition 
nécessaire et suffisante pour que cette équation ait une racine de module 1. 
8.22. — Calculer le nombre complexe À de telle sorte que l’équation : 
29-2214 4:43 = 0 


ait deux racines dont le produit soit 1. Résoudre alors l’équation. 


P—ix?-q =0 3-1=0 
8.23. — Eliminer x entre CEE ou { 


x—1x—3 =0 x}+px+g = 0. 


8.24. — Déterminer a, b, c de telle sorte que (a, b, c) soit un système de racines 
de l’équation : 
A+ax?+bx+c=0,  (K=C). 
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8.25. — Soit P= X*+aX°+bX2+cYX+d un polynôme de C[X] Montrer 
l’équivalence des trois propriétés : 


i} les racines de P forment un parallélogramme. 
ii) Il existe un nombre complexe # tel que le polynôme P(X+h) soit bicarré. 


ii) P’ ct P” ont une racine commune. 


8.26. — Résoudre dans Œ* les systèmes : 


(xpytz = 0 ja ++r = à {x x?+y +2 =2 
x?+y?+22 = 14 p—2)? + (2x)? + (xp) = 20) x°+ y + = 2 
x+p+z = 18 | x+y+z=a x +yf+zt = 2 


8.27. — Soit P = XŸ+pX+q, de racines o, B, y. Former le polynôme ayant 
pour racines B?+ 72, y?+a?, &2+p2. 


8.28. — Résoudre le système : x? = y, y? =, 22 = x. 


8.29. — Déterminer toutes les équations algébriques de degré 3 sur C invariantes 


4 1 
par la transformation x + x — z. 


8.30. — Soit l’équation algébrique sur € : 
x*—6x2+1+A(x—2x) = 0. 
Transformer cette équation algébrique par x ++ x — L Montrer que si a est 


une racine de cette équation algébrique, les 3 autres racines s’expriment en fonction de à. 


5 
8.31. — Transformer l'équation algébrique sur € : xŸ-+ x— 1 = O par x + 


b x?-1 
et prennent la même 
x°—1 cx+d 


On cherchera quatre complexes a, b, c, d tels que 
valeur pour les trois racines de x?+x—1 = 0. 


8.32. — Transformer l'équation algébrique sur Œ': x*+x*—4x?-4x+1 = 0 
par x + 2—x?, 


8.33. — Sur € l'équation x*+ V3x+1 = Ô a quatre racines «,, «>, «3, «4. On 
pose : Pa = Gititasts, Ps = Gits tan, Pa = dite +ains 
Former une équation du troisième degré dont les racines sont f;, Pa, Ba. 
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ALGÈBRE LINÉAIRE 


Dans l'ensemble de ce chapitre K désigne un corps 
commutatif, dont les éléments, appelés scalaires sont 
représentés par des lettres de l'alphabet grec ; nous 
considérons des K-espaces vectoriels, dont les éléments, 
appelés vecteurs sont représentés par des lettres mi- 
nuscules de l'alphabet français. Des lettres en caractères 
gras seront utilisées systématiquement pour les familles 
(de scalaires ou de vecteurs). À partir du 9.4, nous 
en emploierons aussi pour les vecteurs. 


En fait, le sous-chapitre 9.1, est une suite naturelle 
du chapitre 4 (Modules et espaces vectoriels) ; nous 
n'y utiliserons que des propriétés communes aux 
espaces vectoriels et aux modules, si bien que tous les 
résultats obtenus en 9.1 restent valables si on remplace 


— le corps K par un anneau commutatif À, 


— les K-espaces vectoriels par des À-modules. 


9.1. INDÉPENDANCE LINÉAIRE. BASES 


9.1.1. Applications linéaires, bilinéaires 


1° Applications linéaires. — Elles ont été définies et étudiées au 
n° 4.1.3, auquel il est vivement conseillé au lecteur de se référer. 


2° Applications bilinéaires. — DÉFINITION. — Soient E, F, G trois 
K-espaces vectoriels et @ une application de Ex F dans G. On dit que @ est 
bilinéaire si et seulement si 
Vyel QgC,»n:x— p(x, y) vérifie @ (:,y) € L(E, G) 
et VreL Q(x):71r— (x, y) vérifie o (x) € C(F, G). 
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ExEMPLe. — L'application (x, y} + xy de K°? dans K, et plus généralement tous les 
« produits » que le lecteur a déjà rencontrés (produit scalaire ou produit vectoriel en géométrie, …) 
sont des applications bilinéaires. 


REMARQUE. — Il ne faut pas confondre application bilinéaire de Ex F dans G et application 
linéaire de l’espace produit EX F dans G. 

L'espace vectoriel £,(E, F; G). — L'ensemble des applications bilinéaires 
de Ex F dans G est noté £,(E, F; G). On vérifie qu’il s’agit d’un K-espace 
vectoriel (soit directement, soit au titre de sous-espace de l’espace vectoriel 
produit GE"), 


PROPOSITION Ï. — Soit p une application bilinéaire de ExF dans G. 
L’application y -— @(., y), [resp. x + œ({x, -)] est une application linéaire 


de F dans L(E, G), (resp. de E dans C(F, G)] ; elle est dite application linéaire 
associée à droite (resp. à gauche) à. 


I! s'agit de montrer que, pour tous (y,, y,)eF°,yeFetaek, on a: 
EC pityn = 60, yD+p(, pr) et o(. ay) = ap(., y), 
ce qui s'écrit : 
VXEE px pit} = @(x y1)+op(x p) 
et VxeE (x, ay) = ap(x, y). 


Ce sont des conséquences immédiates de la définition de . O 


Inversement, soit d une application linéaire, notée y+—d,, de F dans 
£(E, G). Alors (x, y} d, (x) est une application bilinéaire o de Ex F dans 
G. On en déduit l'existence d’une bijection de £,(E, F; G) sur £(F, Ê(E, G)) 
et,.de la même façon celle d’une bijection de £,(E, F;G) sur Ê(E, £(F, G)). 
On vérifie qu'il s’agit d’isomorphismes d'espaces vectoriels. 


PROPOSITION IL. — L'application (4, v) + u Oo » de £(F, G)Xx£(E, F) 
dans Ê(E, G) est bilinéaire. 

Vérification immédiate à partir des définitions. O 

3° Application : algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel. 


THÉORÈME. — L’ensemble £(E) des endomorphismes d’un espace vectoriel 
est une algèbre, non commutative en général. 


Nous savons depuis le 4.2.2, 2° que le triplet (£(E), +, :) est un espace 
vectoriel (sous-espace de E). Adjoignons lui la loi ©, considérée comme loi 
interne sur £(E). Cette loi est associative. D'autre part la bilinéarité de 
(@,v)k—+ u 0 v fournit sa distributivité par rapport à l'addition, et la 
propriété complémentaire des algèbres : 


(ou) © v = au © v) = u 0 (av). 


Enfin la loi © admet l’étément-neutre Id,. D'où les structures d’anneau de 
(C(E), +, 0) et de K-algèbre de (£(E), +, ©, +). O 
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Groupe linéaire. — Nous avons vu (1.5.2, 3°) que les éléments de EF 
symétrisables pour la loi © sont les bijections. Il en résulte que les éléments 
inversibles de l'anneau £(E) sont les automorphismes de Æ, ce qui justifie : 


DÉFINITION. — On appelle groupe linéaire de l’espace vectoriel E, et on 
note GL(E), le groupe multiplicatif des éléments inversibles de l’anneau £(E) ; 
on l’appelle aussi groupe des automorphismes de E. 


On notera que GL(E) est un sous-groupe du groupe symétrique de E. 


9.1.2. Familles génératrices ; familles libres ; bases 


1° Rappel. — On appelle famille presque nulle d'éléments de K toute 
famille (x;);., dont le support J = {ie | 4; # 0} est fini. 

L'ensemble de ces familles, qui se note K(, est un sous-espace vectoriel 
de l’espace produit K!, dans lequel les lois de structure s’écrivent : 


Gi er +(Biier = (aitBdiern A(tdier = (Atiier 


2° Application linéaire attachée à une famille de vecteurs. — Soient E 
un K-espace vectoriel, et x = (x;),., une famille de vecteurs de E. Nous 
disposons ainsi de l’ensemble Z, de l'espace vectoriel K®? et, par suite, de 
l'application @ : K® + E qui, à l'élément & = (x;);.1 de K® associe la 
combinaison linéaire Ÿ a,x; de la famille x, qui est un vecteur de E (4.1.7, 3°). 

ie 
La linéarité de @ se vérifie aisément. On dit que @ est l'application linéaire 
attachée à la famille x. 


On rappelle que le sous-espace vectoriel de Æ engendré par la famille x, 
noté Vect (x) et initialement défini comme le plus petit sous-espace de E 
contenant l’image de la famille x, est l’ensemble des combinaisons linéaires 


de x ; il en résulte que Vect (x) est l’image de l'application @. Nous pouvons 
ainsi poser : 


3° DÉFINITION. — On appelle famille génératrice (resp. famille libre ; 
resp. base) toute famille de vecteurs d’un espace vectoriel telle que l’application 
linéaire qui lui est attachée soit surjective (resp. injective ; resp. bijective). Une 
famille qui n’est pas libre est dite famille liée. 
En d’autres termes, la notation étant celle qui a été introduite ci-dessus : 
— x est une famille génératrice si, et seulement si Vect (x) = E, ce qui 
s'écrit : 
VxeE JaeK®  x=Yux @) 


ier 


{on retrouve la définition d'une famille génératrice donnée au 4.3.1.). 
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— x est une famille libre si, et seulement si Ker g = {0}, ce qui s'écrit : 
Vaekt? (2 x = 0) — (Viel & =0) 2) 
ier 
(on dit aussi dans ce cas que les vecteurs de la famille sont linéairement indé- 
pendants). 
— xest une base si, et seulement si la famille x est à la fois libre et généra- 
trice, ce qui s’écrit : 
VxeE Jlaek®  x= Yux, G) 
rel 
(on dit dans ce cas que «; est la composante, où coordonnée, d’indice i de x, 
dans la base x). 


Retenons que si le K-espace vectoriel E admet une base indexée par I, 
alors E est isomorphe à K(. 


4° Premières propriétés des familles libres et des familles génératrices. — 
Une simple application des définitions fournit la plupart des résultats suivants : 


a) Toute sous-famille d'une famille libre est libre ; 
b) Toute sur-famille d'une famille liée est liée ; 
c) Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice ; 


d) Soient E' un sous-espace vectoriel de E, et x une famille de vecteurs 
de E'. Par abus de langage, nous désignerons encore par x la famille de vecteurs de 
E qui s’en déduit en composant par l’injection canonique de E' dans E. Alors x 
est libre dans E si, et seulement si x est libre dans E'; d'autre part six engendre E, 
alors x engendre E' et E = E', mais la réciproque est fausse; 


€) Toute famille (x;); 1 dont l’un des vecteurs est combinaison linéaire 
des autres est liée. En particulier, toute famille admettant O pour élément est liée. 


On remarquera pour cela que six, = Y 8x, alors la famille non nulle 
TERk 


définie par &, = —1 et à, = B, si i # k, appartient au noyau de @. Le cas 
particulier correspond à x, = 0, et B, = 0, pour tout ie(/\{k}). 

Sous une réserve importante, nous établirons une réciproque de cette 
propriété au 9.2.1. 


f) Pour toute famille libre x = (x;);.r et en particulier pour toute base, 
l'application ir— x; de I dans E est injective. 

Si l’on convient d'appeler famille finie de cardinal n toute famille indexée 
par un ensemble équipotent à N,, on constate que, si une telle famille est libre, 
alors son image est une partie de cardinal # de E. 


REMARQUE, — La famille vide, (x;):.,, d'éléments du K-espace vectoriel E vérifie (2); 
c’est donc une famille libre de cardinal nul. 


Sa seule combinaison linéaire étant O, (4.1.2, 3°), cette famille est génératrice — et, par 
suite, base — si, et seulement si E est réduit à {0}. 
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S° Parties génératrices, parties libres. — Soit E un espace vectoriel. 
Les parties génératrices ont été définies au 4.3.7, et la liaison a été faite 
avec les familles génératrices. On notera que le sous-espace engendré par une 
famille x ne dépend que de l’ensemble X des éléments de x ; il est indépendant 
de l’indexation : si un vecteur figure plusieurs fois dans la famille on peut ne 
le conserver qu'une fois ; si le vecteur nul figure dans la famille on peut le 
supprimer ; cela n’altère pas Vect (x). 

En revanche les mêmes opérations sur un système lié pourraient conduire 
à un système libre. On pose : 


DÉFINITION. — On appelle partie libre (resp. base) d’un espace vectoriel £ 
toute partie X de E telle que la famille de vecteurs de Æ définie par l’injection 
canonique de X dans E soit une famille libre (resp. une base) de E. 


Nous nous servirons le moins possible de cette notion. 


6° Image d’une famille par une application linéaire, — Soient Eet F 
deux K-espaces vectoriels, et # une application linéaire de E dans F. A toute 
famille x = (x;);., de vecteurs de Æ, on associe la famille (u(x;)};, . de 
vecteurs de F, que l’on note (x) et que l’on appelle image de x par u. 

Pour tout élément (x), .; de K , on a : 


(C27 — Z x — Z œu(x;) 


ier tel 


On en déduit que, l’application linéaire attachée à x étant notée ®, l’ap- 
plication linéaire attachée à #(x) est W = 4 © @. 


La composée de deux applications surjectives (resp. injectives ; resp. 
bijectives) étant une application surjective (resp. injective ; resp. bijective), 
on a les propriétés suivantes : 


a) L'image par une surjection linéaire d'une famille génératrice est une 
famille génératrice ; 


b) L'image par une injection linéaire d'une famille libre est une famille 
libre ; 


c) L’image par un isomorphisme d’une base est une base. 

Comme cas particulier de a), on a : 

d) L'image par une application linéaire quelconque u d’une famille généra- 
trice est une famille génératrice de 1m u. 

On sait d’autre part que # © @ ne peut être injective que si @ est injective. 
D'où : 

€) L'image d'une famille liée par une application linéaire quelconque est 
une famille liée. 

Signalons enfin le théorème, utile dans la pratique : 
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f) Si x est une famille libre, u(x) est libre si, et seulement si : 
Vect (x) n Ker u = {0}. 


Soient V = Vect (x), et » la restriction de # à V, qui a pour noyau F n Ker w. 
A l'injection linéaire @ : K(° —> E attachée à la famille libre x, dont l’image 
est Ÿ, associons l’application 8 : K(° —> F qui coïncide avec @ sur K(), 8 est 
un isomorphisme. On constate que l'application linéaire attachée à la famille 
u(x) peut s’écrire # = v © 8 ; elle est injective si, et seulement si v est injective, 
ce qui se traduit par Kerr = {0}. Q 


(A titre d'exercice, le lecteur retrouvera ces résultats sans utiliser @.) 


7° Détermination d’une application linéaire. — THÉORÈME. — Soient 
E et F deux K-espaces vectoriels, e = (e,), . ; une base de E, f = (f),.; une 
famille de vecteurs de F, indexée par le même ensemble 7 que e. Alors il existe 
une, et une seule application linéaire u € £(E, F) qui donne de e l’image f, ce qui 
signifie : 
Viel u(e = fi 


Cette application est surjective (resp. injective ; resp. bijective) si et seule- 
ment si f est une famille génératrice (resp. une famille libre ; resp. une base) 
de F. 

Il s’agit de rétablir la situation du début du 6° à partir de x, qui est la base e, 
et de u(x)}, qui est la famille f, l’inconnue étant u. Ici @ et ÿ; sont connues ; de 
ÿ = u O y, compte-tenu de ce que y est ici une bijection, on déduit que la 
seule solution possible est # 0 @"! ; inversement, il est manifeste que cette 
application convient. 

La fin de la proposition tient à ce que, @7 * étant bijectif, # © @” ! est une 
application de l’un des types surjectif, injectif ou bijectif si, et seulement si 
# est une application du même type. 


Autre démonstration. — Tout vecteur de E s’écrivant, de manière unique, x = Ÿ we, 
ier 


une solution éventuelle ne peut être que l'application de E dans F définie par : 
Due ++ L'auf. 
ief iel 


On vérifie aisément que cette application est linéaire et qu’elle répond à la question. La 
fin de la démonstration est laissée au lecteur. 


Application. — Si E admet la base (e;), . ;, alors l’espace vectoriel C(E, F) 
est isomorphe à F'. En effet, d’après le théorème précédent l’application 
ut (u(e;));., est une bijection de £(E, F) dans F' ; on en vérifie aisément 
la linéarité. 

En particulier si (e,); . ; est une base de E, alors l’espace vectoriel £(E, K), 
qui est dit espace dual de E, est isomorphe à K'. Notons que si Z est 
fini, K! = K ; comme (d’après le 4°) E est isomorphe à K(), un espace vec- 
toriel admettant une base finie et son dual sont isomorphes. 
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8° Bases canoniques. — Soit 1 un ensemble quelconque. Dans l’espace 
vectoriel K(, on définit une famille d'éléments & = (£;);.,, en posant : 


ex = (hi e rs Où 83, désigne 0 si i £ ket lsii=Kk 


(symboles de KRONECKER). 
On constate : 


Va= (ohere K° a= La 
fei 
Par ailleurs Ÿ «8, n’est l'élément nul de K(° que si: Vie a; =0. 
iel 
La famille # est ainsi libre et génératrice ; il s’agit donc d'une base de 
l’espace vectoriel K? ; on dit que & est la base canonique de K(. 


CAS PARTICULIERS. — a) Pour 1=N,=f{l,..,n}, KO s'écrit K'. 
Nous disposons donc de la base canonique & = (£;)1 < ; < , où €, est l'élément 


de K" dont toutes les composantes sont nulles sauf la‘i-ième, qui est 1. 
b) L’espace vectoriel K[X] des polynômes à une indéterminée sur K n'est 
autre que K!Ÿ ; nous disposons donc de la base canonique (X), . w. 


ec) L'espace vectoriel K[X,, … X,] est K°? Nous disposons donc de 
la base canonique (XX). sen 


9° Base adaptée à une décomposition en somme directe. — THÉORÈME 
DIRECT. — Soient E un espace vectoriel, e = (e;); .; une base de E, et 
(hi < x < , une partition de Z. On désigne par £, le sous-espace vectoriel engendré 
par e, = (e);e 1. Alors E est somme directe des E,. 


— Soit x un vecteur de £. On dispose de l’écriture : 


; 
x = Yae, dont on déduit l'écriture: x = Y { Y me) : 
er Es 


Cette dernière est de la forme : 


x= Y x, avec x,eE, pour tout keN,. 
k=1 


E est ainsi la somme des E,. 
n 
— Pour montrer que cette somme est directe, étudions l'égalité 3 x, = 0 


avec x, e E, pour tout ke N,. On peut écrire : EF 
Û 
= D Be; doù: 0= Lx = } Bi 
ielk k=1 ie 


Comme e est libre, tous les B; sont nuls. On en déduit : x, = 0 pour tout 
keN,. CO 
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THÉORÈME RÉCIPROQIE. — Soit E un espace vectoriel, somme directe d’une 
famille de sous-espaces (E,), < ; < ,. On suppose qu’on connaît dans chaque E, 
une base e,, alors la « réunion » des e, est une base de E. 

— Chaque base e, est une famille indexée par un ensemble /,. Quitte 
à remplacer Z, par un ensemble équipotent, on peut supposer les Z, deux à 
deux disjoints. On peut alors noter e, = (e;);.,, et convenir que l’on appellera 


réunion des bases e, la famille e = (e;),., avec1 = |) LH. 


k=1 
On a alors immédiatement, pour tout x e E : 
# ge 
x= Ÿ x, avec x,eEÆ, pour tout keN,. 
k=I1 
On peut écrire x, = Ÿ ae. On en déduit x = ÿ œe. 
ielx ier 


Ainsi e est génératrice. 


Enfin si Ÿ oe, = 0, en posant x, = Ÿ œe; on obtient 
er ielx k 
x € E,, pour tout kEN,. 
Comme la somme des E, est directe, on en déduit : x, = 0, pour tout 
kEeN,. 


Ainsi 9; est nul, pour tout i appartenant à un Z,, et donc pour tout fe 1. 
La famille e est libre. mi 


As 


x, = 0 avec 


9.2. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE 


Dorénavant, nous travaillons sur des espaces 
vectoriels, à l'exclusion des modules. 


Il interviendra souvent des familles finies ; ces= 
familles seront abréviativement appelées « systèmes » ; 
elles seront en général indexées au moyen de l'ensemble 
N,=f{l,n} No désignant ©. 

Rappelons qu'un tel système, (x;);,.n 4 pu être 
identifié (1.2.4) au n-uple (x,, .…., x,). 


9.2.1. Compléments sur l’indépendance linéaire 


{° PROPOSITION. — Dans un espace vectoriel, une famille composée d’un 
vecteur unique est libre si, et seulement si ce vecteur n’est pas nul, 


On a vu qu'une famille dont un vecteur est 0 est liée. 
D'autre part dans un K-espace vectoriel E (mais non dans un module) : 


V(GxHekKXxE (ax =0 A x £0) — (x = 0). O 
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LEMME. — Dans un espace vectoriel, une famille est liée si, et seulement 
s’il existe un vecteur de la famille qui soit une combinaison linéaire des autres. 


— Soit (x;);.7 une famille liée de vecteurs du K-espace vectoriel E : 


il existe une famille non nulle (&;),. , de scalaires de K telle que Ÿ ax, = 0. 
iel 

Soit «, l’un de ceux de ces scalaires qui ne sont pas nuls. On constate, en 

utilisant le fait que tout élément non nul d’un corps est inversible : 


x À Pix, avec BP, = —u(a)"!. 
ik 
— L'autre partie de la proposition (valable dans un module) a déjà été 
démontrée. Lis) 


2° THÉORÈME. — Soit e = (e;), - ; une famille de vecteurs d’un K-espace 
vectoriel E. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes : 


(@) e est une base ; 
Gi) e est une famille génératrice minimale, ce qui signifie qu’aucune sous- 
famille propre de e n’est génératrice ; 
(i) e une famille libre maximale, ce qui signifie qu'aucune sur-famille 
propre de e n’est libre, 
— Prouvons d’abord : (i) <> (ü). 


e (i) -=- (ii). Par hypothèse e est une base et donc une famille généra- 
trice. S’il existait une sous-famille propre de e, 


e = (e),.,. ave Je leJzl 


qui soit génératrice, o1 pourrait trouver k e I\J ; e, serait une combinaison 
linéaire des vecteurs de e’, et donc une combinaison linéaire des vecteurs de e 
autres que €,. D’après le lemme, e serait une famille liée, en contradiction avec 
Fhypothèse selon laquelle e est une base. CO 


e (ä) — (#). Par hypothèse e est une famille génératrice minimale. 
Si cette famille était liée, d’après le lemme il existerait k € Z tel que e, soit 
combinaison linéaire de la famille (ei); « ruu qui serait génératrice, en contra- 
diction avec l'hypothèse. La famille e est donc à la fois génératrice et libre. [ 


— Prouvons maintenant : (i) <= (ii) 
e (i) == (ii). Par hypothèse, e est une base, et donc une famille libre. 
Considérons une sur-famille propre de e, 


e = (eh. ave lecJetlzds 


Il existe & € J\I. Exprimons e, dans la base e, soit : e, = Ÿ ae, Il existe 

ier 
donc e,, de la famille e’, qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de la 
famille e'. D’après le lemme, e’ est une famille liée. DO 
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e (ii) —+ (). Par hypothèse e est une famille libre maximale. Si cette 
famille n'était pas génératrice, il existerdit x e E\Vect (e). Le sous-espace 
Kx @ Vect (e) de E admettrait pour base la sur-famille propre de e obtenue 
par addition de (x) : celle-ci serait un système libre, en contradiction avec 
l'hypothèse. La famille e est donc à la fois libre et génératrice. 


3° THÉORÈME. — Soit e une famille finie, de cardinal #, d’éléments d’un 
K-espace vectoriel ÆE. Alors toute famille de cardinal 7+1, dont les éléments 
sont des combinaisons linéaires de e, est liée. 

Soit 4, la proposition à démontrer. Raisonnons par récurrence. 

— À, est vraie. En effet — par convention — la seule combinaison 
linéaire de la famille d'éléments de £ indexée par @ est 0 ; or la famille cons- 
tituée par le vecteur 0 est liée. 


— Etant donné m > ], supposons que Æ#,_, a été prouvée. Soient 


m 
e=(eicigm € a = (ai<;<m+ avec a; = D aies 
i=i 


e Si tous les à, ; sont nuls, e,, ne figure dans aucun des a;. D’après 
#,- 1, la famille (a;), < ; < \ est liée, et aussi la famille a. 


e Dans le cas contraire, l’ordre des vecteurs de a étant indifférent, on peut 
supposer &», m+1 Æ 0. 


Pour j eN,, le vecteur a; = Re Am+1 est combinaison linéaire 
Lens in+ 1 
de (e,, …, e,-,). D'après #,,_,, la famille (aÿhi< ;< A est liée : il existe des 
scalaires B;, | & j < m, non tous nuls tels, que 
m m 
a Bj;a; = 0, relation de ja forme 2 Bja;+yans1 = 0 


qui montre que la famille «& est liée (sans qu’il soit nécessaire d'expliciter y). 
COROLLAIRE. — Si un espace vectoriel Æ admet une famille génératrice 
finie, de cardinal #, toutes les familles libres de £ (et, en particulier, toutes les 
bases) sont finies, et de cardinal au plus égal à #. 
En effet s’il existait une famille libre infinie ou finie et de cardinal au moins égal 
à n+1, on pourrait en extraire une sous-famille libre de cardinal n+1. ] 


9.2.2. Le théorème de la dimension 


1° DÉFINITION. — On appelle espace vectoriel de dimension finie tout 
espace vectoriel admettant au moins une famille génératrice finie. 

Un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension 
infinie. 

REMARQUES. — a) Dans un espace vectoriel quelconque, tout sous-espace engendré par une 
famille finie est ainsi un espace vectoriel de dimension finie. 

b} Toute famille génératrice d’un espace vectoriel de dimension finie admet une sous-famille 
génératrice finie. 


Démonstration laissée au lecteur. 
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2° Existence de bases dans un espace vectoriel de dimension finie. — 
De la définition précédente et du corollaire du 9.2.1, 3°, il résulte que si un 
espace vectoriel de dimension finie admet des bases, celles-ci sont finies. Inver- 
sement : 

THÉORÈME DE LA BASE INCOMPLÈTE. — Soient E un K-espace vectoriel 
de dimension finie, (e,); . ; une famille génératrice quelconque, et J © ] tel que 
(e:); . soit une famille libre. Ators il existe un ensemble L vérifiant / & L € 1, 
tel que (e;);., soit une base de E. 

Considérons XX = {HJ < H cIet(e;);.n est libre} 


d n’est pas vide car il contient J. Le cardinal de tout He X est un entier 
majoré par le cardinal de l’une quelconque des familles génératrices finies de E 
(corollaire du 9.2.1, 3°). Il y a donc dans 3€ au moins un élément de cardinal 
maximum ; soit Z un tel élément, Par hypothèse(e,);, , est une famille libre, 
Montrons qu'il s'agit d’une famille génératrice, et donc d'une base. Soit 
F= Vect((e);.,). Supposons F Z E. Il existe au moins un vecteur e, 
de la famille (e;); . ,;, n'appartenant pas à F (sinon (e;);. ; serait un système 
générateur de F, en contradiction avec F # E). On peut alors affirmer que 
F+Ke; est une somme directe, que (e;);.,4,., en est une base, et donc que 
LLj} est un élément de X. Comme j # L, cette dernière assertion est en 
contradiction avec le caractère d'élément de JC de cardinal maximum 
que possède L. On a donc F=E. 
COROLLAIRE IL. — Tout espace vectoriel de dimension finie a une base finie. 


Plus précisément, de route famille génératrice, on peut extraire une base. 
Il suffit d’écrire la famille sous la forme (e;); < 1 et d'appliquer le théorème précédent 
avec J = Q, ce qui garantit que (ei): e s est libre. 

COROLLAIRE li. — Soient £ un espace vectoriel de dimension finie, / un 
système libre et g une famille génératrice. Alors on peut « compléter > Zen une 
base, en utilisant exclusivement des éléments de g. 


Soit g” une sous-famille génératrice finie de g (cf. 1°). 
Notons que L est nécessairement fini, et, d’ailleurs, de cardinal au plus 
égal à celui de g’(corollaire du 9.2.7, 3°). Posons : 
U= (then, et 9'= (jen. 


Pour tout j € N,, désignons le vecteur g; par e,, ;. Nous disposons ainsi 
du nouveau système : 


” 
g"= Ghienrim 

qui, comme son sous-système g4 est générateur. Nous sommes dans la situation 

du théorème précédent, avec J = IN, et 1=IN,;» EE] 


C'est de cette propriété que provient le nom de théorème de la base 
incomplète. 

3° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Dans un K-espace vectoriel E de dimen- 
sion finie it existe des bases ; elles sont toutes finies et ont un cardinal commun, 
qui est dit dimension de l’espace vectoriel et noté dim E (ou, en cas d’ambiguité 
dimx E). 
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Nous avons déjà vu qu’il existe des bases et qu'elles sont finies. Soient 
e et f deux de ces bases. En considérant e comme un système générateur et f 
comme un système libre : Card (f) < Card (e). En renversant les rôles 
Card (e) < Card f. Finalement : Card (f) = Card (e). O 


C’est ce résultat qui porte le nom de théorème de la dimension. 


CAS PARTICULIER : K”, dont la base canonique a # éléments (9.1.2, 8°), 
a pour dimension n. 

REMARQUE. — Tout système libre de cardinal p d’un espace vectoriel E de 
dimension n peut être complété en une base de E, en utilisant n-p éléments de E. 

On peut en effet appliquer le corollaire II du 2°, en désignant par g l’un 
quelconque des systèmes générateurs finis de £. 


Caractérisation des bases. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension 
finie n (éventuellement # = 0). 


(@ Un système libre est fini, a pour cardinal au plus n, et exactement n 
si et seulement si c'est une base; 


(ii) Un système générateur a au moins n éléments, et exactement n si et 
seulement si c'est une base. 


Vérification immédiate en utilisant ce qui précède. 


4 Exemple : l’espace vectoriel K,[X]. — Considérons dans l'espace 
vectoriel K[X] des polynômes à une indéterminée sur le corps commutatif K, 
le sous-ensemble K,[X] constitué par les polynômes dont le degré n’excède pas 
l’entier naturel donné ». 

C’est un sous-espace, au titre de partie non vide (0e K,[X]) et stable 
pour les lois de structure. La famille (X)o<ie, est visiblement libre et gé- 
nératrice, donc base; K,[X1] est ainsi de dimension #n+1. 


Une famille (Pijoci<, de vecteurs de K,[X], telle que deg (P;) = à pour tout i, est dite 


échelonnée en degrés. Une telle famille est libre et c’est donc une base. En effet soit Ÿ aP, 
i=d 

une combinaison linéaire nulle de la famille. Nécessairement x, = 0, sans quoi la combinaison 

linéaire aurait n pour degré; ce résultat acquis, «,_, = 0, et ainsi de suite jusqu'à & = 0. [ 

Le lecteur montrera de la même façon qu'une famille échelonnée en valuations (Qilo siens 
avec val(@;) = À pour tout i, est également une base de K,[X1. 

A titre d'exercice, retrouvons la formule de Taylor (6.4.2), dans le cas où le corps com- 
mutatif K est de caractéristique 0. Soient a un élément de K et P un polynôme de K{X} dont 
le degré n'excède pas #, ce qui permet d'écrire : Pe K,[X], et, en utilisant la base échelonnée 
en degrés ((X—a)'osics : 

a 


P(X) = E axe). 


i=0 
Par dérivations successives (étant entendu que P(® = P): 
V&EN, POCX) = klas + (Ka) ACX), 
P® (a) 


dont on déduit : a, = ET en faisant Y = 4. 
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5° Influence du corps de base. — Soient X un corps et K’ un sous-corps 
de K. On suppose qu’un ensemble E a été muni d’une structure de K-espace 
vectoriel, qui sera notée Ex, par l'introduction d’une addition sur Æ, et d’une 
loi externe KXE —- E. Muni de la même addition et de la restriction à K°xÆ 
de la loi externe, E devient un K’-espace vectoriel, qui sera noté £,.. On vérifie 
aisément que : 


Si une famille de vecteurs de E est liée dans Ex, elle est liée dans Ex ; une 
famille libre dans Ex est donc libre dans E,.. 

Si une famille de vecteurs de E est génératrice pour Ex, elle est génératrice 
pour Ex. 


Supposons maintenant que E,. soit de dimension finie n’. Alors Ex. admet 
un système générateur formé de n' vecteurs de E ; ce système est générateur 
pour Ez, qui est ainsi un espace vectoriel de dimension finie ,etonan<n'. 
Le lecteur pourra vérifier que tout C-espace vectoriel de dimension 7 peut être 
considéré comme un IR-espace vectoriel de dimension ‘2#. 


Il se peut, par contre, que E, soit de dimension finie sans que Ex; le soit. 


6° Dimensions et applications linéaires. — THÉORÈME L — Soient 
u € Ê(E, F) et E' un sous-espace vectoriel de £. Si E’ est de dimension finie , 
alors le sous-espace #(£’) de F est de dimension finie n', telle que r' < n. 

Soit (e,, …, e,) une base de E”. L'image (u(e,)}, …, u(e,}} de cette famille 
génératrice de E” est une famille génératrice de 4(E"}. CO 


THÉORÈME II. — Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont 
isomorphes si, et seulement s’ils ont la même dimension. 


— Transformant une base en une base (9.1.2, 6°), un isomorphisme 
conserve la dimension. 


— Inversement soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension ». 
Ayant choisi arbitrairement les bases e = (e,, …., e,) et f = (f1, …, f,) de E 
et F, nous avons vu qu’il existe une seule application linéaire y telle que : 


Viel u(e)=f; 


et que c’est un isomorphisme (9.1.2, 7°). 


CAS PARTICULIER. — Tout K-espace vectoriel est de dimension # si et 
seulement s’il est isomorphe à K”. 


7° Dimension d’un espace vectoriel produit. — PROPOSITION. — Si E 
et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies 7 et p, alors le K-espace 
vectoriel E x F est de dimension #7 +p. 


Soient e = (een, et f = (J;);.n, des bases de E et F. Associons leur 
la famille b = (b;),.n,., d'éléments de ExF déterminée par : 


b; = (e;, 0) pour ieN,, b,:; = (0, f;) pour jelN,. 
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— b engendre ExF. — En effet tout élément de Ex F s'écrit : 


( » des . Bi) 


et encore, en utilisant les lois de structure de ExF: 
ñ 


Z i(e; 0) + > B;(0, f) 


i=1 
— b est base de ExF. — En effet (0,.0) ne s'écrit sous cette dernière 
ñ P 
forme que si P'ae =0et } B;f,= 0, ce qui du fait de l’unicité des 
i=i FES 


coordonnées dans les bases e et f, exige la nullité de tous les «; et celle de tous 

les B.. 
GÉNÉRALISATION., — Si E;, …, E, sont des K-espaces vectoriels de dimen- 

sions finies #,, .…, n,, alors E, X...XE, admet #,+...+n, pour dimension. 
Ce résultat s'obtient par récurrence sur 4. 


COROLLAIRE. — Si la somme des sous-espaces £;, .… E, de E, de dimen- 

P Lé 
sions respectives #1, …, 7, est directe, alors dim @ E; = Yon 
i=1 


is 
En effet & E; est isomorphe à ( E;, (4.3.2,2°). 
i=1 i=1 


Il s’agit par ailleurs d’une conséquence immédiate du 9.1.2, 9°. 


8° Dimension de Ê(E, F).— THÉORÈME, — Si E et F sont des K-espaces 
vectoriels de dimensions finies p et n, alors le K-espace vectoriel £(E, F) admet 
np pour dimension. 

Nous avons vu au 9.1.2, 7° que si E admet une base indexée par Z, alors 
£(E, F) est isomorphe à F!. Ici on peut adopter {= IN, : d'où Fl= Fr: 
£(E, F) est donc isomorphe à F°, dont la dimension est np, d’après la géné- 
ralisation précédente. 


AUTRE DÉMONSTRATION. — À partir des bases e = (e;);,.n, et f = (fiken, 

de E et F, on constitue la famille g = (gijhi, jjenxn, d'éléments de Ê(E, F), 

en désignant par g;; l'application linéaire de E dans F déterminée par la 
condition 

VkeN, gi(ex) = xt; (6x : Symbole de Kronecker). 


Il s’agit d’une base de £(Æ, F}. En effet, on calcule, pour toute famille 
Gj) + B;; de scalaires indexée par N,xN, : 


VkeN, œ Bi;gi5) (ex) = À Bafi- 


— À Big n'est l'élément nul de £(E, F) que si les p vecteurs Ÿ Byf, 
hj ü 
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kEÏN,, sont tous nuls, ce qui, compte tenu de l’unicité des coordonnées 
d'un vecteur dans une base, s’écrit : 
VEDEN,XN, Ba=0. 


La famille g est donc libre. 

— D'autre part la donnée de u e Ê(E, F) implique celle des coordonnées 
dans la base f des images par # des vecteurs de la base e, c’est-à-dire la donnée 
de la famille (4, j) + &;; de scalaires indexée par N,XIN, et définie par : 


YkeN, u(e) = Lan. 


On en déduit : u = Ÿ &,g;;, ce qui montre que la famille g est génératrice. 
ëj 


9.2.3. Sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie 


1° THÉORÈME. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie # et F 
un sous-espace de E. Alors F est de dimension finie p, telle que p < #, avec 
égalité si et seulement si F = E. 


Toute famille libre de vecteurs de F a pu être considérée par abus de 
langage (9.1.2, 4°,d)} comme une famille libre de vecteurs de E; à ce titre, 
la famille est finie, de cardinal au plus égal à n. 

D'où l'existence d’un plus grand élément p dans l'ensemble des cardinaux 
des familles libres de vecteurs de F, et l'existence d’une famille libre f de 
vecteurs de F, de cardinal p. Toute sur-famille propre de f dans F est liée, 
à cause de la définition de p; f est une famille libre maximale, et donc une 
base de F. O 

Sip <n, f n'est pas base de EetF£E;sip=n,fest base de E et 
F=E. 


2° Droites et plans. — DÉFINITION. — Dans tout espace vectoriel, on 
appelle droites (resp. plans) les sous-espaces de dimension 1 (resp. 2). 


3° Complément sur les sous-espaces supplémentaires, — THÉORÈME. — 
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace F de E admet 
au moins un supplémentaire, et pour tout supplémentaire G de F, on a : 


dim F+dim G = dim E. 


Soit » la dimension de £. On sait que F est de dimension p & n. Soit 
(een, une base de F. D'après le théorème de la base incomplète, il existe 
une famille (e;);.n,,N, de vecteurs de E telle que (e;);.N, soit une base de E. 
On constate que G = Vect ((&):.n1n,) répond à la question ; or dim G = np. 

Par ailleurs tout sous-espace supplémentaire de F dans Æ est isomorphe 
à G et est, lui aussi, de dimension #-p. 
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Naturellement si F = E, on a : NN, = 9 et G = {0}, dont la dimen- 
sion est 0. 


COROLLAIRE. — Soient Æ un espace vectoriel de dimension finie et F un 
sous-espace de £. Alors E/F est de dimension finie et dim (£/F) = dim E—dim F. 


En effet, G désignant un supplémentaire de F, on sait que E/Fest isomorphe 


à G. 


EXERCICE. — Reprenant les notations utilisées dans la démonstration du théorème, nous 
allons construire une base de E/F. Appelons & la surjection canonique E — E/F. Au titre 
d'image d’un système générateur par une surjection, (o(e;));.N, engendre E/F, Dans un système 
générateur on peut supprimer des vecteurs nuls : il reste (p(e)h.n,in,- 

D'autre part G n Ker go = {0} car Kere = F et E = F@ G. Donc (o(&)};.nsn, est 
une base de E/F. 


REMARQUE. — La restriction de @ à G est un isomorphisme de G sur E/F. 


Codimension d’un sous-espace. — DÉFINITION. — Soit ÆE un espace 
vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), et F un sous-espace de E. 
On dit que F est de codimension finie dans E si, et seulement si £/F est de dimen- 
sion finie ; la codimension de Fest alors : codim, F = dim (E/F). 


En particulier, si Æ est de dimension finie : codim; F = dim E—dimF. 


Hyperplans. — DÉFINITION. — On appelle hyperplan de £ tout sous- 
espace de E de eodimension 1. 


Dans un espace de dimension finie non nulle n, les hyperplans sont les 
sous-espaces de dimension #—1. La question sera reprise au 9.3.3. 


9.2.4. Notion de rang 


1° Rang d’une famille de vecteurs. — DÉFINITION. — Soient E un 
espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), et x = (x;);., une 
famille (pas nécessairement finie) de vecteurs de E. Si le sous-espace de E engendré 
par x est de dimension finie r, on dit que la famille x est de rang fini r et on écrit 
Bx=r. 

Le lecteur vérifiera que r est alors le cardinal maximum d’une sous- 
famille libre de x. 


PROPOSITION, — Soient 4 € £(E, F) et x une famille de vecteurs de E de 
rang fini r. Alors la famille (x) de vecteurs de F a un rang fini 7, tel que r’ < r. 


Vect (x) étant de dimension r, son image par w est de dimension r’ < r; 
or cette image est engendrée par w(x), d’après la propriété du 9.1.2, 6°. d) D 


2° Rang d’une application linéaire. — Soient E et F deux K-espaces 
vectoriels et 4 une application linéaire de E dans F. Rappelons que le noyau 
et l’image de #, qui se notent Im # et Ker x, sont des sous-espaces vectoriels 
respectivement de E et de F et que Im # est isomorphe à E/Ker x ; d’autre 
part : 
uinjectif <> Ker u = {0} ; u surjectif <= Imu=F. 
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Posons maintenant : 


DÉFINITION. — Soit # e L(E, F). Si l’image de x est de dimension finie r, 
on dit que Papplication # est de rang fini r et on note rg u# = r. 


Notons que rg est alors le rang de l’image par w de toute famille généra- 
trice (et, en particulier, de toute base) de E. 


Le rang de west donc fini au moins dans les deux cas suivants : 


1°" cas : E est de dimension finie. Alors Ker y et E/Ker x sont de dimen- 
sion finie. On a : dim (£/Ker u) = dim E—dim Ker u. 


Comme un isomorphisme conserve la dimension (9.2.2 6°), il vient 
rg u = dim E-—dim Ker x D) 
Ainsi, si E est de dimension finie : 
u injectif <> rgu=dimE. (2) 


2° cas : Fest de dimension finie. Il en est de même du sous-espace Im w 
de F, et 


rgu<dimF. 


L'égalité correspond à [Im v = F. Ainsi, si F est de dimension finie : 


u surjectif <= rgu = dim F. (3) 

REMARQUE. — Si E et F sont de dimensions finies p et », on retiendra : 
rgu < inf(p, n). 

3° THÉORÈME. — Soient E et F des K-espaces vectoriels (éventuellement 


confondus) ayant une dimension finie commune # et soit ue £(E, F). Alors les 
six assertions suivantes sont équivalentes : 


(a) u est injective (d) u est de rang n 
() uw est surjective (e) « est inversible à gauche 
(©) u est bijective (f) u est inversible à droite. 


Les équivalences de (d) et, respectivement de (a) et (b) résultent de (2) 
et (3) ; elles entraînent l’équivalence de (d) et de (c). D'autre part (c) implique 
(e), et aussi (f), d’après le théorème du 1.2.3, 5°. 


Du lemme de ce même 1.2.3, 5° on déduit: (e) — (a) et (f) — (b). 


En effet Id; étant une injection, et Id, une surjection : v © 4 = Id, exige 
u injectif ; u Oo v = Id} exige u surjectif. 
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REMARQUE. — Les hypothèses de finitude sont essentielles. Soit, en effet, E = K[X1]. 


ui LaX rs Y ax" est injectif, non surjectif, 
neN #neN 


vi LaX"t Y (@rmt@ims1) À" est surjectif, non injectif. 
neN reN 


D'autre part vou = Idr. 
PROPOSITION. —- Soient # : E— F et v : F— G des applications linéaires 
de K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors : 
G) rg (wo u) < min(rg w, rg v). 
(ii) Si nest bijectif : rg (v Ou) = rg v; si v est bijectif : rg (vou) = rgu. 
e Im(vou) = »(Imu) et Imwc F montrent: 
dim (Im (v © 4)) < dim &(F). 
D'où : rg(vou) < rgv. 
Si u est surjectif, on a Imu = F. D'où rg(vou) = rgov. 
e dimv(Imu) < dim (Imw) montre : rg(vou) < rgu. 
Si » est injectif, on a dim v (Im #) = dim Imu et rg(vou) = rgu. 
4 Application. — THÉORÈME. — Soient E’ et E” deux sous-espaces 
vectoriels de dimension finie d’un même espace vectoriel E. Alors les sous-espaces 
E'nE"et E'+E" de E sont de dimension finie, et : 
dimÇ(£' nE") + dim(£’+£E") = dim E’+dim E”. 
E' n E" est de dimension finie au titre de sous-espace de E’. 
Considérons w :E°’XE" + E, définie par u(x', x") = x'+x". 


Somme de deux applications linéaires de E’ x E” dans E (les projections), 
u est linéaire; son image est E’+E". 


Comme l’espace de départ E’xE" est de dimension finie (9.2.2, 7°), 
l’image E'+E" est de dimension finie. On a : 


rgu = dim(E'xE£E")—dim Ker w. 
D'où : dim (E'’+E") = dim £’+dim £"-—dim Ker . 


Or on ne peut avoir simultanément x’ e £', x" e E’ et x'+x" = 0 que si 
les vecteurs opposés x’ et x” appartiennent à E’ n E". D'où : 


Keru={(x -H eE'xE"|xeE"  nE"} 


On vérifie aisément que x + (x, — x) est un isomorphisme de E’ n E" 
sur Ker u. D'où la formule. mi] 


REMARQUE. — On retrouve le fait que la somme E’+E" est directe si 
et seulement si 
dim (£'+E£") = dim £'+dim E”. 
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Exercice — Montrer que si E’ et E” sont des sous-espaces de codimension finie de 
l’espace vectoriel E, alors E’n E” et E’+E” sont des sous-espaces de E de codimension finie 
et que l’on a : 

codim(£E' n E"} + codim(E’+E") = codimE’ + codim E”. 


9.2.5. Détermination pratique du rang d’un système de vecteurs 


Soit a = (a); <<, un système de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de 


dimension finie », muni d’une base e = (e,), < ; < , On suppose connues les 


coordonnées des a, dans la base e et on cherche le rang de a. On utilise le fait 
que Vect (a) ne change pas quand : 


— on multiplie l’un des a; par un scalaire non nul ; 


— on ajoute à l’un des a; une combinaison linéaire des vecteurs de a 
distincts de a. 


On fait de telles opérations avec le souci de faire apparaître des vecteurs 
ayant le plus possible de coordonnées nulles (ce que nous apprendrons à faire 
de façon systématique au 11.2.3). 


EXEMPLE. — Rang du système a = (a;, @, as, a4) de vecteurs de Q° 
rapporté à sa base canonique e = (e;, e2, e3, ea, es). 
On donne (cf. premier tableau) 


ad, = 2e;i+3e;-3e3+des+2es, …, da = 2e, +4de, —2e3+3e4tes. 


La disposition des calculs, qui préfigure l'introduction des matrices, 
est la suivante : 


On a adopté 


ba = 44—a; Ca = —3ba+b; da = 4C4—c3 


On obtient : Vect ((a,, a, a3, a4)) = Vect ((d;, d, d3)) 
Or (d,, d;, d,) est un système libre car «,d,+a,d,+a3d3 = 0 exige : 
d'abord x; = 0, puis «, = 0, enfin «; = 0. Ainsi rg (a;, 4,, 43, &4) = 3. 


Les 4 vecteurs donnés sont liés par une relation que l’on obtient à partir 
de d4 = 0. 
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On a: 
—cyt+dca = 0; b3—5b,—12b4+4b, = 0, 


ou: —b,+b,-—12b, = 0; —2a,+3a,+2a3—7a1—12a4+12a, = 0 


ou: 4a,—a,+a—64 = 0. 


9.3. DUALITÉ 


Nous avons vu au paragraphe précédent que dans 
un espace vectoriel de dimension finie, on pouvait 
démontrer le théorème de la base incomplète, qui 
entraîne l'existence de bases, ainsi que celle d'un 
supplémentaire pour tout sous-espace. La démonstration 
de ce théorème de la base incomplète est possible 
dans un espace vectoriel quelconque, en utilisant un 
théorème — dit théorème de Zorn — équivalent à 
l'axiome du choix et qui n'est pas au programme 
des classes de Mathématiques Spéciales. Or ce théorème 
permet d'obtenir un certain nombre de propriétés inté- 
ressantes, ce que nous ferons parfois, en le signalant 
par un trait À dans la marge. Les résultats ainsi signalés 
péuvent être laissés de côté en première lecture. 


9.3.1. Notion d’espace dual 


1° Formes linéaires et espace dual. DÉFINITION. — Soit E un X- 
espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur £ toute application linéaire de E 
dans K considéré comme espace vectoriel sur lui-même. L’espace vectoriel 
£(E, K) s’appelle espace dual de E. On le note E*. 


Notons qu’une forme linéaire sur E est nulle ou surjective : en effet son image, 
qui est un sous-espace vectoriel de K,est {0}ou K. 


Nous avons remarqué au 9.1.2, 7° que si E possède une base (e;); 7, 
le dual E* est isomorphe à K!, alors que E est isomorphe à K(. 


NoTATION. — Nous noterons x*, y*, etc., les éléments de E*. Pour 
xeE et x*eE*, le scalaire x*(x), image de xeE par x* e£(E, K), sera 
noté €x*, x). 


REMARQUE. — Quand nous notons x* un élément de E*, ü ny 
a aucune raison que cet élément soit a priori associé à un élément 
x de E. I] peut naturellement se faire qu’en certains cas ilen soit ainsi 
(cf. notation d’une base duaie). Le contexte doit permettre d’évi- 
ter toute confusion. 
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PROPOSITION. — Soient £ un K-espace vectoriel et E* son dual. L’appli- 
cation de E* x E dans X définie par (x*, x) — < x*, x > est bilinéaire ; elle 
est dite « crochet de dualité ». 


La linéarité en x ne fait que traduire, pour x* fixé, la linéarité de 
x*:E— K. La linéarité en x* n’est autre que la définition des opérations 
dans l’espace vectoriel E*. 


2° THÉORÈME ET DÉFINITION I. — Pour tout xeE, l’ensemble : 
xt = {xX*EeE*|Cx*, x) = 0} 
est un sous-espace vectoriel de £*, appelé sous-espace orthogonal de x. 
Plus généralement, pour toute partie À = E, l’ensemble : 


At= {x*eE*|VaeA <x*,a> = 0} 
est un sous-espace vectoriel de E*, appelé sous-espace orthogonal de 4. 


— En effet, pour x fixé, x! est le noyau de l'application linéaire 
P Y pP 


x*t— <x*, x> de E* dans K. Quant à A! c’est l'intersection 4° = (7) a*. 
ae A 
PROPOSITION I. Et = {0}. 
La seule forme linéaire sur E qui donne 0 e K pour image de tout vecteur 
de E est la forme nulle (qui est 0 € E*). O 


THÉORÈME ET DÉFINITION IL — Pour tout x*e E*, l’ensemble : 
GX) = {xeEÏ<x*,x> = 0} 
est un sous-espace vectoriel de Æ, appelé sous-espace orthogonal de x*, 
Plus généralement, pour toute partie 4* © E*, l’ensemble : 
(4*) = {xeE£|Va*eA* Ça*,x}> =0} 


est un sous-espace vectoriel de Æ, appelé sous-espace orthogonal de 4*. 

— C'est le théorème « dual » du précédent. La démonstration est 
analogue. 

REMARQUES. — Nous notons différemment (x*)! et (x*)° pour éviter toute ambiguité. En 
effet (x*)! désigne l’orthogonal de x*, qui est un sous-espace du dual de E*. Nous verrons 
qu’en dimension finie ces difficultés disparaissent. 

PROPOSITION II. (E*)° — {0}. — Nous devons montrer que, pour tout 
xe E\{0}, il existe dans E* une forme linéaire x* telle que <x*, x» # 0. 
Pour cela, utilisons le théorème de la base incomplète : il existe une base 
(ei de E telle que x = e. Définissons ef e E* comme l'unique applica- 
tion linéaire de E dans K, telle que 


Viel  e(e) = ôx (symbole de Kronecker) 


ef répond à la question puisque ef (x) = 1. 


(En dimension finie, on montre (E*)° = {0} sans utiliser l'axiome du 
choix (9.3.6, 2°)). 
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9.3.2. Orthogonalité 


Soient E un K-espace vectoriel et £* son dual. 
1° DÉFINITION. — x* e E* et x e E sont dits orthogonaux si et seulement si 
<x*,x> = 0. 


If en résulte que x! est l’ensemble des éléments de E* orthogonaux à x, 
et (x*)° l’ensemble des éléments de E orthogonaux à x*, 


EXTENSION DE LA DÉFINITION DE L’ORTHOGONALITÉ., — Les parties 
A* € E* et À © E sont dites orthogonales si et seulement si : 


Vx*e A* VxeA Cxr,x de 0! 


— Autrement dit, A* et À sont orthogonales si et seulement si : A* & 4, 
ou encore si et seulement si: À & (4*)°. 


2° Propriétés de l’orthogonalité. — a) Soient À et B des parties de E. 
Alors : 


(4 © B) — (Bt « 4h. 


En effet, si À  B et si x* e B!, x* est orthogonal à tout vecteur de B 
et a fortiori à tout vecteur de 4. DO 


b) Vect (4) étant le sous-espace de E engendré par À, on a : 
At = (Vect (4))*. 


— En effet, comme 4 & Vect (4), on a : (Vect (4))! & At, 


— Inversement, soit x* € À! ; x* est orthogonal à tout élément de 4 ; on 
en déduit que x* est orthogonal à toute combinaison linéaire d’éléments de 4, 
et donc à tout élément de Vect (4) ; d'où x* e (Vect (4))tet 4! € (Vect (4))! 


c) Pour toute partie AdeE : A « (4!)°. 


En effet, d’après la définition de Al, tout a € À est orthogonal à tout 
a* e A’, et appartient ainsi à (4!)°. CG 


d) Le lecteur formulera et démontrera les propriétés duales. 


9.3.3. Hyperplans 


1° Rappelons : 


DÉFINITION. — On appelle hyperplan d’un espace vectoriel tout sous-espace 
de codimension 1. 
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2° THÉORÈME. — Soient E£ un ÆK-espace vectoriel et H un sous-espace 
de E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


G) H est hyperplan de E 

(ï) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle 

(Gi) I existe une droite D de E telle que H@ D=E. 

(G) — (ü). Par hypothèse H est un hyperplan, ce qui signifie que E/H est 
de dimension 1, ou encore qu'il existe des isomorphismes E/H —+ K ; soit u 
l’un d’eux ; @ désignant la surjection canonique E —+ EJH,on a uo@eE*; 
u étant un isomorphisme, Ker (4 © @) est Ker y, c’est-à-dire H. 

Enfin, # © @ n'est pas la forme nulle sur Æ, sans quoi son noyau 
serait E ; or codim H = l exige HYE. 

(ii) —-(üii). Par hypothèse H = Ker x*, avec x* e E*\{0}. Comme x* # 0, 
il existe ae E tel que <x*,a> %# 0, c'est-à-dire a & H. Désignons par D 
la droite vectorielle Ka. On a H n D = {0} ; la somme H+ D est donc directe ; 
montrons que HS D = E. 


Pour cela cherchons à écrire tout vecteur x € E sous la forme : 
x = h(X)+a(x)a avec h(x)e H et a(x)ek. 
En prenant les images des deux membres par x*, compte tenu de la 
nécessité d’avoir 
<x*,h(Gx)> = 0, 


on constate que la seule possibilité consiste à adopter 


x, x) LL x) 
ma TNT e 


On vérifie ensuite que, pour tout xeE, on a l'égalité 


(2 )-E2e 


a(x) = 


a) ] €, a) 


qui fait apparaître x comme la somme d’un vecteur de H et d’un vecteur 
de D. =) 


REMARQUE. — Si on admet l'existence d'un supplémentaire D pour H, 
le résultat est immédiat. En effet D est isomorphe à E/H = E/Ker x* (4.3.3,2°) 
donc à Im x* (4.2.3,2°) qui n’est autre que K, puisque x* # 0. Donc D est 
une droite. 


(ii) — (ÿ). Par hypothèse, il existe une droite D telle que H et D soient 
supplémentaires dans E. On sait que, dans ces conditions, E/H est isomorphe 
à D, et donc de dimension 1. H est ainsi un hyperplan. (ms 
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3° Équations d’un hyperplan H. — Soit H un hyperplan du K-espace 
vectoriel E. Nous avons vu qu’il existe des formes linéaires (non nulles néces- 
sairement) dont H est le noyau. Soient x* et y* deux telles formes. En reprenant 
agH, D = Ka, E = H @ D, on constate que la forme linéaire y* — 1x*, où 
A= <y*, a} x*, a), s'annule sur H, sur D, et donc sur E; d’où y* = Ax*. 

A={x*eE*H = Ker x* } est ainsi une droite vectorielle amputée de 0, 
et il est clair que Ht = AU {0m} 

En d’autres termes 4° est une droite vectorielle de E*. Pour tout élément 
non nul x* de cette droite, <x*, x> = 0 est une condition nécessaire et 
suffisante pour que x e E appartienne à H. On dit que <x*,x> = 0 est 


une équation de H, les autres équations de H étant alors <Ax*, x> = 0, 
À #0. 


4° Rang d'un système (H),en., d'hyperplans (m > 0). — Soit Çx£, x» = 0 
une équation de H,. Dans E*, le rang r du système d'éléments non nuls(x?, .…,x#) 
ne dépend pas du choix des équations (la dimension de Vect ((x*, …, x*)) 
ne change pas quand on remplace les x* par des 4,x*, 4, # 0). On dit que 
r est le rang du système (H,,..., H,); le système est dit libre si r = m. 


9.3.4. Bidual 


DÉFINITION. — On appelle bidual de l’espace vectoriel E, l’espace dual 
de E* ; on le note E**, 


A la dualité entre E* et E** est donc associée une forme bilinéaire 
E**xE* —> K, ou crochet de dualité. On peut le noter 


Get, xx) es € XXE, xt D. 


En pratique, par abus de notation, nous le noterons en général &x**, x*». 
Les éléments qui y figurent n’appartenant pas aux mêmes espaces, il n’y a pas 
de risque d’ambiguité avec le crochet de dualité EFxXE — K. 


Pour x e E donné, l'application x* + <x*, x) est linéaire : c’est un 
élément de E**, que nous noterons £. 


& est donc défini par : 
VaxteE* €, x*> = x*, x). 


THÉORÈME. — L'application ÿ : E —> E** telle que Y(x) = X$ est 
linéaire ; on l’appelle application linéaire canonique de E dans E**. 


Pour tous (x, x)e E? et x*e E*, nous avons : 
do #2, 


FR De Cet x + XD = Cat 6 D + Ca x, 
= , 2* D) + Ca, XX} = CR + À, x*) 
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D'où : Véux)eEt EX +. 
On montre de même : V{«, x}eK x E üx= ai. [= 


Nous démontrerons au 9.3.6, 3°, que l’application # : E—> E** est 
injective (et donc bijective) lorsque E est de dimension finie. 


La démonstration de l’injectivité restera valable en dimension infinie ; 
la proposition (E*)° = {0}, qu’elle utilise, est alors une conséquence du 
théorème de Zorn. Notons que # n’est pas bijective en dimension infinie. 


9.3.5. La transposition 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie ou infinie. 
1° Application transposée. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit : 
u el(E, F). 
L'application ‘u : F* —> E* définie par : 
Vy*eF* lGy*) = y* ou (1) 
est linéaire. On l’appelle application transposée de u. 
Le lecteur vérifiera sans difficulté 
V Of, 9) e (F*Ÿ (pr +32) = uGT) +7) 
V@Y9EeKxF* f(x y*) = a'u(y*). 


REMARQUE. — La relation (1) s’écrit : 
VyfeF* VxeE (u(*))Q@) = 7*[u0] 
c'est-à-dire 
VxeE VyteF* CuG) 2 = pt, 2). @ 


C’est sous cette forme qu’il est commode de retenir et d'utiliser la définition 
de ‘u. En effet ‘y est la seule application w: F* — E* telle que 


VxeE VyteF* <w(yf), x = <yt, u(x)). 


2° Transposition. — THÉORÈME ET DÉFINITION. — L'application #+-—"u 
est une application linéaire de £(£, F) dans £(F*, E*) ; on l’appelle transposition. 
Vérifions d’abord: ‘(u+v) = ‘u+'v, c'est-à-dire : 


Vxe£E VyfeFr* Cu+o)(), x = (Cu+'o) O*), x} 


308 ALGÈBRE LINÉAIRE 9.3.5 


Le premier membre qui est, par définition de ‘{u+v) : (y*, (u+v) (x)> prend 
successivement les formes : 


C*, u(x) +000) : CP, uL))+ Cp, vo) 

Cup), xD + Co), x) 3 Cut) + 0 C*), xD 
et enfin : <Cu+'o) OO), x. 0 
On vérifierait de même (ou) = œ'u. 


REMARQUE. — Si ‘# = 0, nous avons, pour tout xeE: 
Vy*eF* Cy*,u(x)> = 0 


et donc u(x) = 0 (résultat obtenu au 9.3.1, en utilisant le théorème de 
Zorn); u est nulle. La transposition est ainsi une injection. 


3° Propriétés de la transposition. — a) Pour tous u € Ê(E, F) et 


ve£(Ff, G): (oo u) = 'u 0 D. 
Eneflet VxeE VzteG* <(vou)(z*), x» = <z*, (vo u)(x)> 
Or <2*, uG)D = C'o(2*), 2) = Culo() x» 

b) Idy) = Idy« (ici E = F). 

En effet : 


Vy*eE* ‘An (*) = "old; = }*, 
c) Si ue£L(E, F) est bijective, alors ‘u e Ê(F*, E*) est bijective et 
a7) = CT, 
En effet comme ou”! = IdF etu”!ou = Id; on a u Ou7!) = Idps 
et ‘(u”')o'u = Idse. Donc ‘# est bijective et {u7!) = (fu) 1. 
d) THÉORÈME I. — Soit ue£(E, F). Alors Ker(‘u) = (Im w)!. 


En effet, pour tout y* e F* : y* e Ker ('u) => ‘u(y*) = 0. 
Mais par définition ‘#(y*}) est nul si et seulement si VxeE <'u(y*}, x) = 0, 
ce qui s'écrit y*, u(x)> = 0. Donc on a y* e Ker (‘u), si et seulement si y* 
est orthogonal à tous les éléments de la forme u(x) avec xeE, autrement 
dit si et seulement si y* e (Im w)*. 


COROLLAIRE. — Si u est surjective, alors ‘# est injective. 
En effet si Imu = F, alors (Im w)! = {0} et ‘y est injective. 
La réciproque est vraie : la démonstration est laissée en exercice au 
lecteur. Indications : supposer # non surjective, Im # # E. En utilisant 


le théorème de la base incomplète, construire un hyperplan H de E contenant 
Im u. C’est le noyau de x* # 0. Conclure. 


De même on peut montrer : Im ‘u = (Ker u)!. 
(Cf. exercices 9.19). 
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THÉORÈME II. — Soit H un sous-espace de E; on a (E/H)* =, H!, 


Soit @ : E —+ E/H la surjection canonique; ‘g est donc une injection de 
{E/H}* dans E*; (E/H}* est donc isomorphe au sous-espace Im(‘@) de E*. Nous 
allons montrer : Im(o) = H!. 


— Soit y* = fp(x*) où x* € (E/H)* 
VxeE  <p,x) = d'o(x*), x) = <x*, Ex). 
Donc xeH (x) = 0 <y*, x» = 0 ; d’où y“ eAt, 
Ainsi : Im (‘o) = H°. 


— Réciproquement soit y* e H®; alors HE Ker }*. 


Etant donné X e E/H, nous remarquons que — à cause de H& Ker y* — 
le scalaire y*(x) ne dépend pas du choix du représentant x de X, ce qui permet 
de poser x*(X) = y*(x}. On définit ainsi une application linéaire 
x*: EJH — K telle que y* = x* © @, donc }* = ‘o(x*), ce qui montre 
H+e Im(o). CG 


COMPLÉMENT. — Pour que ue ©(E, F) soit de rang fini, il faut et il 
suffit que ‘u soit de rang fini, et alors rgu = rg'u. 


Le résultat précédent, appliqué à Æ# = Keru, donne : 
(E/Ker u)* = (Ker u}, 

et, comme (Ker u)! = [mu (cf. exercice 9.19) : (E/Ker u}* =,Im'u. [ 

PROPOSITION. — Soient ÿ, et WF les applications canoniques E —> E** 
et F —> F**, Alors, pour tout “ EÊ(E, F), l'élément ‘(‘u) de £(E**, F**) 
vérifie : 

(u)0Yÿz = Yrou. 
On a, pour tout xeE et pour tout y*eF*: 
CC Ge), 9 = GG), 20%) = Cu(pt), x» 
= Gp, u()) = Cr(u(x)), *» 

On en déduit : CH Or; = YOU O 


4° THÉORÈME DE BIORTHOGONALITÉ. — Soient E un K-espace vectoriel de 
dimension finie ou infinie, F et G* des sous-espaces de E et E*. 


a) Pour que dim F+ < + oo, il suffit codim, F < + oo. Alors : 
dim F1 = codim, F. 6) 
b) Pour que dim G* < + oo, il faut et il suffit codim; G*° < + oo. Alors : 
dim G*=codim, G*° et G*=(G*}!, (à) 
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a) On a: (E/F“* © Fl En outre dim(E/F) < + co entraîne 
dim{E/F}* < + oo avec égalité des dimensions (9.3.6,1°). Ü 

b) Supposons codimy G*° < + oo. D’après a) avec F = G*: 
dim(G*0}£ < + oo, et, compte tenu de G* & (G*°}!, dim G* < + oo. 

— Supposons dim G* < + oo. Éliminons le cas trivial G* = {0}. Soit 
(ef,… e*) une base de G*. L'application u:x + ((ef, x}, … ef, x») 
de E dans K® est visiblement linéaire, de noyau G*°, et Im u  K®. 

On a : dim{Îm w) & g < + co, Im # = E/Ker u(4.2.3,2°) et Ker u = G*°. 


D'où : codimz G*° = dim(lm u) < g = dim G*. 
En utilisant a),avec F = G*, il vient : dim(G*°)! = codim, G*° < dim G*, 
ce qui, compte tenu de G* = (G*°)!, entraîne (4). (| 


REMARQUES. — a) Si dim G*= + oc. il peut arriver que G* # (G*°}.. 


b) On a toujours (F1)? = F, mais, dans le cas dim E = + o, la démonstration utilise 
(E*Ÿ = {0}, et donc l’axiome du choix. 


c) On retrouve : l'orthogonal d'un hyperplan de E est une droite de E*. 


CoroLLaiRE. — Un système (x*, … x*) de formes linéaires sur un K-espace 
vectoriel E est libre si, et seulement si l’application : 
u:E— K1 x (xt, x), Çxf, x}) 
est surjective. 
Comme ci-dessus, u est linéaire, de noyau G*°, où G* = Vect({(xt, … x*)), 
et l'on a : dim{Îm 4) = codim, G*° < + o, ce qui permet d’utiliser (4). 
D'où : rgu= dim(lm w) = dim G* = rg((x?, …, xÿ)). 


9.3.6. Dualité en dimension finie 


Dans tout ce paragraphe, E et F désigneront des K-espaces vectoriels 
de dimension finie. 


1° THÉORÈME. — Un espace vectoriel de dimension finie etsson dual ont 
la même dimension. 

On utilise E* = £(E, K) et dim Ê(E, F) = dim£Exdim F. O 

2° Base duale. — Soit (e,,.…,e,) une base de E. Une application 


linéaire étant déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une base, nous 
disposons de la famille (e*, …, e*) d'éléments de E*, e* étant définie par : 


VieN, <e,e;> =; (symbole de Kronecker). 
n 
Montrons que cette famille est libre. Pour cela supposons Ÿ œe = 0. 


ot 
On en déduit : | 
ñ 
VienN, <YDue,e;) = 0; qui s'écrit: VjeN, «;=0. D 
51 
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Famille libre de cardinal r dans un espace vectoriel E* de dimension n, 
(er, …, e*) est une base. Elle est dite base duale de la base (e,, …, e,) de E. 


REMARQUE. — Une base (e, … e,) étant choisie dans E, on peut définir ue £(E, E*) par 
u(e) = e*. On obtient ainsi un isomorphisme de E sur E*. Mais il! n'est pas canonique, en ce 
sens qu'il dépend du choix d’une base dans Æ. On démontre qu'il n'existe pas d'isomorphisme 
canonique de E sur E*, « canonique » étant compris au sens de « ne dépendant que de la structure 
d'espace vectoriel ». 

PROPOSITION. — Si Æ est de dimension finie, l’orthogonal (£*)° de E* 
dans E est réduit à {0}. 


Pour cela montrons que si x e E est non nul, il existe x* e E* tel que 
<x*, x» Æ 0, ce qui donne : x £ (£*)°. Il suffit de considérer (x) comme une 
famille libre à un vecteur et d’en déduire une base (e, = x, e,, …, e,) par le 
théorème de la base incomplète. On a alors <eï, x» = 1. = 


3° THÉORÈME. — L‘application canonique d’un espace vectoriel de 
dimension finie dans son bidual est un isomorphisme. 


Comme dim E = dim E* = dim E**, il suffit de montrer que l’applica- 
tion linéaire # est injective. Cherchons son noyau. 


Soit x e E tel que $ = ÿ{x) soit l'élément nul de E**. C’est que : 
VxteE* Ç& x*> = 0 ouencore: Vx*e E*.<x*, x» = 0. 
On en déduit x e(E*)°, donc x = 0. | 
Ce théorème permettra d'identifier un espace vectoriel E de dimension finie 
et son bidual E** : il faudra cependant vérifier que cet isomorphisme est 
compatible avec les notions introduites parallèlement sur E et E*. C’est dans 
cet esprit que nous allons montrer la possibilité d'identifier une base et la 


duale de sa duale, une application linéaire et la transposée de sa transposée, 
un sous-espace et P’orthogonal de son orthogonal. 


Le lecteur vérifiera de même que, sion identifie EetE** , la dualité L de E * 
vers E ** coïncide avec la dualité 0 de E * vers E, 


PROPOSITION I. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. L’appli- 
cation qui à toute base de E associe sa duale est une bijection de l’ensemble des 
bases de E sur l’ensemble des bases de E*. 


Soient e* une base de E*, et e** la base de E** duale de e*. 
— L'isomorphisme #7! transforme e** en une base #!(e**) de E, 
qui admet e* pour duale. En effet, pour tout (i, j) e N; : 
<eë*,e*> = & etdonc  <ef, #7 (e*)> = 6, 
— Soient e et e’ deux bases de E admettant e* pour duale. On coustate : 
VGDEN? (et e—ei) =0. 
Pour chaque i eIN,. le vecteur e;—e; de E est orthogonal à tout vecteur 
de la base e* de E* ; il est donc orthogonal à E*, et, par suite, nul. Ainsi 
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e = e'. En conclusion, une base de E* est la duale d’une base de E et d’une 
seule. e] 


On peut donc parler des bases duales e et e* de E et E*, et identifier 
la base e et La duale de sa duale. 

PROPOSITION II. — La transposition est un isomorphisme de £(E, F) sur 
LF*, E*). 

Soient ue Ê(E, F), ‘ue L(F*E*), et ‘(u) e LCE**, F*#). 

On a vu au n° 9.3.5, 3° : (y oÿz = YOU. 

Ici Ÿz et Wr sont des isomorphismes. Donc : ‘u) = ÿFouoÿs!. 

En d’autres termes v e £(F*, E*) est la transposée d’un et d’un seul 
élément de £(E, F) à savoir #r' oo. 1m 

On peut donc identifier u et ‘(‘u). 


PROPOSITION III. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie, E* 
son dual. 


Pour tout sous-espace F de E, on a : 

@) dim F+dim Ft = dimE et F= (F1) @) 
Pour tout sous-espace G* de E*, on a : 

G) dim G*+dimG*° = dimE et G* = (G*°). (@) 
Les égalités (1), (3) et (4) s'obtiennent en utilisant le théorème du 9.3.5,4° dans le cas particulier 


dim E < + o. 
Voici une démonstration directe de la proposition III. 


— Soit e=(e;,.…,e,) une base de E obtenue en complétant (par le 
théorème de la base incomplète) une base f = (e, …,e,) de F, (p < n). 


Désignons par (eï, …., ex) la base de E* duale de E. 
: 

Tout x*e E* s'écrit : x* = Y oef. 
i=1 


x* est élément de F* si et seulement s’il est orthogonal à tout vecteur de 
f (il est alors orthogonal à tout vecteur de F) ce qui s'écrit : 


vien, [cÈ er, e;)]= 0 
ou VieN, a; = 0. 
Finalement F* admet pour base (e%,,, …., ex). D'où (1). 


— Soit e* = (e*, …, e*) une base de E* obtenue en complétant une 
base g* = (er, …, ex) de G*, (g &n). Désignons par (e:,.….,e,) la base 
de E dont e* est la duale. En raisonnant comme ci-dessus, on montre que 
G*° admet pour base (e,+ 1, …, e,). D'où (3). 
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— On a déjà établi Fe (F1)°. On écrit (1) et (3), avec G* = F!, et 
par différence, on en déduit : dim(F!)° = dim F. D’où (2). 


— On prouve (4) de la même façon. 0 


Par ailleurs on vérifie aisément que (F)!, qui est un sous-espace de E** 
s'écrit #((F1)9). D'où (F1j1 = YF), ce qui permet d'identifier F et (F1}1. 


CoROLLAIRE I. — L'application F + F1 est une bijection de l’ensemble 
des sous-espaces de £ sur l’ensemble des sous-espaces de E* ; cette bijection 
est dite dualité. 


Les caractères injectif et surjectif de cette application résultent respective- 
ment de (2) et (4). 


COROLLAIRE II. — Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension 
finie. Une application linéaire 4 de E dans F et sa transposée ont le même rang. 


Le rang de ‘u, qui est la dimension de Im ‘u, vérifie : 

rg'u = dim F* — dim Ker‘u. 
Nous avons montré (n° 9.3.5, 3°) : Ker ‘ = {Im w)*. 
D'après le théorème précédent : 


dim (Im w)* = dim F — dim (Im w). 
Compte tenu de dim (Im) = rgu et dimF*= dimF, on obtient 
rg'u = rgu. O 


REMARQUE . — Comme nous l'avons vu au 9.3.5, 3°, le corollaire IT s’étend à des espaces 
de dimension infinie, mais la justification exige alors l’axiome du choix. 


4 Équations d'un sous-espace. — Soient E un K-espace vectoriel de 
dimension n > 0, et F # E un sous-espace de dimension p{l < p <n); Ft est 
un sous-espace de E* de dimension n — p > 1; il existe des systèmes générateurs 
de F! formés de formes linéaires non nulles; soit (x*, …, x*), avec naturellement 
m>n — p, l'un quelconque d’entre eux. On peut écrire : 


F={xeElVieN, <xf,x)>=0} 
et dire que les € x*, x> = 0 constituent un système d'équations de F. 
D'autre part F = A H;, où A; est l’hyperplan Ker x*. 
— Pour tout hyperplan H de E, F © H équivaut à H! © F1 (à cause de 
(H!} = Het(F!)° = F). Les hyperplans de E contenant F sont donc les Ker x*, 
x*eF4{0}, ie. les hyperplans d'équations ÿ A<xt, x) = 0. 


it 
— Naturellement, dans la pratique, on s’efforcera d'utiliser une base de 
F'{m = n- p). 
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e Inversement m hyperplans H,,…., H, de E ont pour intersection un 
sous-espace de E de dimension n — r, où r est le rang du système (H,, … H,) 
défini au 9.3.2,4°. 


9.4. MATRICES 


9.4.1. Notion de matrice. Matrice d’une application linéaire 


1° DÉFINITION. —- Z et J étant deux ensembles finis non vides, on appelle 
matrice de type ZxJ à éléments dans l’ensemble E, toute application de ZxJ 
dans E, c’est-à-dire toute famille d'éléments de E indexée par 7x J. 


L'image de (ë, j) sera notée «;; et la matrice M : (i,j) -— «;; sera notée 
M = Cal: el,jed- 
Dans la pratique on supposera 7 = IN, et J =IN,, et on parlera de 


matrice de type (n, p). On représentera alors une matrice M = [a;l,.n, jen, 
par un tableau rectangulaire : 


Uni Œn2 ve 


en convenant que l’image du couple (ii) eN, XIN, est l'élément situé à 
l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième colonne. 

Plus généralement, si 7 et J sont des ensembles totalement ordonnés 
on peut représenter la matrice par un tableau en rangeant les ie 7 dans 
l’ordre croissant de haut en bas et les j e J dans l’ordre croissant de gauche à 
droite. En fait si les indices sont notés de telle sorte que i, < … < à, et 
Ji <.… < jy une telle représentation revient à réindexer les coefficients en 
composant Les deux applications : 


Eh) Go) et  GD ta; 


On peut donc toujours se ramener au cas J=N, et J=N, 


NOTATION. — L'ensemble des matrices de type (#, p) à coefficients dans 
E sera noté A,(n, p}, par dérogation avec la notation générale, qui voudrait 
qu'on le désigne par ENr*Np, 


S’il n’y a pas d’ambiguïité, on peut se dispenser d’écrire l’indice E. 
On dira : (n, p) matrice, ou matrice (n, p) pour matrice de type (n, p), 
— E-matrice ou matrice sur Æ, pour matrice à éléments dans E. 
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2° Sous-matrices, — DÉFINITION. — Soit M une E-matrice de type ZxJ, 
on appelle sous-matrice de A (ou matrice extraite de M) toute restriction 
de Màl'xJ',avecl'clIetJ'cJ,(' #4 D, J' # ©). 

En pratique on obtient une sous-matrice de M en supprimant dans M 
un certain nombre de lignes et de colonnes. 

Lorsque I = IN, et J = N,, les sous-ensembles J' et J’ sont totalement 
ordonnés (par l’ordre induit) ; en appliquant la remarque ci-dessus, on peut 


réindexer la matrice par IN,.xIN,, mais ce n’est pas indispensable. 


CONVENTION. — Si on écrit : 


il est entendu que cela désigne la matrice indexée par IN; xIN, qui à (i, j) associe l’élément sur 
la ième ligne et la j-ième colonne. En écrivant : 


ef: 


on obtient une sous-matrice de M qui peut être réindexée par IN, xX N:. 


I s’agit là d'une généralisation de la convention qui a consisté à noter (a, b, …., /) la 
famille indexée par N,, par laquelle 1, 2, .., n ont respectivement pour images 4, b, …., À 


Matrices-lignes, matrices colonnes. — DÉFINITION. — On appelle matrice- 


ligne (resp. colonne) toute matrice de type I xJ telle que Card (1) = 1 (resp. 
Card (J) = 1). 


3° Matrices carrées. — DÉFINITION I. — On appelle matrice-carrée 
toute matrice de type ZX. 

Dans une telle matrice [x,;], la famille (x;;);.1 est appelée diagonale; ses 
éléments sont dits éléments diagonaux de la matrice. 

Lorsque 7 = J = N,, on parle de matrices carrées d'ordre n. L'ensemble 
des matrices carrées d’ordre » sur un ensemble E se note AÆ;(n), au lieu 
de An, n). 


DÉFINITION II. — On appelle matrice triangulaire supérieure (resp. 
inférieure) toute matrice carrée d’ordre n, [x;;], sur un groupe abélien, telle que, 
0 désignant l’élément neutre du groupe : 


VODENT G<i>a=0) [resp.(i<j — «= 0)]. 


DÉFINITION III. — On appelle matrice diagonale toute matrice à la fois 
triangulaire inférieure et supérieure, autrement dit toute matrice carrée d’ordre », 
L:;}, sur un groupe abélien, telle que : 


VODEN i£4j = a=0. 


316 ALGÈBRE LINÉAIRE 9.4.1 


Une telle matrice s’écrira : diag (011, …, æ,,). 


DÉFINITION IV. — On appelle matrice scalaire toute matrice diagonale 
dont les éléments diagonaux sont égaux. 


4 Matrice d’une application linéaire. — Soient E et F deux espaces 
vectoriels sur un même corps K, de dimensions finies respectives p et n 
(p>0et n > 0), munis de bases (1) e= (e,,.,e,) et f = (f1, …, f,). 


Tout vecteur x e E s'écrit, de manière unique : 
P 
x= } éje;. 
i=i 
De même tout vecteur y € F s'écrit de manière unique : 
ñ 
= À mf. 


Considérons maintenant w e £,(E, F), et proposons-nous d'exprimer les 
coordonnées de l’image y de l'élément x de Æ, en fonction des coordonnées 
de x. 


Le vecteur u(e;) s’écrit dans la base f : 


u(e;) = À CAE A <i< p)}. @) 
D'où : u(x) = u é 4e) = à éju(e)  (linéarité de w). 
On en déduit u(x) = È é, L af 
et u(x) = » 2 CATATE (distributivité). 


Ensuite la commutativité et l’associativité de l'addition dans F permettent 
d'écrire : 


€) Nous utilisons des lettres renforcées pour représenter les bases, et aussi les vecteurs 
qui les composent. 
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islj= 


“= À À at 


n P 
soit : u(x) = Ÿ (£ di s)#- 
d=1 s1 
L'unicité de La décomposition de y dans la base f permet d’écrire : 
VieN, m= Ÿ oué. @ 


REMARQUE, — Nous avons un peu détaillé le calcul qui précède, ce que nous ne referons 
plus dans la suite. Ce genre de calcul est très courant en algèbre linéaire et il importe de bien 
savoir manipuler les symboles Z et les indices. 


Les formules (2) sont appelées traduction analytique de l'application 
linéaire u. On constate que pour écrire ces formules, il suffit de connaître la 
famille (then, jen,» qui est une matrice. Ceci nous conduit à la définition 
suivante : 


DÉFINITION. — Soient E et F deux KX-espaces vectoriels de dimensions 
p>0etn > 0, e et f des bases de E et F, enfin 4 une application linéaire de £ 
dans F. | 


On appelle matrice représentative de dans les bases e et f, et on note 
Mat (u ; e, f), la matrice [w,,] € Æ4(n, p) déterminée par : 


VieN, ute)= Lajf. 


i=1 


REMARQUE. — On peut aussi définir «,; par : @; = Cf, u(e)). 


Dans la pratique, on retiendra que les éléments de la j-ième colonne 
de la matrice sont les composantes, dans la base f, de l’image par w du j-ième 
vecteur de la base e, selon le schéma : 


u(e;) … u(e)… u(e,) 


Mat (u; e, f}) = 
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THÉORÈME. — Les bases £ et f des K-espaces vectoriels E et F étant choisies, 
u > Mat(u; e, f) est une bijection de £LCE, F) sur A,(#, p). 

Etant donnée la matrice M = [x;;] de A,(n, p), cherchons ue £&(E, F) 
tel que M = Mat (v; e, f), c'est-à-dire tel que : 


n 
VjeN, ue) = L'af. 
Ps 

On sait (9.1.2, 7°) qu’une application linéaire est déterminée de manière 
unique par la donnée des images des vecteurs d’une base de l’espace de 
départ ; on obtient donc une, et une seule application u. 

On rotera que, dépendant du choix des bases, cette bijection n'est pas 
canonique. 

Cependant, dans le cas particulier où E = K°? et F = K", nous qualifierons 
de biection canonique de £.(K?, K") sur A{n, p) l'application qui à # associe 
la matrice M qui représente # dans les bases canoniques de KP et de K”, et nous 
dirons que w et M sont canoniquement associées. 


5° Application : matrice canonique d’une application linéaire. — 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles p et », 
et # une application linéaire de ÆE dans F, de rang r. Nous allons montrer 
qu'il est possible de représenter 4 par une matrice qui ne dépende que de 
n,p,r, mais pas de E, F, u, ce qui nous autorisera à la noter J, ,.,. 

Pour cela, après avoir rappelé que dim (Ker 4) = p—r, considérons un 
supplémentaire G de Ker # (de dimension r) et une base e de Æ adaptée à la 
décomposition E = G ® Keru, ce qui signifie que : 


(e;);en, est une base de G; (e,);.n,in, est une base de Ker w. 

(En fait on choisit des bases dans G et Ker u respectivement, et on les 
« réunit », ce qui fournit une base de G ® Ker w). 

La restriction de # à G est injective ; (u(e;));.n, est donc un système 
libre de vecteurs de F, que l'on peut compléter en une base f. (On a ainsi 
u(e;) = fipour i <j<r). 

Dans ces conditions : 


Mat (u; €, f) = 


ce qui s'écrit Mat (u; e, f) = J,,,,, quand on adopte la notation suivante : 
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NOTATION. — Soient n et p des entiers strictement positifs, r un entier 
tel que O & r < inf (r, p), et K un corps. On note J,, ,,, la matrice de A;(#, p) 
qui s'écrit sous la forme : 


où 1, est la matrice diagonale d’ordre r dont tous les termes diagonaux sont 
des 1 (4, = [6;;1), et où O,, ,. est la (k, k'}-matrice dont tous les termes sont des 
0 (étant entendu que si la notation conduit à un indice nul, la matrice corres- 
pondante est supprimée). 


6° Vecteurs-lignes, vecteurs-colonnes d'une matrice. — DÉFINITION. — 
Soit M = [alex jen, un élément de A,(r, p). 

On appelle j-ième vecteur-colonne de M, (1 < j < p), le vecteur c;e K" 
dont les composantes dans la base canonique de £” sont les éléments &;;, …,@,; 
de la j-ième colonne de M. 


On appelle i-ième vecteur-ligne de M, (1 < i < n), le vecteur !; e K° dont 
les composantes dans la base canonique de X7 sont les éléments &;,, …, & 
de la i-ième ligne de M. 


ip 


On notera que c; est l’image du j-ième vecteur de la base canonique de 
K? par l'application linéaire K? —+ K” canoniquement associée à M. 


9.4.2. Opérations sur les matrices 


1° Structure d'espace vectoriel de AH,{n, p}. — Nous gardons les 
notations du 9.4.7 : E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions p > 0 
et n > 0, munis de bases e et f. La bijection # + Mat(v; e, f) va nous 
permettre de transporter sur AC,{n,p) la structure d'espace vectoriel de 
£kCE, F), grâce à un procédé qui nous est maintenant bien connu. 

Etant donnés deux éléments À = [a;;] et B = [B;;] de #,(n, p), et un 
scalaire À de K, nous considérons les applications linéaires 4 et v, définies de 
manière unique par : 


A=Mat(u;e,f}) et B=Mat(v;e,f), 
et nous convenons que, par définition : 
A+B = Mat(u+v;e, f); A4 = Mat (lu; e, f). () 
Or nous avons, pour tout j EN, : 


ue)= Loft ve) LBuf, 


#=1 
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et donc : (u+v)(e;) = u(e;) + v(e;) = È Gui + Bip fr 
LE 
et: Qu)(e) = Aulfe) = 5 Auifi. 


t 


L 
ce qui prouve que A+B et ÀA sont les matrices de A,(n, p) définies par 
A+B=T[a;+B;l et 4 = [af @) 


Muni de ces lois définies par (1), Æ,{n, p) est un K-espace vectoriel 
isomorphe à ÎK(E, F), et donc de dimension np. En fait, les mêmes lois pouvant 
être définies par (2), la structure d’espace vectoriel est ainsi indépendante 
du choix des espaces E, F, et des bases e, f. Elle est cononiquement isomorphe 
à la structure d'espace vectoriel de £,(K?, K”), dans la mesure où on convient 
de rapporter K? et K” à leurs bases canoniques. 


REMARQUE. — An, p) est l’ensemble K!*? avec 1 = N,etJ=1N,. 


La structure que nous venons de définir n’est autre que la structure d'espace vectoriel 
produit. 


Base canonique de An, p). — Nous noterons O,,, l'élément neutre 
de l'addition de A, (n, p}, qui est la (#, p}-matrice dont tous les termes sont 
des 0. Soit M;;e A(n, p) la matrice dont tous les termes sont nuls, sauf 
celui de la ligne ÿ et de la colonne j, qui est égal à 1. On a manifestement, 
pour toute Me AL.(n, p}, avec M = [x;;]: 


np 
M = Y À Mie 


1=1 


ñ P 
D'autre part D Y Mi; n'est égal à O,. ? Que si et seulement si tous 
1=1 j=i 
les «;; sont nuls. 


(Mie Nn je N, COnStitue donc une base de A,(7, p) que nous appellerons 
la base canonique. (C’est en fait la base canonique de l'espace vectoriel 
produit K'/**, ou encore l’image par l’isomorphisme canonique de la base 
canonique de £,(K?, K")). 


2° Produit de matrices. — PROPOSITION. — Soient E, F, G des K-espa- 
ces vectoriels de dimensions finies non nulles p, #, », munis de bases e, f, g, 
et soient deux applications linéaires u : E — F et v: F — G. On pose : 


MatG;f9)=B=[85l  Mat(u;e,f) = À = [ay]. 


Alors la matrice Mat (vou; e, g), que nous noterons C = [y4] est donnée 
par : 


VGDeN, xN, Va 2 Bit - (o) 
j= 
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On notera que j, j, k parcourent respectivement IN,, N,, IN. 
Les y, sont donnés par les relations : 


(@ou)(e) = > Jui. 


En utilisant u(e) = Y onf 
FE 

on obtient : Gwou)(e) = D an 0(f5). 
1 

Or: o(f) = À Big. 


D'où : &ou)(e,) = E dix (£ fu) gi = È > Bi ) g:. 


j=1 


Les formules (1) s’obtiennent par confrontation des deux expressions 
de (vo u)(e), compte tenu de l’unicité des coordonnées dans la base g. [ 


Nous sommes ainsi conduits à poser : 


DÉFINITION. — Etant données la (m, n#)-matrice B = Ff;l, et la (r,p}- 
matrice À == [«;,], on appelle produit de B, (à gauche), par 4, (à droite), la 
(m, p)-matrice C = [:,] donnée par : 

VÉERDEN,XN, x = 2 Bijou G) 
55 


On note : C = BA. 
Avec cette définition, La proposition précédente devient : 


Mat(wou;e,g) = Mat (v; f,g) Mat (u; e, f). 
(Il est bien entendu que c’est la même base f de F qui sert pour u et v). 


Disposition pratique du calcul de C = BA. 


Colonne k 
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Cette disposition a l’avantage de permettre d’itérer l’opération selon le 
schéma : 


| Q | R [ete 
P | PO|PORI..…c 


Propriétés du produit matriciel. — a) Associativité. — Soient les matrices 
CeM,{m), Be ÂM,(m,n), À EeN,(n, p). 


On peut ainsi définir les matrices C(BA) et (CB)A ; ces matrices sont 
égales. 


b) Bilinéarité de l'application (B, A) + BA de M,fm, n)x An, p) 
dans Am, p). 


On a: (Bi+8,)A = B;A+B;,A 
B(A;+ 42) = BAi+ BA; 
A(BC) = (1B)C = B(AC) 


Ces deux propriétés sont des conséquences immédiates de propriétés 
analogues des applications linéaires. 


3° Retour sur la traduction matricielle d’une application linéaire. — 
Reprenons les notations du 9.4.7, 4° ; u e Ê(E, F) est représentée par : 


Mat(u;e, f)= M avec M=c;;. 
L'application s'écrit : 
P à n P 
x= À éey= Y nf; m= À «br 1<i<n 
jai i=1 jai 
Or une multiplication matricielle permet de constater : 


P 


Xi1.- Lip êi > CES 
T 


? 
Ant + np Ep D L 27 ë; 
T 


Nous retiendrons que : si X et Y désignent les matrices colonnes dont 
les termes sont respectivement les coordonnées de x dans la base e de E et les 
coordonnées de y dans la base f de F, et si M désigne Mat (u; e, f), alors 


VGMEEXF P=u(x) <> Y= MX. 
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4 Autre interprétation du produit matriciel, — Désignons par c1,...,c, 


les vecteurs colonnes de la (n, p}-matrice M et considérons le produit MX, 


êi 


avec X ={| : |. On obtientune matrice colonne, de vecteur colonne unique 


êo 
£itit+….+é,e,. Plus généralement le produit MP, où P e A,(p, q) sera une 
matrice (n, g) dont les g vecteurs colonnes seront des combinaisons linéaires 
de ci, C,. 


Plus précisément si P = [6], (1 <i<p, 1 <j< gq), ces vecteurs- 
colonnes s’écriront : 


cie ijti te +éppm  ( << a) 


Avec la même matrice M, un produit de la forme QAZ, introduirait de 
même des combinaisons linéaires des vecteurs-lignes de M. 


9.4.3. Algèbre des matrices carrées 


1° L'algèbre AM,(n). — On peut toujours effectuer le produit de deux 
matrices carrées de même ordre. La multiplication des matrices est donc une 
loi interne sur A,{n). On a vu au 9.4.2, 2° que cette loi est associative et 
distributive par rapport à l'addition et que : 


ViekK V(B,C)e(Mx{n))? (BC) = (48)C = B(C). 


Si l’on remarque qu’en outre cette multiplication admet pour élément 
neutre la matrice 7, = [6,;], (symboles de Kronecker), on peut affirmer que 
Aty{n) est une K-algèbre. Rappelons, au passage, que, pour nous, tout anneau, 
et toute algèbre aussi, possède un élément unité (en l'occurrence 1,), et notons 
que, si n > !, l’algèbre A,(n) n’est pas commutative ; c’est ainsi que le 
lecteur vérifiera (pour un corps K qui n'est pas de caractéristique 2) : 


1-1 I 0 1 1 1 0 1 -i 1-1 
-1 lo if 1-1]? Lo -1f L-s à] Li -1 
THÉORÈME. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension # > 0, et € 
une base de Æ. Alors u + Mat(u;e,e) est un isomorphisme de Palgèbre 
£X(E) sur l’algèbre AC, (n). 
Nous savons déjà qu'il s’agit d’une application linéaire bijective. Après 
avoir constaté que Id; a pour image Z,, on peut utiliser Mat (vou; e,e) 


= Mat(v;e,e) Mat (u; e, e) pour montrer qu'il s'agit en outre d'un isomor- 
phisme d'anneaux, et, par suite d'un isomorphisme d’algèbres. OI 
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REMARQUES. — a)ur—+ Mat (u; €, f} où e et f sont deux bases distinctes de E, n'est pas 
un morphisme d’algèbres (c’est seulement une application linéaire). 


b} Par la suite, il nous arrivera de noter Mat (u; e) pour Mat (u; e, e). 


2° Sous-algèbres de A{n). — PROPOSITION I. — L’ensemble D;(r) 
des matrices diagonales de Æ;(#) est une sous-algèbre commutative de A; (#7), 
isomorphe à la K-algèbre K”. 


Seule la vérification de la stabilité de la multiplication pose un problème. 


Soient les matrices diagonales B = [B;;] et À = [al ; a; et Bi, sont 
nuls dès que i # j 


Etudions BA = »,, avec; = Y Buu,. 
k=1 
Le produit B;,œ,; est nul dès que k # i ou k # j, et donc il est nul si ? # j. 


Ainsi : 
BA = diag (Bis, + Banttn)- 
En changeant les rôles de À et B, on constate que AB est la même matrice. 
(| 


Notons que l’ensemble des matrices scalaires de M,{n), formé des matri- 
ces À7,, À e K, est un corps isomorphe à K. 

PROPOSITION II. — L'ensemble %% (resp. 6x) des matrices triangulaires 
supérieures (resp. inférieures) de AÆ,;(7) est une sous-algèbre de An). 

Icion a a;;et f;; nuls dès que j < i. 


" 
Etudions y;; = © Pat dans cette hypothèse j < i. 

k=i 
Pour ke ÏN,, on ne peut avoir simultanément k > i et j > k, car cela 


impliquerait j > i. Dans la somme };;, tous les termes sont donc nuls, ce qui 
entraîne y;;, = 0. | 


On pourra remarquer que ÿ;; = fiitir. 


3° Groupe linéaire. — DÉFINITION. — On appelle groupe linéaire de type 
n sur le corps K, et on note GL,(n), le groupe multiplicatif des éléments inversibles 
de l’anneau A, (n). 

Ce groupe est isomorphe au groupe linéaire de tout X-espace vectoriel 
de dimension n, et, en particulier, à GL(K”). 


4° Centre de My(n). — THÉORÈME. — Le centre de A, (n) est constitué 
par les matrices scalaires. 


— Pour tout « € K, la matrice «7, commute avec toute matrice de AC; (n) 
et appartient donc au centre de AL(#). 


— Inversement soit B = [B;;] une matrice du centre de A4{n), c'est- 
à-dire une matrice telle que : 


| VAE Mx(r)  BA—-AB=0. 
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En posant À = [x;;], cela se traduit par : 


Y Ga. DeN? V(m ke IN? PA (Boni ik — Emi Be) = 0. 


Il s’agit d’écrire que, dans les égalités précédentes, le coefficient de 
chacun des «;; est nul. 


Pour (mn, k) donné, la nuilité du coefficient de «… s'écrit : Bu = Bus 
celle des autres coefficients s’écrit : 
Ba =0 si l£#k; Bu =0 si l#m. 
Finalement : 
B5=0 si i#j; Bii = Ba = + = Br 
ce qui s'écrit : B=8,,1,. 


9.4.4. Matrices sur un anneau commutatif 
Soient À un anneau commutatif, et A ,(n, p) l’ensemble des matrices de type (n,p) à 
coefficients dans À, 


1° Structure de A-module de X j(n, p}. — Introduisons sur cet ensemble : 


Ja loi interne (addition) : Lil + LB] = lei+ Bi 
da loi externe (à opérateurs dans 4): Ale = EL ay]. 


Il est aisé de vérifier : 
PROPOSITION : {A (r, p), +, -) est un 4-module. 


2° Multiplication de deux matrices. — Sous réserve que les dimensions le permettent, on 


Ê 
CB] x Ton] = [ru] avec = px Byrne 
Gun) Gp) (mp) 
Un calcul fastidieux, mais facile permet de montrer que, sous réserve de l'existence des 
produits mis en jeu, on a : 
C{BA) = (CB)A 


(Bi+B,) 4 = B,A+B,4 
B(Ai+ 42) = BAi+ BA; 
LA = 4 


ABC) = (B)C = BUC). 
On montre alors, dans le cas de matrices carrées : 


PROPOSITION. — (A {{n}, +, x, } est une 4-algèbre, non commutative en général. 
L'étude du 9.4.3 se généralise sans difficulté. 
Il va sans dire que ce plan d’étude est valable pour les matrices sur un corps. 


REMARQUE. — Les résultats précédents, liés à la représentation matricielle d’une appli- 
cation linéaire restent valable à condition de remplacer « K-espace vectoriel de dimension # » 
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par « 4-module admettant une base à # éléments » ; on peut, en particulier utiliser 4”, muni 
de sa base canonique. Nous étendrons d’ailleurs, au 10. 2. Z, 3°, le théorème de la dimension 
à un module, 


Il faudrait cependant se garder d’aller trop loin : parmi les résultats qui suivent, ceux qui 
concernent les matrices inversibles sont spécifiques aux matrices sur un corps. 


9.4.5. Transposition et matrices 
1° DÉFINITION. — Soit M = [x;;] une matrice de AÆ;(#, p). On appelle 
matrice transposée de Af, et on note ‘M, l’élément [B,;1 de Æ,(p, n) défini par : 
VGDEN,XxN, Bi = a. 


THÉORÈME. — Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions res- 
pectives p > O et nr > 0, munis de bases e et f. Pour tout ve£(E F), 
si M = Mat (u; e, f), alors ‘M = Mat fu; f*, e*) où e* est la base de E* 
duale de e, et où f* est la base de F* duale de f. 

Posons Mat (u ; e,f) = M = [a;j] et Mat ('u;f*, e*) = P = [B;] 

Nous savons que P est déterminée (remarque du 9.4.1, 4°) par 


VODEN,XN, By = <e*, 'u(f;)) 


En identifiant E et E**, ce qui conduit à écrire e** = e, et à intervertir les 
facteurs dans le crochet de dualité (9.3.4), on obtient : 


Bis = L'u(fÿ}, en, et: Bi; = FF, u(e;)) 
qui n’est autre que : Bij = dx. O 


COROLLAIRE I. — L’application A +— ‘M est un isomorphisme de 
Ar, p} dans A,(p, 7). 


CoROLLAIRE IL. — Si le produit BA existe, alors le produit ‘4'B existe et : 
(BA) = 'A'B. 


Ces corollaires sont la traduction de propriétés connues des applications 
linéaires. 
PROPOSITION. — Si 4 est une matrice carrée inversible, alors la matrice 
carrée ‘4 est inversible et sa matrice inverse s’écrit (‘4)7! = (471). 
Compte tenu de ‘(Z,) = Z,, le corollaire IL permet d'écrire (à partir de 
AT'A=1I,et 447! =1,): 
AA !)= I, et (A 7)'AeL,. on 


REMARQUE. — Les vecteurs-colonnes (resp. lignes) d’une matrice étant 
les vecteurs-lignes (resp. colonnes) de sa transposée, il sera possible de déduire 
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des propriétés des vecteurs-lignes d’une matrice, de propriétés connues des 
vecteurs-colonnes, et réciproquement. 
Par exemple si l’on transpose Y = MX (interprétation de y = u(x)), on obtient ‘Y = ‘X°M 


ce qui montre que y = u(x) peut aussi s’exprimer en utilisant les matrices lignes °X = (£, ….&,), 
FF = min.) et la matrice ‘M. 


2° Matrices symétriques, matrices antispmétriques. — DÉFINITION. — 
On appelle matrice symétrique toute matrice égale à sa transposée, et matrice 
antisymétrique toute matrice opposée à sa transposée. 


Il s’agit, naturellement, de matrices carrées. 


PROPOSITION. — Les sous-ensembles 5,(7) et Æ,(n) de A,{(n), respecti- 
vement constitués par les matrices symétriques d’ordre x et par les matrices 
antisymétriques d’ordre », sont des sous-espaces vectoriels de A,(n) ; si le 
corps K n’est pas de caractéristique 2, ils sont supplémentaires, de dimensions 
ru+n ” np 1) , 

Sx(n) et Æx(n) sont les noyaux des endomorphismes de A;{#7) définis par 


Me MM tt Mi M+'M 


(différence et somme de l’endomorphisme identique et de l’endomorphisme 
M + M). Ce sont donc des sous-espaces de A, (7). 

Etudions leur intersection. Si M = ‘M et M = —'M, alors M+M = 0, 
et donc M = 0, à cause de l'hypothèse sur la caractéristique de K. La somme 
Sx(n)+ Æxtr) est directe. Enfin cette somme est A,{(#), tout élément 4 de 
An) s’écrivant : 


respectives 


1 . 1 : 
À = 3 A+ A) +:4- À) 
avec : 


4+'4 e Sx(n) et 4-'4) E Ax(n). = 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier Le résultat concernant les dimen- 
sions. 


9.4.6. Rang d’une matrice 


Nous aurons à nous référer à l’étude du rang d’un système de vecteurs, 
à celle du rang d’une application linéaire (9.2.4) et à la définition des vecteurs- 
colonnes (9.4.1, 6°). 


1° DÉFINITION. — On appelle rang d’une matrice M et on note rg M le 
raug du système de ses vecteurs-colonnes. 


En particulier une matrice a pour rang 0 si, et seulement si tous ses vecteurs- 
colonnes sont nuls. Les matrices de rang 0 sont donc les matrices nulles. 
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THÉORÈME I. — Soit M = [a;,] une K-matrice (7,p), F un K-espace 
vectoriel de dimension #, (f1, …, f,) une base de F. Le rang de 4 est égal à celui 
du système des vecteurs de F 


ñ 
aj= LE œf 1<j<p. 

Ces vecteurs sont les homologues des vecteurs-colonnes de M (qui sont 
des vecteurs de K”) dans l’isomorphisme de K” sur F qui fait correspondre le 
vecteur f, au i-ième vecteur de la base canonique de K”. Or un isomorphisme 
conserve le rang d’un système de vecteurs. 0 


THÉORÈME II. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions 
nôn nulles p et n, # une application linéaire de Æ dans F. Le rang de u est égal 
à celui de la matrice (», p) qui représente # dans un couple (e, f), arbitrairement 
choisi, de bases de E et F. 


Soit M = [x;;] une telle matrice. Le rang de w est la dimension de l’image 
de u, c'est-à-dire le rang du système générateur de cette image constitué par 


les vecteurs 
Ê 


u(e;) = 2 CR 1<ji<p. 


D'après le théorème I, il s’agit du rang de M. 

COROLLAIRE I. — Pour une matrice carrée 47 d’ordre n, les assertions sui- 
vantes sont équivalentes : 

a) M est inversible ; c) M est inversible à droite ; 

b) M est de rang n; d) M est inversible à gauche. 


Désignons par M{(u) la matrice de A-(n) canoniquement assocke à l’endo- 
morphisme # de K”. On a: 


V(v)e(k")) MO)M(u) = 1, <> vou = Idyn 


Le corollaire en résulte, compte tenu d’une part du théorème précédent, 
d’autre part du 9.2.4, 3°. =] 
CoROLLAIRE II. — Une matrice et sa transposée ont des rangs égaux. 


Soit M une K-matrice (n, p) ; à M et à la matrice transposée ‘A on peut 
canoniquement associer un endomorphisme x : KP —> K" et l’endomorphisme 
transposé ‘u : (K7)* —> (KP}*, 

On sait que (9.3.6, 3°) : rgu = rg'u 

Or, d’après le théorème II : 


re M=rgu; rg'M = rg'u. O0 
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Du corollaire II et de la définition du rang d’une matrice, on déduit : 


COROLLAIRE III. — Le rang d’une matrice est égal à celui du système de 
ses vecteurs-lignes. 


REMARQUE. — Le rang r d’une (x, p) matrice vérifie : r < min (n, p), ce 
qui résulte par ailleurs d’un résultat sur le rang d’un endomorphisme. 

2° PROPOSITION. — Soient À et B des matrices (n, p) et (m, n). Alors : 

@ rg BA < min(rg À, rg B). 

(#) Si À est inversible rg BA = rg B; si B est inversible rg BA = rg 4. 


Il suffit d’appliquer aux applications linéaires u e C(K?, K')etue£(K", K") 
canoniquement associées à 4 et B la proposition du 9.2.4, 3°. 


9.4.7. Changement de bases 


1° PROPOSITION. — Soient Æ un X-espace vectoriel de dimension # > 0, 
e une base de E, P = [p;,] une matrice de Æ,(n). Pour que le système a des 


vecteurs a; = > pes (EIN,), soit une base de E, il faut et il suffit que la 
t=i 


matrice P soit inversible. 


En effet a est une base si, et seulement si rg a = n. Or (théorème I du 
9.4.6) : rga = rg M. Enfin (corollaire Ï du 9.4.6) on a rg M = n si, et seulement 
si M est inversible. O 


2° Matrice de passage. — DÉFINITION. — Soient E un KX-espace 
vectoriel de dimension # > 0, e une base (dite « ancienne ») de E, e’ une base 


(dite « nouvelle ») de E. On appelle matrice de passage de € à e', et on note 
P?, la matrice P = [p,;] définie par : 


VGEDEON)  py=<&,e) 


n 
Autrement dit:VjeN, e; = Ÿ pie, ou, schématiquement 
= 


Les mots « ancienne » et « nouvelle » bases utilisés dans la définition 
n’ont qu’unsens relatif ; ils sont commodes d’un point de vue mnémotechnique. 
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3° Formule de changement de bases. — PROPOSITION. — La notation 
étant celle de la définition précédente, pour tout vecteur x € £ on écrit : 


# 
ïl 
143 
tas 
AN 


17 ë ë 
Alors : 
X=PX', (P=P) 


Onaeneffet: x= ÿ 18 pti) = ÿ CS mé) 
j=i1 ( i=1V=i 


 E : 


De l’unicité des coordonnées dans la base e, on déduit 


n 
VieN, & = Ÿ Pub 


qui n’est autre que X = PX". 0 


4° Relations entre matrices de passage. On peut considérer Id; 
non comme un endomorphisme, mais comme une application linéaire d’un 
espace de départ Æ, = ÆE, dans un espace d'arrivée E, = E. 


Si on rapporte E, à une base e’ et E, à une base e, on a : 
VieN, Idg(e;) = e; 
et on constate ainsi : 
Mat (Is; e,e) = P* 


De même : 
Mat (Id, ; e, e') = P£ 


En utilisant : 
Mat ;f,g)Mat(u;e,f) = Mat@wou;e,g), 


et compte tenu de Id, © Id; = Id, on en déduit : 
Mat (Id, ; e,e) = PS P£; Mat (Ids; e’, e') = P£,P£. 
Dans ces égalités, les premiers membres ne sont autres que la matrice 
unité d'ordre n. D'où 


REMARQUES. — #) Cette méthode fournit la formule de changement de 
base X = PX' établie ci-dessus, et montre qu’on peut l'écrire X’ = PIX 
(ce qui s'établit aussi par : (Y = PX') <> (P-!X = PT 'PX")). 

Le calcul effectif de P7! à partir de P sera exposé au chapitre {1. 
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b) Plus généralement, on démontre par la même méthode : 


PEPE PE =1,, ou PSP = P°. Etc. 


Application : Orientation d’un IR-espace vectoriel de dimension finie. — 
Cette question est traitée au II.2.3.1. 


S° Changement de bases et matrices d’applications linéaires, 
Sont donnés deux K-espaces vectoriels E et F, deux bases e et e' de E, deux 


bases f et f’ de F. On note P = P£ et Q = PF. 
Pour tout y € Ê(E, F), il s'agit de comparer : 
M = Mat(u;e,f) et M'=Mat(u;e',f') 


En remarquant que Id, © u = u o Id, on est conduit à écrire, en utilisant 
la formule rappelée ci-dessus : 


Mat (Idçou:e',f) = Mat (I, ; f', f}Mat (u ; e’, f'), 
Mat (wold,:;e',f) = Mat (ue, f)Mat (Id, ; e’, e). 
Les premiers membres de ces égalités étant les mêmes, on écrit que les 
seconds membres sont égaux, soit : 
PÊM'= MP ou M'=Q@"'MP 
REMARQUE. — Plus simplement on peut traduire y = u(x) par Ÿ — MX, et utiliser 


X = PX'et Y = QY', cœ qui fournit Y' = Q7!MPX", que l’on compare à Y'=M'X: il 
ne faut pas oublier d’invoquer alors l’unicité de Mat (u ; e’, f') pour en déduire M' = Q7MP. 


6° Matrices équivalentes. — THÉORÈME. — Dans AÆ;(7, p), la relation 
binaire « ARB » définie par « il existe deux matrices Pe GL,{(p) et 
Q e GL,{n) telles que B = Q7! AP » est une relation d'équivalence, que l’on 
appelle équivalence des matrices (7, p). 


Démonstration directe : W A e Mn, p) A=(1) ‘AL, ; 
(B= Q7* AP) — (4 = (97) " BP *); 
((B=@Q"' AP) À (C=R °BS) — (C=(QR) ‘ APS). CO 


Autre démonstration. — On constate que deux matrices À et B de A. (n,p) 
sont équivalentes si, et seulement si toute application linéaire de K? dans K” 
traduite par À est susceptible d’être traduite par B, moyennant un changement 
des bases de KP et K”. 


THÉORÈME. — Deux matrices de AC,(n, p) sont équivalentes si, et seule- 
ment si elles ont le même rang. 


— La multiplication à gauche (resp. à droite) d’une (nr, p)—matrice 4 
par une matrice carrée inversible conduisant à une matrice de même rang 
que À (9.4.6, 2°), deux matrices équivalentes ont le même rang. 
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— D'autre part, tout endomorphisme de rang r de KP dans K” pouvant 
être représenté, dans des bases convenablement choisies, par une même matrice 
Ju, pr (C. 9.4.1, 5°), toute matrice de rang r de A,(n, p} est équivalente à 
Ty, p, » €t; Par transitivité, deux matrices de même rang de A;(n, p) sont équi- 


valentes. O 


7° Matrices semblables. — Nous limitänt à AÆ,(#), nous allons mainte- 
nant introduire une relation d'équivalence plus fine que la précédente. 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Dans AC,(7) la relation binaire « 4 R 8 » 
définie par « il existe une matrice P € GL,(n) telle que B = P7' AP » est une 
relation d’équivaience, que l’on appelle similitude des matrices carrées d’ordre n. 


Comme au 6°, on pourra faire une démonstration directe ou remarquer 
que deux matrices À et B de M.;{n) sont semblables si et seulement si tout 
endomorphisme de K" traduit par À est susceptible d’être traduit par B, moyen- 
nant un changement de base de K". 


Propriétés des matrices semblables. — a) Si À et B sont semblables, ‘A 
et ‘B le sont. 
B=P AP entraine ‘B='P'A(P 1, ou ‘B=QT'AQ avec 
Q=(P )= (CP). 

b) Si A et B sont semblables, alors, pour tout meN, A" et B" sont 
semblables. 
De B = P7! AP, on déduit par récurrence: VmeN B"=P"1'A"P. [] 


c) Si À et B sont semblables et si À (resp. B) est inversible, il en est de 
meme de B (resp. À) ef, pour tout me Z, 4" et B" sont semblables. 
De B=P"'AP et de l’existence de 47! résulte celle de 
BL PTEATTR. [] 
— La question de la caractérisation des classes de similitude de X{n) 
sera étudiée au chapitre 12. 


EXERCICES 


9.01. — Dans l’espace vectoriel des applications continues de ]0, 1[ dans R, 
étudier la dépendance linéaire du système (f, fof, fofof), où f est définie par 
SG) = Log (1+x). 

9.02. — Au système (4;),. ; de réels deux à deux distincts appartenant à [0, 1], on 
associe le système (/:);. ; des applications de IR dans IR définies par f(x) = |x-a;l. 
Le système (fi) est-il libre dans l’ensemble des applications continues de IR dans R ? 


9.03. — Dans l’espace vectoriel IR, comparer les sous-espaces respectivement 
engendrés par les familles (g,), «x et (W,}, en, avec : 
PAx) = cos nx, ÿ,(x) = cos" x. 


9.04. — Soit E l’ensemble des suites (x,), .n de réels telles que sup xl soit 
fini. Montrer que E est un R-espace vectoriel. ren 
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9.05. — Soient E un K-espace vectoriel, E’ et E” deux sous-espaces strictement 
inclus dans E. Montrer que E’ L E" est strictement inclus dans Æ. On pourra remarquer 
que cette propriété est en réalité une propriété des groupes. 

Plus généralement si K est un corps infini et si E;, …, E, sont # sous-espaces 

i=n 

vectoriels strictement inclus dans E, alors U E, est strictement incluse dans E. 
i=i 

Montrer que ce résultat peut être faux sur un corps fini. 


9.06. — Soient £ un K-espace vectoriel, £, et E, des sous-espaces supplémen- 
taires de E. On pose : F = {ue £(E) Keru = E, et Imu = E,}. 

Montrer que ia restriction à £, de tout élément de F induit un-automorphisme 
de £;,, et que | est un groupe isomorphe à GL(E;). 


9.07. -— Soient K un corps fini, de caractéristique p, et P le sous-corps premier 
de K{(cf. 3.4.3). Montrer que K est un P-espace vectoriel de dimension finie. En déduire 
que le cardinal de K' est de la forme p” (n > 1). 


9.08. -— Soient L un corps commutatif, X un sous-corps de Z, a un élément de 
Æ\K tel qu'il existe un polynôme non nul P e X[X1] vérifiant P(a) = 0. 

1° Montrer que l'ensemble E des combinaisons linéaires finies, à coefficients 
dans K, des puissances de a est un K-espace vectoriel de dimension finie. 


2° Montrer que E est un corps. 


9.09. — Soient Æ un X-espace vectoriel de dimension finie n, F, et F, deux 
sous-espaces de E, de même dimension. Montrer qu’il existe un sous-espace F de E, 
supplémentaire dans E à la fois de F, et de F,. 

On raisonnera par récurrence sur #—dim F, et on commencera par démontrer 
que si G, et G, sont deux sous-groupes de G, inclus strictement dans G alors G, LU G;, 
est inclus strictement dans G. 


9.10. -— Soient «,,&,, … @, des réels, non nuls, et soient do. Ai, …, À, un élément 
de R"*! distinct de (0,0, …, 0). Par récurrence sur n, montrer que, dans l’ensemble 
IR* des réels strictement positifs, la fonction x = 45+4,x" +... +1,x% ne s'annule 
qu’en un nombre fini de points. 

Soit alors un ensemble 4 et / une application de 4 dans R% telle que (4) soit 
une partie infinie de R*. Montrer que la famille (f°), . R est libre dans F(4, R). 


9.11. — Soient X un corps commutatif, K’ un sous corps de K, et E; un K-espace 
vectoriel. Montrer que E et K peuvent être considérés comme des K'-espaces vectoriels, 
que l’on note E,. et Kx. Montrer que si Ex et K4 sont de dimensions finies n# et m, 
alors E4. est de dimension =". Enoncer une réciproque. 


9.12. — Soit E. l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, de degré 
inférieur ou égal à n. 

1° Montrer que la famille des polynômes {(#+h)"},. A est une famille géné- 
ratrice de E. De manière plus précise montrer que si ho, k,, …, #, sont (n#-+ 1) réels 
deux à deux distincts la famille {(X+4h)"}o « ; < , est une base de E. 
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2° Soit 8 l’ensemble des endomorphismes de E tels que pour tout À réel, pour 
tout polynôme P de Æ on ait : ®[P(X+4)] = œ[FP](X+h). Montrer que & est une 
sous-algèbre de £(E) de dimension n+1. 


9.13. — Soit E un espace vectoriel de dimension # sur un corps commutatif K, 
et a un vecteur fixé dans E. Caractériser tous les endomorphismes # e £(E) tels que : 
VxeE (a,x,u(x)} soit un système lié. 


9.14. — Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie, V un sous- 
espace de Æ. On considère l'espace L,(E, F) = {ueL(E, F)|V « Keru}. 


Montrer qu'il s’agit d’un sous-espace de £(E, F) et calculer sa dimension. 


9.15. — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. 
Trouver une condition nécessaire et suffisante pourqu'il existe un endomorphisme 
Jf de E tel que Imf = F et Kerf = G. 


9.16. — Soit E l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables de période 
2x sur R et soit # l’endomorphisme qui à jf associe f". Déterminer Ker # et Im x. 
À:t-on E = Ker u © Im u ? 


9.17. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et # e Ê(E) un endo- 
morphisme de E. L'ensemble des endomorphismes v de E tels queuov=vou—=0 
est un sous-espace de £(F) de dimension (dim Ker #)?. 


9.18. — Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E ; montrer les 
équivalences : 
Kerfnimf= {0} <= Kerf? = Kerf 
FE) = f(E) <+ E=Imf+Kerf 
[Ker f et Im / sont supplémentaires dans E] <=—- lil existe deux sous-espaces 
Fet G supplémentaires dans E, stables par f tels que la restriction de / à G soit nulle 
et tels que f induise sur F un automorphisme]. 


9.19. — On admettra que dans un K-espace vectoriel, tout sous-espace admet 
un sous-espace supplémentaire. 

Soient Æ, F, G trois K-espaces vectoriels. 

1° Soient ue L(E, F) et ve£(E, G). Pour qu'il existe we £(F, G) tel que 
v = w O 4, il faut et il suffit que Ker # € Ker v. 

2° Soient ue £(E, G}) et ve £(F, G). Pour qu'il existe we £(E, F) telle que 
u = vo w, il faut et il suffit que u(E) € w(F). 

3° Soit ue £(E, F). Pour que # soit surjective (resp. injective) il faut et il suffit 
qu'il existe ve L(F, E) telle que 0 o = Id4 (resp. vo u = Id;). 

4° Déduire du 1° que, pour ue LE, F), Imfu =(Ker u). 


9.20. — Soit E un K-espace vectoriel (la caractéristique de K étant différente 
de 2} et p et g deux projecteurs de E. 

1° Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que p+g soit un 
projecteur est que p © g + go p = 0 ce qui est encore équivalent àpog=qgop=0. 
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2° L'endomorphisme p+gq étant un projecteur, montrer que 


Im(p+g) =Imp ® Img. 
Déterminez Ker (p+4). 


9.21. — Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Montrer qu'un 
endomorphisme u de Æ commute avec p si et seulement si Kerp et Imp sont 
stables par x. 


9.22. — Soit E un MR-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que 
= I 

1° Montrer que f est un isomorphisme de E. Soient p éléments de E tels que les 
2p—1 éléments de E : e,, e,,.…., e,, f(e;), …, f(e,-,) soient indépendants ; montrer 
que les 2p éléments de E, e,,e,,.…., e,, f(e1), …., f(e,) sont indépendants dans E. 
En déduire que si E est de dimension finie alors dim E est paire. 

2° Réciproquement montrer que dans tout espace vectoriel de dimension finie, 
paire, il existe un endomorphisme tel que f? = —J,. 


9.23. — Soit F l'ensemble des polynômes #-homogènes de C[X, F], (7 > 2). On 
désigne par à et Æ les parties de Ÿ respectivement constituées par : 
— les polynômes divisibles par X2?+ Y?, 
&P  d°P 
— les polynômes P tels que : —— +—— = 0 
ë FX or 


Montrer que Q et 3 sont deux sous-espaces supplémentaires de Ÿ. 


9.24. — Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel E de Œ[X, Y] constitué 
par les poiynômes P tels que : deg, (P) < 2 et deg, (P) < 27? 
2 
Montrer que u(P) = __ détermine un endomorphisme de E, dont on 


étudiera l’image et le noyau. 


9.25. — Soit 4e AM,(2), non scalaire. Trouver toutes les matrices de .#,(2) 
qui commutent avec 4. Montrer que ces matrices forment un espace vectoriel, en 
trouver une base et en déduire que pour tout n € IN, il existe (1, u) e K tel que 
A" = +4. 


9.26. — Soient y un endomorphisme de €” tel que #" = 1d(C"), E un sous-espace 
de C” stable par v, p une projection de €" sur E. 


1 . 2 
On pose : = — Kopou“#, 


Montrer que g est un projecteur et que Ker 4 est supplémentaire de E. 


9.27. — Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie n, et u, v deux endo- 
morphismes de E tels que » © u = 0. 


Trouver une inégalité liant le rang de x et le rang de v. Peut-il y avoir égalité ? 
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9.28. — Soient E, F, G trois espaces K-vectoriels de dimension finie, f une appli- 
cation linéaire de E dans F, g une application linéaire de F dans G. 


Montrer que : 
ref +reg — dimF< r8(g0/f) < inf [rga, ref]. 

D'une manière analogue si f et g sont deux applications linéaires de E dans F 
montrer que: (rgf — rgg| < r8(/+g) < rgf + 18g. 

9.29. — Soient ue £(E, F), n = dim£E, N = Keru. Etablir : 

1° Pour tout sous-espace G de E : dim #4{G) = dim G — dim(Wn G). 

2° Pour tout sous-espace H de F: 

dimu”'(H) = n + dim(Hnu(E)) — rgu. 

9.30. — Soient Æ un K-espace vectoriel, x un système de n vecteurs de E, de 

rang s. On extrait de x un système x’ de n° vecteurs de rang s’. Montrer : 


n—s > n'—s!. 


9.31. — Suites exactes. — Soient Es, …, E,, des K-espaces vectoriels. On dit 
que le diagramme : 
fi fa Sani Ja 
És — E, — EE, —E, @) 


est une suite exacte si : Im/, = Kerf,,,, (1 <i<n—1l). 


1° a) Etant donnés la suite exacte (1) et deux ensembles O = {0} et O’ = {0'}, 
à quelle condition peut-on prolonger (1) en une suite exacte : 


fo fi fn 
O0 — Es >. — E, — O'. 


b) Supposant que cette condition est remplie et que les Æ, sont de dimension 
finie, vérifier : 
= 


Ÿ (—1Ÿ dim E, =0. 


2° Soient E' et E” deux sous-espaces d’un K-espace vectoriel E tels que 
E'nE" = {0}. Exhiber une suite exacte : 


f 8 
O—E NE"—E'xE" —EÉ'+E" — 0. 
En déduire que, si E’ et E" sont de dimension finie : 
dim(£' NE") + dim(E'+£") = dim £’ + dim E”. 

9.32. — Lemme des cing. — On donne 10 espaces vectoriels et 12 applications 
linéaires, de façon à avoir dans le diagramme suivant, une suite exacte par ligne et 
des sous-diagrammes commutatifs : 

s h k 
A+ B—>C—D— 


Le 


CT 
5 


: 
DE 


A Se 
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Vérifier que les trois assertions suivantes sont vraies : 
(p surjective) À (g et s injectives) —# (r injective) 
(£ injective) À (g et s surjectives) = (r surjective) 
(p surjective) À (rinjective) À (get s bijectives) = (r bijective) 


9.33. — Montrer que si E, et E, sont des sous-espaces supplémentaires du 
K-espace vectoriel E, alors Et et E sont des sous-espaces supplémentaires de E*, 


9.34. — Soient E = IR,[Y1], et a, b des réels distincts et non nuls. Les formes : 
FPE P(a), pÉ: Pr P(b), ps: Pr P(0) 


sont-elles linéairement indépendantes ? 


Même question pour les formes : 
zt: Pr P'(a), 2: Pr Pb}, 2$: Pr P'(0). 


Etudier ensuite le cas où E = R;,[X]. 


9.35. — Soient E = R,[X}, et a, b, c des réels deux à deux distincts. Les quatre 
formes linéaires : 


Pi Pt Pa); :Pre PP); m:Pr P(d 
b 
piiPr [ Pr) dt 
a 
sont-elles linéairement indépendantes dans E* ? 


9.36. — Soient E = K,[X], et ae K (donnés). À tout ke [0, »], on associe 
yË e E* définie par yX(P) = PY(a). Montrer qu'on obtient ainsi une base y* de E*. 
Trouver la base de Æ dont y* est la duale. 


9.37. — Soient E un K-espace vectoriel, y* et z* deux éléments de E*\{0}. 
Montrer qu'il existe xeE tel que <y*,x > Çz*, x) #0. 


9.38. — E et F sont des K-espaces vectoriels (pas nécessairement de dimension 
finie), Yet W des sous-espaces supplémentaires dans £. On pose : 


LyCE, F) = {uef(E, F)|VxeV u(x) = 0}. 
1° Montrer les isomorphismes : £,{E, F) = £(W, F) = £(E/V, PF). 
2° Montrer : Vi = W*, 
3° Soit fe £(E, F). Montrer Im 'f = (Imf}*. 


9.39. — On pose E = HA(2, 2}. Soit À = [! il : 


Montrer que # + 4X est un endomorphisme de E. Noyau ? Image ? 
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9.40. — K est l’ensemble des (2, 2)-matrices de la forme : 
m=-| dE 2] (m, n) e C? 
A m 


1° Montrer que K'est un corps. 
2° K'est-il un C-espace vectoriel ? 
3° Montrer que K est un R-espace-vectoriel et trouver une base. 


9.41. — L'ensemble des matrices : 
& X y 2 
M, y) = Êé ou GreR 
est un corps isomorphe à €. 
9.42. — Soit À un anneau commutatif. Montrer que l'ensemble G des matrices : 
1 x 2 
M=|0 1 y |,(x32)e 4° 
0 © 1! 


est un groupe multiplicatif. Déterminer le centre de ce groupe. 


9.43. — Etudier l’ensemble des matrices de A &(4) : 


a —b -c —-d 
b a —d € 
Dane lt Does 
d —c b a 


1 —1 06 1 
matrices de la forme al+BS, (a, b réels) : 


1° Structure de E ? 


2° Condition pour qu’un élément de E soit inversible. 


9.44. — On pose $ = bi il et 1 = É ?] . Soit E & AR(2), formé des 


9.45. — Soit (M; jhien,, jen, 1 base canonique de A; (7), introduite au 9.4.2, 2°. 
ni 


On considère la matrice: A = Ÿ a, Myus1, (ax € K). 
k=1 


1° Calculer 4°, pour p e N\{0}. 
2° Calculer l'inverse de la matrice 7,— A. 


9.46. _- Produit de deux matrices par blocs. — Soit À une matrice sur K. On 
appelle bloc toute sous-matrice de A obtenue en utilisant des lignes consécutives 
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et des colonnes consécutives. C’est ainsi qu’on peut décomposer en deux blocs : 


A =[ 4: 4], @=p+p) 
{n, p) (a, p') (np) 

B' l}œ.9 
B =| », @œ=p+p) 


@.e B" je”, a) 


Montrer qu'avec ces notations : 4 B— À! B'+4" B", 
Si l’on décompose chacune des matrices B' et B” en deux blocs, de façon que : 


B = BB @, 4) @,a"} 
Bi: B; (CAT PETAT ES) 
On a alors : A°B = [A'B,+4"B": A'B,+4"B;]. 


Justifier cette écriture et généraliser. 


9.47. — On donne deux réels B et y et on désigne par M € A(n) la matrice 
[x telle que x;; est égal à ff ou à y selon que +} est impair ou pair. Montrer 
qu'il existe deux réels À et u tels que M? = 1M?+yM. 

Calculer À et y. 


1 1 0 
9.48. — Soit A =| O 1 1 |. Calculer 4°: 
0 01 


1° Par calcul direct. — 2° En remarquant que (4—1)° = 0. 


2 3 -2 1 2-1 
9.49. — On donne les matrices À = 4-1 -2|et C= 2 -1 -1 
0 1 0 —1 2 0 

Déterminer B telle que A = BC. 
—2 LH 1! 1 2 —1 
Même question avec : A= 8 1 -S5|et C=— 2 —1 —1 
4 3 -3 —5 0 3 


9.50. — Soit « un réel donné, non nul. On pose : 


œ —1 0 
M=|1 & 0 
0 0 œ 


1° Expliciter M7! et (M7 1)2. 
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2° La fonction @,(x) = e% (a sin x+b cos x+c) possède une primitive de la 
forme ®,(x) = e% (4 sin x + Bcos x+C). Vérifier : 


A a 
B|-M | 
C € 


3° On suppose ici « > 0. En déduire l'existence de : 


F,(G) = ( te" (a sint+b cos t+c) dt. 


—œ 


Montrer : 
EG) = e% [(xA— 4") sin x + (xB—B') cos x + (xC—C")] 


et exprimer 4’, B', C' à l’aide de a, b, c et de (M7 !}?. 
1 2 3 1 3 2 
9.51. — Montrer que les matrices] 3 1 2 |et} 2 1 3 |sont semblables. 
2 3 1 3 2 1 


9.52. — On donne 4e M,(r) de la forme À = «i,+BX'Y, avec 
tX= {4.4 et ‘Y = [un] 
1° Montrer : VpeN\{0} AP = a,1,+b,4 
et expliciter a, et b,. 


2° Application numérique : B = —a = 1 et °X = °Y = [1...1}. 
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FORMES MULTILINÉAIRES, 
DÉTERMINANTS 


Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commu- 
tatif et la théorie fait intervenir des K-espaces vectoriels. 

Le lecteur vérifiera que — sauf rares exceptions 
qui sont indiquées par le signe X — les raisonnements 
n'urilisent que des propriétés communes aux espaces 
vectoriels et aux modules, si bien que la plupart des 
résultats sont valables quand on remplace : 


— K par un anneau commutatif À, 


— les K-espaces vectoriels et leurs sous-espaces 
par des A-modules et leurs sous-modules. 


Les lettres renforcées désignent soit des vecteurs, 
soit des systèmes de vecteurs. 


10.1. APPLICATIONS MULTILINÉAIRES 


Dans ce paragraphe, on ne fait aucune hypothèse 
de dimension. 


10.1./. Notion d’application p-linéaire 


Nous nous proposons d’étendre la notion d’application bilinéaire définie 
au 9.1.1. 


Nous nous donnons un entier strictement positif p, et des K-espaces vecto- 
riels E,, …, E, et F; nous considérons E, x... x E, comme muni de sa structure 
d'espace vectoriel produit. 


1° DÉFINITION I. — On dit qu’une application f': E, X..xE, — Fest 
p“inéaire (bilinéaire pour p = 2, trilinéaire pour p = 3) si, et seulement si, 
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pour tout entier / EN, et pour tout système de vecteurs &, € E,, k eN,\(j}, 
lPapplication de E; dans F déterminée par : 


LR CPE js Xj Ajhiores a;) 
est une application linéaire. 


DÉFINITION IT. — Une application p linéaire de E, x... XE, dans K est 
dite forme p-linéaire. 


2° Propriétés des applications p-linéaires 
— Toute application linéaire E — F est l-linéaire, 


— L'image d’un p-uple dont un vecteur est nul, par une application p-linéaire 
est elle-même nulle, 

— L'application nulle de E; x... xE, dans F est, en même temps, p-linéaire 
et linéaire, 

— Inversement soit, pour p > 2, une application p-linéaire non nulle 
J'Eix..xE, — F. Alors f n'est pas linéaire. 


En effet tout YeE, x... xE, peut s’écrire X = 5. X,, où X; est un p-uple dont tous les 


vecteurs sont nuls, sauf peut-être le i-ième ; en tout cas un des vecteurs au moins du p-uple 
X; est nul, ce qui entraîne f(X,) = 0, en désignant par @ le vecteur nul de F. Si f'était linéaire 


LA 
onaurait donc:V Ye, x...xE, f(X) = Y f(X:) = 0. Contradiction avec la non-nullité de f. 
ei 


— Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 


THÉORÈME. — L’ensemble des applications p-linéaires de E,X..XE, 
dans F est un sous-espace de l’espace vectoriel des applications de Ex... XE, 
dans F ; ce sous-espace se note © ,(E;, …, E, ; F). 

Dans la suite, nous nous limiterons au cas où F,, …, E, sont égaux à un 
K-espace vectoriel E; nous parlerons d'applications p-linéaires sur E à valeurs 
dans Fet, pour F = K, de formes p-linéaires sur E; au lieu de £,(E, …., E; F), 
nous écrirons £,(E ; F) et même f,(E) s’il s’agit de formes. 


10.1.2. Application p-linéaire symétrique, antisymétrique, alternée 


On considère un entier strictement positif p et deux K-espaces vectoriels 
E et F. On désigne par 6, le groupe symétrique de l’ensemble N, = {1, …, p}, 
par U, le sous-groupe alterné de G,, enfin par £,(E ; F) l'espace vectoriel 
des applications p-linéaires sur Æ, à valeurs dans F. 


1° On peut faire opérer G, sur £,(E ; F) en convenant que, pour tout 
se G, et pour tout fe £,(E ; F), o(f) désigne l'application de E? dans F 
déterminée par : 


LACTEES x) EE?  o(f}(xi,… x,) = fu» A Xp) 
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Il est bien évident en effet que o{(f) est p-linéaire, que, po désignant p © ©, 
VU venin vaoeG) pe = PEN) 
et enfin que, e désignant l’élément neutre de G,, on a : 
VIEL (EP  e(N=f 
2° DÉFINITION. — Une application p-linéaire / sur E à valeurs dans F 
est dite : 


— symétrique si et seulement si : 
Voeë, o(f) =f, 
— antisymétrique si et seulement si : 
VoeëG, o(f) = (of, (e(o) : signature de o), 


— alternée si et seulement si elle associe le vecteur nul de F à tout 
p-uple de E° dont deux des vecteurs sont égaux. 


THÉORÈME. — Soit fe£,(E;F). Pour que f soit symétrique (resp. 
antisymétrique) il faut et il suffit que, pour toute transposition 7 € 6, : 


UN) =f  Gesp. (f) = —F). 


Une transposition étant une permutation de signature —1, la condition 
est nécessaire. On montre qu'elle est suffisante en utilisant le fait que, en outre, 
toute permutation est un produit de transpositions et que la signature d’un 
produit de permutations est le produit de leurs signatures. 


THÉORÈME. — Soit f e £,(E; F). Si fest alternée, alors f est antisymétrique. 
Pour toute transposition r e G, et pour tout p-uple (x,,…., x,) € EP, le 
caractère alterné de f permet de constater que, j et k (j < k) désignant les 
entiers transposés par t, 
PCs Xi ja jen es Xe RE XR Xp ee) 


est Le vecteur nul de F. Or, en utilisant la linéarité de f en le j-ième argument 
puis, par deux fois, la linéarité de f en le k-ième argument, on peut exprimer 
le vecteur considéré sous la forme de la somme de quatre vecteurs, dont deux 
nuls, à savoir 


SC x, Xp …) et Css Ris) 
Les deux autres ont une somme nulle ; or ils s’écrivent : 
FC Xp es Xp) et UP), x ee x). 
On en déduit que la condition suffisante du théorème précédent est remplie. © 


THÉORÈME. — Soit fe£,(E; F). Si le corps K n’est pas de caractéristi- 
que 2 et si f'est antisymétrique, alors / est alternée, 
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Soit (x:, …, x,) un p-uple de E? tel que x, = x,, j # k ; désignons par + 
la transposition qui échange j et k ; f et t(f) donnent de (x:, …, x,) : 

— d’une part la même image puisque x, = x4, 

— d'autre part des images opposées puisque t(f) = —f. 

On en déduit : 2%: x,) = © (0: vecteur nul de F) 
et, puisque K n’est pas de caractéristique 2 : f(x1, …, x,) = 0. 0 

3° THÉORÈME. — L'ensemble des applications p-linéaires symétriques (resp. 
alternées) sur E à valeurs dans F est sous-espace vectoriel de f,(E; F); on 


le note S,(E; F), (resp. #, (E; F)], et même S,(E), [resp. #,(E)], lorsqu'il 
s’agit de formes. 


La démonstration, facile, est laissée au soin du lecteur. O 


4 Prolongement d'une application p-linéaire. — Soient £' et E" deux 
sous-espaces supplémentaires d’un K-espace vectoriel E, et f” une application 
p-linéaire de E' dans un K-espace vectoriel F. Désignons par @ la projection 
sur E”, parallèlement à E”. 


L'application f de E’ dans F définie par : 
Ge x) = fe) px) 


est une application p-linéaire sur Æ, à valeurs dans F; f’ est la restriction de 
f à (E'}. Notons que si f’ possède l’un des caractères : symétrique, alternée, 
non nulle, il en est de même pour f. 


S° Symétrisation et antisymétrisation d’une application p-linéaire. — 
THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit fe£,(E;F). Les deux applications 
S{f) et A(f) de E’ dans F définies par : 
Sf)= Y off) et A()= Y &(o)o(f) leo): signature de 6] 


e6p S€6p 
sont respectivement symétrique et alternée ; on dit que S(f) est la symétrisée 
de f et que A(f) est Pantisymétrisée de f. 
— Sommes d’applications p-linéaires (cf. 1°), S(f) et A(F) sont p-linéaires. 
— Pour tout p € G,, nous avons : 


PEU = E pGf)) et p(S))= © paf). 


EG? 5e6» 


Mais, p étant fixé, « +—+ o' = po est une bijection de 6, sur lui-même, 
ce qui permet d’écrire : 


PS) = X 0) ou  p(S()}= S(). 


a'e6p 


Le caractère symétrique de S(f} en résulte. 
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— Pour prouver le caractère alterné de A(f). étudions l’image par A(f) 
d’un p-uple (x, …, x,) e E° pour lequel il existe deux indices distincts j et 4 
tels que x; = x, ; ï désignant la transposition qui échange j et k, o + 10 
définit une bijection du groupe alterné U, sur G,\1,. Au lieu de 


AG)= X o)o(f)+ L, e(ro)(xo(f)), 
on peut donc écrire (en tenant compte des valeurs des signatures) : 
AP) = À G(f)—vo(f)). 
geup 


AP) (1, …, x,) est ainsi une somme de vecteurs de la forme 


Ye = fu» …. Xp) —/Ecotiy En Xro(p)) 


Or, pour o donné, y, est nul, comme différence des images par f de deux 
p-uples égaux ; en effet, pour tout k e IN, on a : x) = Xeoçhy 


— d’après oh) = to(h) lorsque o(h) € {j, k}, 
— d’après x;=x, lorsque o(h)ef{ j, k}. 
En conclusion : AN) Gi x,) = 0. 


6° THÉORÈME. — Soit fe 4,(E; F). On ne change pas la valeur prise 
par / sur un p-uple de E° en ajoutant à l’un des vecteurs une combinaison linéaire 
des autres. En particulier / prend la valeur O sur tout p-uple constituant un système 
lié. 

Soit & un élément de IN, ; tous les p-uples considérés ayant en commun les 
vecteurs d'indices j # k, qui seront notés 4; nous avons, par la linéarité de 
en le k-ième argument : 

fésa+Yda,.)-fta,.)= YAf(. a.) 
EET jrk 

Au second membre, les p-uples qui interviennent ont tous deux vecteurs 
égaux, d'indices distincts j et k ; le second membre est donc 0,, d’après le 
caractère alterné de f. 

Le résultat relatif au cas particulier s’obtient en remplaçant a, par 0,, 


et en utilisant : 
SC 07) = Op. 


10.2. DÉTERMINANTS 


10.2.1. Formes p-linéaires sur un espace vectoriel de dimension 
finie 


Soient # un entier strictement positif et Æ un K-espace vectoriel qui admet 
une base finie e = (e,, …, e,) ; la base de E* duale de Eest notée e*=(ef,.…,e*). 
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Pour commencer, nous allons exhiber un élément non nul de l’espace 
vectoriel Æ,(E) des formes #-linéaires alternées sur E. 


1° Déterminant dans la base e. — L'application de E” dans K définie 
par 


2 
Gi x) + ÏT <é, x 
J=1 


est visiblement une forme n-linéaire sur E ; elle admet donc (10.1.2, 5°) une 
application antisymétrisée, qui est une forme #-linéaire alternée sur E. 


Cette forme, dite déterminant dans la base e, sera notée det,. Elle est 
définie par : 


det, (x1, .…., x) = D e(o) LL <ef, Xatpd (eo) 
j= 


SEGn 


En particulier, en utilisant <eÿ, Exp) = Ôj, on (symbole de Kronecker), 
on obtient : 


det.(e, …e)= À eo) IT CHUTÉ 
je 


TEGn 


Pour s donnée, le produit des n scalaires 6, ,ç; est non nul (et égal à 1), 
si et seulement si pour tout j e IN, o(j) est égal à j, c’est-à-dire si, et seulement 
si o est la permutation identique (dont la signature est 1). Ainsi : 


det,(e,, …, e,) = I. @) 


On en déduit que l’espace vectoriel Æ,(E) n’est pas réduit à la forme 
nulle et qu’il admet K det, pour sous-espace. 


2° Expression de fe Æ,(E) dans la base e. — Nous nous proposons 
maintenant d'exprimer le scalaire f(x;, …, x,) en fonction des coordonnées 
des vecteurs x, dans la base €, c’est-à-dire en fonction des scalaires &,, définis 
par : 


x; = L Eje où  Ey=<e,xy),  (GDEN,XN,) 


La linéarité de f en le premier argument fournit : 
n a 
f » Eu 1 Eh Vas ce ) = 2 En 1 JS Ceis X2s + Xp). 
H= = 


On applique à chacun des » termes de cette somme la linéarité en le 
second argument, et ainsi de suite. En p pas, on obtient : 


RACE x) = 2 En 1. Ep f (us .…. ei), 


la somme étant étendue à tous les éléments (f1, …,£,) de (IN,). 
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Etant donné l'un de ces éléments, on peut lui associer une et une seule 
application & de IN, dans IN, telle que, pour tout jeN,, o(j) = à. 

On constate que, si & n’est pas injective deux des vecteurs e,;, j EN, 
au moins sont égaux, ce qui entraîne f{esci1y, …, en) = 0. En désignant par 
SF l’ensemble des applications injectives de IN, dans IN,, on peut donc écrire : 


ACTES x) — > Éctt), de Éate), ? J Cetiy .… Exp) G) 
ces 


— Dans le cas p > n on a # = @; l'application nulle de E? dans K 
est le seul élément de 4 (E). 


— Le cas 1 < p < n sera traité au paragraphe 10.4. 


— Limitons-nous maintenant au cas p = n, pour lequel F est G,. Pour 
toutoeG6,,ona: 


leacr3s 2 Eatm) = KO) (es, .…, en). 


Il cn résulte que la forme n-linéaire alternée f s’exprime par : 


SG, x) = À; D e(o) Et), ge Écpirs @) 
avec : Ar = J{e:1,.….,e,). 


e En particulier, pour f = det, la relation (2) donne À, = 1 ; on en 
déduit une seconde expression de det,, à savoir : 


det, (x1,.…., x.) = D E(O) Éoti), 1 +++ Got), n° a) 


TEGn 
e En comparant (4) et (1'), on obtient : 
VSEAXE) f=A,det, avec À,= fe, .….,e,) (5) 


D'où: #,(E) c Kdet, et Æ4,(E) = K det.. 

Notons que /(e;, …, e,) = 1 n'est vérifié que pour À, = 1, c’est-à-dire 
f = det, et concluons en énonçant : 

THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit E un K-espace vectoriel admettant une 
base finie e = (e,,…, e,). Alors : 

(@) Pour tout entier p tel que p > #, la seule forme p-linéaire alternée sur 
E est l’application nulle de E? dans K ; 


(?) Il existe une et une seule forme #-linéaire alternée sur E prenant la 
valeur 1 sur (e,, …., e,) ; on l’appelle déterminant dans la base e et on la note 
det, ; l’espace vectoriel Æ,(E') admet pour base (det,), tout f e Æ,(E) s’écrivant : 


f= Açdet,, avec À, = f(e,,.….,e,). 
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(Gi) Le scalaire det, (x:, …, x.) est dit déterminant dans la base e du sys- 
tème des vecteurs (x;, …, x,). II admet les deux expressions : 


Z eo) IT APT) où Een = <Eÿ, Kat) + (0) 
eos. de 
et 
> e(o) Ü Est, où PNR OCTIEDE (te) 


3° Application à la caractérisation des bases d’un espace vectoriel. — 
Jusqu'ici nous n’avons pas utilisé le théorème de la dimension et tout ce 
que nous avons dit reste valable quand on passe d’un K-espace vectoriel 
(ayant éventuellement une base finie) à un 4-module sur un anneau com- 
mutatif (ayant éventuellement une base finie). Il en résulte que la démons- 
tration du théorème de la dimension que nous allons donner maintenant vaut 
pour un 4-module, ce qui n'était pas le cas de celle qui a été donnée au 
n° 9.2.2 ; nous disposerons ainsi, pour la généralisation de la suite de 
l'étude, de la notion de 4-module de dimension finie. 


THÉORÈME. — Soit £ un K-espace vectoriel admettant une base finie. 
Toutes les bases de E sont alors finies et elles ont un cardinal commun qui est 
dit dimension de E. 

Faisons l'hypothèse {H) qu'il existe deux bases de E de la forme : 


(es, …, e,) et (a;);.r, 1 étant un ensemble infini ou un ensemble fini 
tel que card ()>n. 

Que J soit fini ou infini, on peut en extraire une partie finie J, de cardinal 
p>n. Soient E' et E" les deux sous-espaces supplémentaires de E qui 
admettent respectivement pour bases (a;),., et (a); . ru. Le déterminant 
dans la base (a;),. , est une forme p-linéaire alternée non nulle sur E’ ; on 
peut en déduire (10.1.2, 4°) une forme p-linéaire alternée non nulle sur E, 
ce qui, d’après le théorème précédent, constitue une contradiction avec le 
fait que E£ admet une base de cardinal # < p. L'hypothèse (H) est absurde. [] 


PROPOSITION. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension non nulle 7 
et & = (4,,.…., a,) une base de Æ. Alors le système (4,, …, 4,) admet un déter- 
minant non nul dans toute base de E. 


En considérant la base a et une seconde base e de F, la formule (5) donne 
det, = Adet, avec À = det, (a,,.….,a,). 
On a : À 4 O, sans quoi det, serait une forme nulle. 0 


% PROPOSITION. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension non nulle 
n. Tout système lié de 7 vecteurs de E admet un déterminant nul dans toute 
base de E, 
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L'un des vecteurs du système est une combinaison linéaire des autres 
vecteurs (ce qui ne serait peut-être pas vrai dans le cas d’un 4-module) ; on 
applique 10.1.2, 6°. CG 


Des deux propositions précédentes, on déduit : 


% THÉORÈME. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension non nulle 7 
et e une base de E. Un système de » vecteurs est libre (autrement dit il s’agit 
d’une base), si et seulement si le déterminant du système dans la base e est non 
aul 


10.2.2. Déterminant d’un endomorphisme 


1° THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit # un endomorphisme d’un K-espace 
vectoriel Æ de dimension finie non nulle #. Il existe un et un seul scalaire, appelé 
déterminant de x et noté det v, tel que pour toute forme j € Æ,(E) et pour tout 
n-uple (x, …, x,) € E" on ait : 


FC), , u(x,)) = (det 1) f(x, …, 2,). @) 
Pour tout fe 4 (E), considérons l’application o,(f) de E" dans K : 


Gus x) > fui), ax). 


On vérifie aisément que o,(f) est une forme n-linéaire alternée sur Æ, 
si bien que ft w,(f) est une application o, de A,(E) dans lui-même. 
On a: 

Ptaf+ Ba) (xs, …, x,) = (af+ Bg) (u(x 1}, … u(x,)) 
flux), …, u(x,)) + BgGu(x 1), … utx,)) 
ap) Gas cs 20) + BEI) (Ki, + x). 


@, est donc un endomorphisme de Æ#,(E). 


Le théorème que nous voulons démontrer peut donc s’énoncer : « il 
existe un et un seul scalaire det # tel que l’endomorphisme +, coïncide avec 
l'homothétie de rapport det u». Le rapport d’une homothétie étant unique- 
ment déterminé (dans un espace vectoriel non nul), il suffit de démontrer que 
®, est une homothétie. Or, comme dim 4,(E) = Ï, tout endomorphisme de 
#,(E) est une homothétie. Q 


REMARQUE. — On constate, en désignant par e = (e,, …, e,) une base 
arbitrairement choisie de E, et en écrivant (1) pour f = det, 


et Gu…, x,) =(e1, …,e), 
que det u = det, (u(e:), …, u(e,)). (2) 


On obtient ainsi une expression du déterminant de u. 
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2° Propriétés du déterminant d’un endomorphisme. — THÉORÈME. — 
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle 7. Alors : 


a) Le déterminant de l’application identique de E est 1 ; 

b) Viek Vue£(E) det (4 u) = 4” det u ; 

c) Vuef(E) det ‘u = det # ; 

d) Ÿ (4, 0) e (E(E))? det (v O u) = (det ») (det ). 

La démonstration fait appel à une base e, arbitrairement choisie de E ; 
on désigne par e* la base de E* duale de e, par e** la base de E** duale de e*. 

— a) et b) sont des conséquences immédiates de (2). 


— En utilisant (2) et successivement les deux écritures du déterminant 
d’un système de vecteurs : 


detu= Y e(o) [] <eÿ, u(e)> 
j=1 


SEGn j 


det ‘u 


ñ 
Z eo) IT <e ‘uter)> 
GéGn fs 
Or en utilisant successivement l’isomorphisme canonique de E sur E**, 
qui associe e** à e;, et l'identité de dualité, nous avons, pour tout o e G, et 
toutjeN, : 
LE JR à *: * 
en ue)> = <'u(e) e> = <é,uen)>. 
La propriété c} en résulte, 


— Pour vérifier d), écrivons, en utilisant (2) : 
det vou = det, (W{u(e:)), …, v(u(e,)). 
Dans (1), remplaçons w par v, f par det, et x; par u(e;). D'où : 
det vou = (det v) det (ue), …, u(e,)) 
= (det v) (det w). 0 


% 3° Caractérisation d’un endomorphisme inversible, — THÉORÈME. — 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle x et # un endomorphisme 
de E ; u est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul et alors : 


det x"! = (det u) !. @) 


Reprenons une base e de E. L’endomorphisme u est inversible si et seule- 
ment si (9.2.3) son rang, qui est Le rang du système de vecteurs (u(e;), .….,u(e,)), 
est ñ ou encore si et seulement si (0.2.7, 3°) le déterminant de ce système 
dans la base e, à savoir det 4, est non nul. 
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Pour det z # 0, on obtient (3) à partir de #7! o y = Id, en utilisant les 
propriétés a) et d) du 2°. 


% Groupe spécial linéaire. — 11 résulte du théorème précédent que l’ensemble des auto- 
morphismes de Æ, que nous avons appelé groupe linéaire de E et noté GL(E), est l’ensemble 
des endomorphismes de Æ à déterminant non nul. On vérifie que x +— det # définit un mor- 
phisme du groupe (GL(E), 0) dans le groupe (K\{0}, x). Le noyau de ce morphisme, qui est 
l’ensemble des endomorphismes de E à déterminant égal à 1, est donc un sous-groupe distingué 
de GL(E); il est dit groupe spécial linéaire (ou groupe unimodulaire} de E et noté SL(E). 


10.2.3. Déterminant d’une matrice carrée 


1° DÉFINITION. — Soit M = [a;;] une X-matrice carrée d’ordre r. On 
appelle déterminant de Af et on note det M, (ou |«,;}) le déterminant du système 
des vecteurs-colonnes de A7 dans la base canonique de K”. 


On peut être amené à adopter l'écriture suivante : 


Gui Eng ee Ein 


nt ve Unÿ ve En 


e Etant donné que «;; est la i-ième coordonnée du j-ième vecteur-colonne 
de M dans la base canonique de K”, on déduit du théorème du 10.2.7, 2°: 


THÉORÈME. — Le déterminant de la K-matrice carrée d’ordre n, M = [o;;], 
est le scalaire défini par l’une ou l’autre des deux formules suivantes : 


detM= } 40) I &j, e(ÿy » @) 
CT Î= 

detM= Ÿ &(0) Il CNE ©) 
CA f= 


Nous donnerons d’ailleurs au 0.4.7, 2° une vérification directe de l’égalité 
des seconds membres de (1) et (2). 


e On constate que l'expression (2) de det M n’est pas autre chose que 
l'expression (1) de det ‘M. On a donc : 


THÉORÈME. — Une matrice carrée et sa transposée ont des déterminants 
égaux, 

Il en résulte que tout ce qui sera établi sur les colonnes du déterminant 
d’une matrice carrée sera valable pour les lignes. C’est ainsi que Le déterminant 
d’une K-matrice carrée d’ordre n est égal au déterminant du système des vec- 
teurs lignes dans la base canonique de K”. 
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CAS PARTICULIER. — Pour # = 1, on constate : det [a] = ox. 


e Premières propriétés du déterminant d’une matrice. — Elles découlent 
du caractère alterné et n-linéaire de l’application déterminant dans une base, 
par utilisation de la définition et de l’égalité det ‘M = det M. Citons : 


a) Si l’on effectue sur le système des vecteurs-colonnes d’une matrice une 

permutation 6, le déterminant est multiplié par e(o). Plus précisément : 
det (xoçiy + Xoçm) © E(0) det (x, …., x,) 

En particulier lorsqu’on échange deux colonnes d’une matrice, le déter- 
minant est transformé en son opposé. 

b) Le déterminant d'une matrice dépend linéairement de chacun de ses 
vecteurs-colonnes : 
det (.., xy-1, d'xi +" xf, Xp4ns ee) = 

À" det (..., xy-1, Xi Xg+as +) + À” det (.., Xe, Xk, Xéns -). 

c) Le déterminant d’une matrice ne change pas quand on ajoute à l’un de 

ses vecteurs-colonnes une combinaison linéaire des autres vecteurs-colonnes ; 


il est nul si l’un des vecteurs-colonnes est une combinaison linéaire des autres 
vecteurs-colonnes. 


Les mêmes énoncé sont valables pour les vecteurs-lignes. 


2° THÉORÈME. — Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel E de 
dimension finie non nulle #. Le déterminant de # est égal au déterminant de la 
matrice qui représente z dans une base e, arbitrairement choisie de £. 


Soit M = [a;;] une telle matrice. On sait que : 
n 
u(e) = Ÿ ae. 
i=i 


D'autre part : det u = det, (u(e;), …, u(e,)). 


En utilisant 10.2.7, 2°, on en déduit que det # s’écrit : 


: 
> 40) IE CAVE 


aeën 
ce qui est une expression de det M. 0 


e Autres propriétés du déterminant d’une matrice. — Elles découlent 
des propriétés du déterminant d’un endomorphisme (10.2.2, 2°), par utilisation 
de l’isomorphisme canonique de A,(#) sur £(K”), par lequel une matrice est 
associée à l’endomorphisme qu'elle représente dans la base canonique de K”. 
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Citons : 
d) Le déterminant d’une matrice-unité est 1 ;: 
e) ViEK VME Min) det (4AM) = 4" det M ; 
FN) Y (M, N) € (A(n))? det (NM) = (det N) (det M). 
EXERCICE. — Si le corps K n’est pas de caractéristique 2, toute matrice carrée M anti- 
symétrique (M = — M), d'ordre impair a un déterminant nul. 
De : det À — det "4, on déduit : det 4 = det (— 4). 
Or (propriété e) : det (— 4) = (—1)"det 4, avec ici: (—1}"= —1. 
Ainsi : 2 det 4 = 0 et det 4 = O (d’après l'hypothèse sur la caractéristique de K). 


3° L’isomorphisme AÆx(n) — £(K") fournit en outre : 


% THÉORÈME DE CARACTÉRISATION D'UNE MATRICE CARRÉE INVERSIBLE. — 
Une matrice carrée M, sur un corps commutatif K, est inversible si et seulement 
si son déterminant est non nul ; on a alors : 


det M7! = (det M)°!. 
% THÉORÈME ET DÉFINITION. — Les matrices carrées unitaires à déterminant égal à 1 


constituent un groupe multiplicatif, qi est dit groupe spécial linéaire de type n et noté SL,{n). 
Il s’agit d’un sous-groupe distingué de GZ£(n). 
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10.3.7. Déterminant d’une matrice triangulaire de matrices 
1° LEMME. — Soit M une X-matrice carrée d’ordre 7 — p +9 de la forme : 


À C 
M = 
(a) B 


avec: AeM,(p), Be M,(g), Ce A,(r, 9), O€EM,(g,p), cette dernière 
matrice étant nulle. Alors : 


det M = (det À) (det 8). 


Soient e = (e,, …, e,) la base canonique de K", E’ et E" les sous-espaces 
vectoriels de K” respectivement engendrés par 


e'=(e;,.…,e,) et e" = (e,31; … en), 
Désignons les vecteurs-colonnes de M par : 
a;, avec a, € E’, lorsque 1 < j < p, 


c;+b;, avec c;eE' et b;eE", lorsque p+1 < j < n. 
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Soit l'application de (E'}” dans K définie par : 
Gise 2) > det, (ris cs Xn Epai boy es €, +b), 


On constate que f est une forme p-linéaire alternée sur l'espace vectoriel E', 
de dimension p, ce qui permet d'écrire f — A det.., en désignant par À le scalaire 
Fi, ep). 


Or le déterminant de M n’est autre que le scalaire f(a;, …., &,). Ainsi 
det M = A det,. (a;, …, a,) ou det M = À det 4. 
Etudions maintenant A, qui s'écrit : 
A=det, (es, €, Ce bots os Cnt ba). 


On ne change pas À en retranchant du vecteur-colonne d’indice k 
(+1 < k < n), le vecteur c, qui est une combinaison linéaire des vecteurs- 
colonnes d'indices 1, …, p. D'où : 


A = det, (e1, .…, en boss, b,). 
En introduisant l’application g de (E")? dans K définie par : 
(prise %n) > det, (es, …, en Xpsis es Xn) 
on obtient, par un calcul analogue au précédent : 
A= A'det B, avec A'=gf{e,:1,.…,e,) 
Or A’, qui s'écrit det, (e1, …, e,), est égal à I. Q 
2° Par récurrence sur m, on déduit du lemme : 


THÉORÈME. — Soit M une matrice triangulaire supérieure de matrices, 
c’est-à-dire une matrice carrée de la forme : 


Nu Ni Ni 
O Nip Non 


où les W;; sont des matrices carrées quelconques, et où les matrices N,; telles 
que À > j sont nulles. Alors : 


det M = [I] det N,. 


is 


REMARQUE. — Par transposition, le théorème s’étend au cas où M est 
une matrice triangulaire inférieure de matrices. 
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CAS PARTICULIER. — Le déterminant d’une matrice triangulaire — et, en 
particulier, celui d’une matrice diagonale — est égal au produit des éléments 
diagonaux. 

EXERCICE. — Considérons la matrice : 


0 ….., 


LT 


dans laquelle les éléments à; tels que #+j & n sont nuls. 

En affectant les vecteurs colonnes de la permutation o qui transforme jen n+1 — j, on déduit 
de M une matrice triangulaire inférieure M’ dont les éléments diagonaux sont æ,, …., &,1. 
D'où : 

Ê 
det M = e(o)det M’, det M'= [IT œiuss-s 
1=1 


On peut effectuer la permutation o en échangeant la j-ième colonne de M avec chacune 
des j—1 colonnes qui la précèdent et cela successivement pour j = 2, j = 3,..,j=n; a est 
donc le produit de 1+2+...+n—1 transpositions. Finalement : 


sn-1) » 


detM=(-1) 2 [assis 
tel 


Le lecteur pourra d’ailleurs retrouver £(9) en calculant le nombre des orbites suivant a. 


REMARQUE. — Soient 4 une matrice carrée d’ordre p et 4 un entier strictement positif. 
On peut construire une matrice carrée d'ordre p+g, M, telle que det M = det 4. Il suffit 
de se placer dans les conditions du lemme en adoptant pour matrice C une (p, g)-matrice quel- 
conque et pour matrice B une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux ont pour 
produit 1. 


10.3.2. Développement d’un déterminant suivant une rangée 
(ligne ou colonne) 


Soient M = [x;;] une K-matrice carrée d'ordre n (n > 1), et e = (e1, …., e,) 
la base canonique de K”. Le déterminant de M est le déterminant dans la base e 
du système des vecteurs-colonnes de M, qui s’écrivent : 


n 
a;= Y œje, 1<j<n. 
k=1 
Donnons-nous je N,. La linéarité de det, en le j-ième argument permet 
d’écrire : 
n 
det M = Ÿ o;A;, {«) 
k=1 


avec : Axj = dete (ai, &j_1, € jrs ve 4). 
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Pour (k, j) donné, étudions 4,;. En utilisant j— 1 échanges de deux vecteurs- 
colonnes consécutifs : 
(— 1) l'A; = det, (es, @is dj 4, Gigi ss An). 


En utilisant 4 — 1 échanges de deux vecteurs-lignes consécutifs (ou échanges de 
vecteurs consécutifs de la base) : 


CDTI CD A4, = dets (eu is ou @j- Ajgns ve ns 
e' désignant la base (ex. 81... 651, pape en en). 


Ainsi : (—1}#*/4,; = det N,, en désignant par N,; la matrice : 


1 
L'AL) ai-1 laja LD] 
PE | 
Ci __mle  _ ___n]_ Je 
0! | e 
! 
; 
Mi 
! ex: 
L_ == 
Nu=t= + 
= 10; Le 
l 
Û 
! 
! 
: \ 
l 
L | 
\ 
Loi i Je, 


En utilisant 10.3.7, 1°, et en tenant compte de det [1] = 1 : 


det N,; = det M,; et 4,,= (-1}* det M, (2) 


Nous sommes conduits à poser : 


DÉFINITION. — Soit M = [x;;] une K-matrice carrée d’ordre 7, (n > 1). 
On appelle : 


— mineur relatif à l’élément «;; le déterminant de la matrice carrée d’ordre 
n—1, M,; déduite de 4 en supprimant la ième ligne et la ;-ième colonne; 
— cofacteur de o;; le scalaire (—1)/*} det W.. 


Nous constatons que, dans le calcul précédent, 4,; est le cofacteur 
de æ;. 
J' 
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En utilisant d’abord (1) et (2), ensuite det ‘M = det M, nous obtenons : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit M = [o;;] une K-matrice carrée d’ordre 
n, (n > 1) ; on désigne par 4;; le cofacteur de «,;. Quels que soient les entiers 
ieN, et je N, on dispose des égalités : 


det M = Ÿ œ;A,; G) 
k=1 

et det M = Ÿ ax Ax (4) 
k=1 


dont les seconds membres sont respectivement appelés développements du déter- 
minant de Ia matrice M suivant la j-ième colonne et suivant la ième ligne. 


REMARQUES, — a) Le mineur et le cofacteur associés à «;; sont indé- 
pendants des éléments de la i-ième ligne et de la /-ième colonne de M. 


b) Soient P,,…, B, des scalaires quelconques de K. La matrice déduite 
de M en remplaçant «,, par By, 1 < k < n, c’est-à-dire en remplaçant la j-ième 
colonne de M par une colonne formée par B,, …, B,, a pour déterminant : 


Z Bd. 
k=1 


Considérons en particulier la matrice déduite de A en substituant la 
ième colonne à la j-ième colonne ; si / # j, cette matrice a deux vecteurs- 
colonnes égaux et son déterminant est nul ; si / = j, cette matrice est A ; dans 
les deux cas nous pouvons écrire : 


À our Au; = Gi det M, (ô,; : symbole de Kronecker). (5) 


k=1 


De la même façon : 


Z x An = êx det M. (6) 
si 


EXEMPLE I. — Le développement d'un déterminant A d'ordre 2 suivant la première 
colonne s'écrit : 


a B ; 
Ë à =alfl-olfl où A=aff-a'$. 
EXEMPLE IL — Le développement d'un déterminant À d’ordre 3 suivant la première 


colonne s'écrit : 


a BY ï 
2prl-dé 1-48 1}+48 7] 
ep y 8" 7" B" y" 8! y! 
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En utilisant l’exemple 1, on en déduit : 


A = ay F7) = «(BY 87 + a'(Br BD 
ou : 
A = apr a pt" py—ap"y a Brut pr. 


Le schéma ci-contre — dit règle de SARRUS — est un moyen mnémotechnique pour associer les 
éléments de la matrice dont le produit doit être affecté du signe + (traits continus), et ceux 
dont le produit doit être affecté du signe — (traits 
pointillés). 


EXEMPLE IIL. — Soient #,,…, &, des scalaires de 
K (n > 2). On appelle déterminant de VANDERMONDE 
associé au n-uple (£,, …., &,) le scalaire : 


De ia j-ième colonne retranchons la (j— l)}-ième colonne préalablement multipliée par &,, 
et ceci d’abord pour j = », puis pour j = n—1,.…, enfin pour j = 2. Nous pouvons ainsi écrire : 


1 (e) 0 ie 0 
1 Gi) Gr — (6 


1 Gé) (bé, … (ae? 


æ- 
Développons suivant la première ligne. Nous obtenons un déterminant d’ordre n—1, 
dans lequel les éléments de la i-ième ligne contiennent en facteur (#,,,—£;). Nous en déduisons : 


VE En en ED = VE en 6) ÎL GED (> 3) 


VG É2) = Ga) 


D'où, en raisonnant par récurrence : 


Vu + 6) = à «Le Gy- 60. 


10.3.3. Application des déterminants au calcul de l'inverse d’une 
matrice 


1° DÉFINITION. — Soit M = [x;;] une K-matrice carrée d’ordre n, (7 > 1). 
On appelle : 


— comatrice de Af la matrice [4,;], où 4;; est le cofacteur de «;; dans M, 
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— matrice complémentaire de A la transposée, que l’on note A7, de la co- 
matrice de M. 


Notons que A7 est aussi la comatrice de la transposée de M. 


THÉORÈME. — Soient M = [a;;] une matrice carrée d’ordre n, (n > 1), et 


M Ya matrice complémentaire de Af. Alors : 


MM = MM = (det M), (I, : matrice-unité d’ordre n). () 


En effet MM s'écrit [y,,}, avec y; = Y ox Aa. 
k=1 


La formule (6) du 10.3.2, donne : y;; = d;; (det M). 


X 2° Conséquence. — Si nous supposons que, en outre, M est inversible, 
ce qui se traduit (10.2.3. 3°), par det M # O, la matrice M7! est donnée par 


LH 54 _ Aÿ 
= an " ou Mn = 


M! ii 
det M ” 


4;; désignant le cofacteur, (—1)/*{ det M,;, de «;;, dans M. 


On remarquera l'interversion des indices. 


FE 


REMARQUES. —— a) La matrice complémentaire d'une matrice inversible 
est inversible. 


b} Ce calcul exclut le cas n = ft, pour lequel on ne peut pas parler de 
mineurs et de cofacteurs ; mais il est bien évident que, pour « € K\{0} on a: 


Gal) = te tt 


10.3.4. Déterminants à éléments dans un anneau commutatif 


Soit À un anneau commutatif. Grâce à l'extension aux 4-modules du 
théorème de la dimension (40.2./, 3°), nous pouvons introduire : 


— le déterminant dans une base d'un 4-module de dimension finie non 
nulle : 

— le déterminant d'un endomorphisme d'un 4-module de dimension 
finie : 

— le déterminant d'une 4-matrice carrée. 

Les seules propriétés qui ne s'étendent pas immédiatement sont les 
propositions (indiquées par le signe ), dont la démonstration a fait intervenir 
plus ou moins directement le fait que les éléments inversibles d’un corps 
sont les éléments non nuls. Il s’agit des théorèmes de caractérisation des bases, 
des endomorphismes, des matrices inversibles, que nous allons reprendre, en 
commençant cette fois par les matrices. 
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PROPOSITION. I. — Soit M une matrice carrée d’ordre #, à éléments dans 
Panneau commutatif À. Pour que M soit inversible dans l’anneau Æ,(#), il 
faut et il suffit que det M soit inversible dans À et alors : 


MT! = (det M)7! M, (M: matrice complémentaire de 4). re 
— Si M admet une inverse N dans Æ,(n), on a (10.2.3, 2°) 
(det N)(det M) = det Z, = 1, 


det M est donc un élément inversible de À. 
— $i det M est inversible dans 4, en utilisant (10.3.3, 1°) 


MM = M = (det M)1, 
on constate que M admet (det M)! 4 pour inverse dans A (x). O 


Par isomorphisme, on en déduit : 


PROPOSITION IL. — Soient À un anneau commutatif, E un 4-module de 
dimension finie non nulle et # un endomorphisme de E. Alors # est inversible dans 
l'anneau £(E) si et seulement si det est inversible dans l’anneau 4. 


PROPOSITION [IL — Soient À un anneau commutatif, £ un 4-module de 
dimension finie non nulle 7, e une base de Æ. Un système de # vecteurs de £ 
est une base si et seulement si son déterminant dans la base € est un élément 
inversible de À. 


10.3.5. Déterminants à éléments dans un corps de fractions 
rationnelles ou dans un anneau de polynômes 


K désigne ici un corps commutatif. 


1° La théorie des déterminants s'applique, en particulier, au cas où 
le corps de base est un corps de fractions rationnelles. Soit M = [F;;] une 
matrice carrée d'ordre n à éléments dans le corps K(4,, …., #,). Son détermi- 
nant est la fraction rationnelle donnée par la formule 


det M = D (a) Fou de Eoiiae (0) 
aegn 
Dérivation. — Au titre d’élément de K(X,,…., X,), det M admet des 


fractions dérivées partielles. Limitons nous à m = 1 et démontrons : 


THÉORÈME. — Soit M = ÎF;;] un élément de A, ,,(7). Pour obtenir la 
dérivée de la fraction rationnelle det M, on introduit la matrice M, obtenue 
à partir de A{ en substituant leurs dérivées aux éléments de la j-ième colonne 
de M ; on opère ainsi pour j = 1,..., 1. Alors : 


D(det M) = ÿ det M,. (2) 
i=1 
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En effet, d’après la formule de dérivation d’un produit de fractions ration- 
nelles, on obtient à partir de (1) : 


D(det M = Ÿ G; 
j=1 


Gj= À ëo) Fo, à ee Fou, 5-1 D Fou), j° Fate), + 2e * Fotny,n 


FCGn 
G; est précisément le déterminant de la matrice M, 


REMARQUE. — Nous aurions, naturellement, pu travailler sur les lignes 
de M. 


2° Si on a affaire à une matrice carrée dont les éléments F;; appartiennent 
à l’anneau de polynômes K[X,, …, X,], on peut considérer que l’on est dans 
un cas particulier du 1°. Le déterminant de la matrice, considérée comme à 
éléments dans K(X,,…, X,,), est la fraction rationnelle déterminée par (1) : 
on constate qu'il s’agit en fait d’un polynôme (ce résultat est d’ailleurs un cas 
particulier du 10.3.4). 


Dans le théorème de dérivation, D (det M) est ici un polynôme. 


REMARQUE. — La notion de déterminant d’une matrice de Ayrx3(#) sera 
utilisée au 12.3.3, lors de la démonstration du théorème de HAMILTON-CAYLEY. 


10.4. FORMES MULTILINÉAIRES ALTERNÉES 


Ce sous-chapitre peut être réservé à une seconde 
lecture de l'ouvrage, les résultats qu’il fournit n’inter- 
venant dans la suite qu’à l’occasion de compléments 
de calcul différentiel et intégral. Il est indépendant de 
l'étude des déterminants. Nous nous limitons au cas 
où K est un corps commutatif. 


10.4.1. Produit extérieur de formes linéaires 


Soit E un K-espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie. 


1° THÉORÈME ET DÉFINIMON I. — Etant donnée une famille (y*. … y*) 
de formes linéaires sur E, l’application de E? dans X définie par : 


cd eos o 
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est une forme p-linéaire sur E ; elle est dite produit tensoriel des formes linéaires 
yi, …, y5 et notée yi@...@y5. 

Cette proposition se vérifie sans difficulté, en utilisant 10.1.2, 5°; on en 
déduit : 


THÉORÈME ET DÉFINITION II. — Etant donnée une famille (yï, ..…, y?) de 
formes linéaires sur E, l’antisymétrisée du produit tensoriel yi@...@y?, qui 
est l’application de E? dans K déterminée par : 


Gu.,x) tr Y eo) IT (CHE AT (2) 
Fe 


seGr 


est une forme p-linéaire alternée sur E ; elle est dite produit extérieur des formes 
linéaires y?, .…, y} et notée pi À … À }?. 


REMARQUE. — Dans le cas où E a une dimension finie non nulle, le déter- 
minant dans une base e a été précisément défini (10.2.7, 1°), comme le produit 
extérieur des éléments de la base de E* duale de e. 


2° Seconde expression du produit extérieur. — Etudions (2). Le 
produit de p scalaires du corps commutatif K est invariant dans toute permuta- 
tion sur les facteurs. Etant donné © e G,, on peut écrire pour tout peG, 
(en remplaçant j par p(k)) : 


P p 
* 
IT (CHE JL Vu epth)- 
;= = 


Convenons qu’à chacun des o qui interviennent dans (2) nous associerons 
p=0 ", cæ qui entraîne e(o) = e(p). Comme © + p = 07! est une 
bijection de @,, sur lui-même, nous pouvons définir y? À … A rr comme l’ap- 
plication de E°? dans K telle que : 


Goes) Ze ÎT Gen so. @ 


PEGP 


formule dans laquelle on peut naturellement désigner les variables muettes par 
os et j, au lieu de p et K. 


3° THÉORÈME. — L'application ÿ qui à (pf, ..…, y?) associe y? À … À y 
est une application p-linéaire alternée sur E*, à valeurs dans #,(E). 
En utilisant (1), nous constatons que, pour p donné, le produit 


P 
* 
Il otey XkDs 
k=1 
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qui intervient dans (3), est l'image de (x,,.…, x,) par le produit tensoriel 
Pen ® … ® pan Autrement dit (3) exprime l'égalité entre formes p-linéaires 
PAM A RS À e(p)yuns ® -… ® Yan @ 


PE» 


Comme (4) est valable pour tout (y*, …., 77) e(E*}, on en déduit : 


= EX e(p)p(o) 
PEGr 
en désignant par @, l’application, visiblement p-inéaire, de (E*})” dans £,(E) 
qui à (y5, …, y#) associe yr © … © 75: W est donc l’antisymétrisée (10.1.2, 5°) 
de ®. =] 


10.42. Formes p-linéaires alternées sur un espace vectoriel de 
dimension 7 


Soient # et p deux entiers tels que 1 < p < n, E un K-espace vectoriel 
de dimension #. 

1° Généralisant l'étude du n° 10.2.7, nous allons montrer que l'espace 
vectoriel #,(E) des formes p-linéaires alternées sur E admet C} pour dimension, 
en exhibant une base de Æ,(E). 

Nous utiliserons une base arbitrairement choisie, e = (e,, …, e,), de E 
et la base e* de E* duale de e. Nous désignerons par % l’ensemble des applica- 
tions strictement croissantes de IN, dans IN,, dont le nombre est celui des 
parties de IN, dont le cardinai est p, à savoir Cf, 

A chaque élément y de Ÿ, nous associons le produit extérieur, élément de 
AE) : 

* * 
dé = egtry À ++ À Coin) 


LEMME IL. — Pour tout élément ÿ de Ÿ, le scalaire d' (est), ep) 
est égal à 0 si ÿ  @, à i si Ÿ = +. 


Ce scalaire s'écrit: Y e(o)m(o) avec : 
CET T] 


P P 
* 
æ(o) = LL Kegiiy Eat) IL Bou, veur 
j= is 


On constate que, pour o donné, #æ (o) est égal à 1 si les applications g 
et Yo de N, dans IN, sont égales, à O dans le cas contraire. 

— Supposons d’abord Ÿ Æ ®, ce qui entraîne, d’après la stricte mono- 
tonie, p(N,) # Y(N,). Pour tout « e 6,, on a Ya(N,) = Y(N,) ; il en résulte 
que, pour tout o € 6, les applications @ et do ont des images distinctes et, 
par suite, sont distinctes. Ainsi, si ÿ %# @, le scalaire est O. 
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— Supposons maintenant # == @. Dans le cas où ©& est la permutation 
identique de N,, la condition @ = gs est remplie, on a wo) = 1 et e(o) = 1. 
Dans le cas contraire, on peut trouver j e N, tel que o(j) # j ; d’où, puisque 
@ est injective, oo(j) # @(j), ce qui entraîne po Æ @ et æ(o) = 0. Ainsi, si 
ÿ = @, le scalaire est 1. 0 

LEMME IL. — Dans l’espace vectoriel Æ,(E), la famille (2,), + est 
libre. 

Soit (4)9 « æ une famille de scalaires de K telle que Y 4,4, soit l’élément 

pet 
nul de #,(E). La forme nulle donnant O0 comme image de tout p-uple de 
E?, ona: 


VYET LE Adele + eu) = 0 
pet 


ce qui, compte tenu du lemme I, s’écrit : 
VyeT 4, =0. mn] 
LEMME IIL. — Dans lPespace vectoriel Æ,(E), la famille (d,), .« est 
génératrice, 
Soit fun élément quelconque de 4,(E). Associons lui la famille de scalaires 
oo ee avec À, = feiy + Eptp)) 
Nous allons montrer que les deux formes p-linéaires alternées f et 


gi » ldy 


get 
coïncident. 


En utilisant l’expression de l’image par / d’un p-uple de E? en fonction des 
coordonnées des vecteurs (formule (3) du 10.2.7, 2°), à savoir : 


fus x,) = » Cr CAP ACT .. Ectp)), 


et l’expression analogue de g(x:, …, x,), on constate qu’il suffit de montrer 
que f et g donnent la même image de tout p-uple de la forme (es, … ectpy) 
où o est une application injective de IN, dans N,. En utilisant le caractère 
alterné, on peut même limiter la vérification à l’égalité des images par f et g 
des p-uples de la forme (ei, … eg), Avec Ÿ € T. 


Or d’après la définition même des scalaires À, : 
Fay - éyçp)) = À 
D'autre part, en utilisant le lemme I : 


Jury) © À. Q 
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Des lemmes II et III on déduit : 


THÉORÈME. — L'espace vectoriel Æ,(E) admet pour base la famille 
(die e + : Sa dimension est C?. 


REMARQUE. — Pour p = n on retrouve le déterminant dans la base 
det, et la dimension L de 4,(E). 


2° Nous allons déduire de cette étude deux critères d’indépendance. 


THÉORÈME. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et (a, ….,4,) 
un système de vecteurs de £. Le système est libre si et seulement s’il existe 
une forme p-linéaire alternée qui donne de (a,,.…., a,) une image non uulle. 

— Si le système est libre, nous pouvons le compléter en une base 
(Œis An Apr 0) de E; soit (af, .…., 4%, 451, .…., ax) la base duale. 
L'image de (a;,…, a,) par le produit extérieur af A .… À a% est non nulle 
(elle est égale à 1). 

— Si le système est lié l’un des vecteurs au moins est une combinaison 
linéaire des autres ; d’après 10.1.2, 6°, toute forme fe #4,(E) donne O pour 
image du système. [m] 


THÉORÈME. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimehsion n# et (a, …, ar) 
un système de formes linéaires sur E. Le système est libre si et seulement si 
le produit extérieur af A .… À 4° est non nul. 

— Si le système est libre, nous pouvons le compléter en une base 
a = (af, .…., a4, 4ÿ41, , 07) de ÆE*:; il existe une base unique, 
A = (ai, ..,8,, 441 4) de Æ dont a* est la base duale. Le produit 
extérieur 4% À … A a donne du p-uple (a,, …., a,) l'image 1 ; il est non nul. 

— Si le système est lié, l’une des formes au moins est combinaison linéaire 
des autres ; l'application p-linéaire alternée ÿ du 104.7, 3° donne pour image 
du système la forme nulle de Æ,(E). Or (af, …, a?) n'est autre que 
ai Au A ar. O 


10.4.3. Produit extérieur de formes alternées 


Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n. 


1° Définition de la multiplication extérieure. — Soient p ct q deux 
entiers strictement positifs. Désignons par 8 le sous-ensemble de G,, , constitué 
par les permutations © vérifiant les deux conditions : 


o{1) < … < o(p) et o(p+1) < … < c(p+g); 


! 
on notera que le cardinal de S est Gr. 
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Au couple (f, g) € 4,(E)x#,(E), nous associons l'application de EP*4 


dans K qui donne de (x,,…., x,, X,4 1, X,+4) l'image 
2, LOYLEAT .. Xso) 9 (Xapt 1 ES stp+0) () 
TE 


Cette application est provisoirement notée / T g. Il est clair que f T g est 
une: forme (p+g}-linéaire sur E. Cette forme est nulle, donc alternée, lors- 
que sup (p, 4) > n, l’une des formes f ou g étant alors nulle. 


Nous allons démontrer que la forme f T g est encore alternée lorsque 
sup (p, g) < n. L'application (f, g) + fT g de #,(E)x Æ,(E) dans £,,,(E) 
étant visiblement bilinéaire, nous pouvons introduire la base (d,),-, de 
À, (E), la base (dÿ)g 2 de 4,(E), et écrire 


CE Ad) T n uode) = ebod, T do. @) 


pes (p8)er x? 


I! en résulte qu'il suffit de prouver que f T g est alternée lorsque f et g 
sont des produits extérieurs de formes linéaires sur E, ce qui est une consé- 
quence immédiate du lemme suivant : 


LEMME. — Soient (y);.n,., une famille de formes linéaires sur E, f et g 
les produits extérieurs : 
f=DA APR = Phar A À Pig 


Alors f T g est le produit extérieur : 


FTY= DA AVE A her A ee À Vote 


Reprenons le sous-ensemble 8 de 6,,, considéré ci-dessus et désignons 
par G’ et 6” deux sous-groupes de 6,,, respectivement constitués par les 
permutations qui laissent fixes p+1, …, p+g et par celles qui laissent fixes 


1. p. 
Tout élément 6 de 6,.,, s'écrit, d'une façon et d’une seule : 


a =506"; $esS, s'eG', c'e G”. 


L'image de l'élément (x,, …, x de Erta ar le produit extérieur 
1 p+d P: P 
rh A A Pre est le scalaire 


p+g 


= L e(so'o") [T 7, ton. 
G',a',c")eSxg'x6" i=1 
D'une part : e(so'o") = e(s)e(o')e(o”). 


D'autre part : 
— sije [l, pl, alors s0'o"(j) = so’ (j), 
— sijef(p+t, p+gl, alors so'o"(j) = so”(i). 
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On en déduit : 
1 = Lea) 


avec : 


af = À efo) [T <pf, xd 


CAT A j=1 
p+q à 
B(G)= Y eCo") [T pr, xs) 
“eg” j=p+i 


G' et G” étant respectivement isomorphes à G, et G,, on constate : 
as) = fscip + Esp) B(s) = st D 0 Xsip+o). 


On en déduit : 
v= (Tag) (x, …, Xp Xp+tis ss Xp4u)e 
2° Propriétés de la multiplication extérieure. — THÉORÈME I. — Quels 
que soient les entiers strictement positifs p, q, r et les éléments f, 9, de Æ,(E), 
Æ{E), Æ,(E) : 
Ta)Th=fT(g Th). G) 


D'après (2), il suffit de démontrer la proposition dans le cas où f, g, h 
sont des produits extérieurs de formes linéaires sur £, à savoir : 


* 2 * * * * 
L=MA An 9 = Ppti À ee À Psy À = Yorgti À ce À Votatr 


En utilisant le lemme précédent, on constate que, dans ce cas, les deux 
membres de (3) sont égaux au produit extérieur de p+q+r formes linéaires : 


* # # * Li Vo 
PTA A PE A Phi Ace À Pieg À Ppagti Are À Votatr 


THÉORÈME Il. — Soient y, …, y* des formes linéaires sur E, (m > 2). 
Alors : 
PET Ty = PE A A Jr (à) 
L'écriture du premier membre, sans parenthèses, est légitimée par le 
théorème précédent. On raisonne par récurrence : 


— pour m = 2, (4) résulte du lemme du 1°; 
— soit »m un naturel, m > 2, pour lequel (4) a été vérifié. Il en résulte 


GT T pr) T mer = OT A 2 À Pa) TYnet 


et, en utilisant d’une part le théorème précédent, d'autre part le lemme : 


DIT T Pa T Pme = TA ee À Pa À Jai 
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Conséquence. — Grâce à ce théorème et à la formule (2), nous pourrons 
dorénavant remplacer le signe T par le signe A et parler du produit extérieur 
f A g d’une forme p-linéaire alternée f par une forme g-linéaire alternée g. 


THÉORÈME III. — Quels que soient les éléments / de Æ,(E) et g de 
AE) : 
gAf=(-IP*S A3. 


D'après (2), il suffit de démontrer la proposition dans le cas où f'et g sont 
des produits extérieurs de formes linéaires, ou encore, compte-tenu du lemme, 
dans le cas où : 


Xe * * 3 
FJAG= DS AA Yr À pti Ace À Yotg 
* * * * 
GAS= YA Area AY A AY 


En utilisant le caractère alterné du produit extérieur de formes linéaires 
(104.1, 3°) on a: 


gAf=Ee)f A 9, 


a désignant la permutation de IN,,, qui s'écrit 


p+4 
1 2. q g+1l...g+p 
p+l p+2.p+q LL. p 


En calculant le nombre des orbites suivant o, ou en montrant que & peut 
être considéré comme Le produit de pq transpositions de la forme v, ;4,, le 
lecteur vérifiera : e(o) = (—1)"1 (| 


REMARQUE. — Il est commode de considérer tout scalaire À de K comme 
une forme m-linéaire alternée avec m — 0 et de poser, pour toute forme 
p“linéaire alternée f, 


AAf=Af et fAà=Af 


Le lecteur vérifiera qu'il est alors possible d'étendre les résultats précé- 
dents au cas où p, q, r sont des entiers positifs, au sens large. 


EXERCICES 
10.01. — Donner une expression aussi simple que possible des déterminants 
à éléments dans R : 
(B+ y? Lis By 2x 2& 
A=| 9 G@+oÿf «7 |; B= | 28 Bye 28 
° a? (a+p) 2y 27  væ$ 
1 1 1 1 
1 sin æ cos & 1 L cos ÿ-co$$ 
C=| 1  sinf csp|; D- d 
; Es 1 cosy 1 cosa 
ue LR 1 cosf cosa ] 
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On trouvera : À = 2{af+By+ya) ;  B=(u+8+)*;: 


3e BY LE a—B. œ 2 B Lu 
C= 4sin— sin 5 sin 7: D = —16 sin? 3 sin? 5 sin. 


10.02. — Vérifier que si «, , ; sont des réels compris entre 0 et x, et de somme x : 


1 cos tg a/2 
[l cos f tg 2] —=0 
l cos y te y/2 


10.03. — Soit l'équation sur © : x°—Ax?+ Bx—C = 0, de racines a, f, y. 
Exprimer en fonction de 4, B, C le déterminant : 


(B+» BF ra 


A = a? G+2)? y? (On montrera : À = 22By(x+f+7)°) 
a BF (a+8ÿ 
10.04. — Montrer qu’un déterminant formé en utilisant les # premières co- 


lonnes du triangle de Pascal et n lignes consécutives du triangle (et en complétant par 
des 0) est égal à 1. 


10.05. — Etant donné neN, on pose a; = Ci}; ?, en convenant &;; = 0, 
si i+1—)j < 0. Montrer que le déterminant d'ordre p, [x;;|, vérifie : 
ll = Con. 
10.06. — On considère le polynôme : 
1 0 0 0 … O0 X+1 
1 L 22 0 0 … © (X+1Ÿ 
P,(X) 3 0 … © (X+1) 


L Cri Cnri Carr ee Cnet (X+DTT 
Calculer P,(X) — P,(X—1). En déduire P,(m), (m € N). 


10.07. — On considère le déterminant d'ordre n+1 : 


! x Kir x 
1 1. 1 1 
A,(X) = 1 2 D ñn n+i 
AT 2 mt (n+1ÿt 


1° Montrer que tout polynôme P de degré strictement inférieur à n vérifie : 
P(X)+ Y (—-1Y CÉP(X+k) = 0 
Ce 


2° En déduire que A,(X) est divisible par (1— X)° et calculer le quotient. 
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10.08. — Soit À = |x,;;| un déterminant d'ordre n tel que : 
ajeosii>i; =Bii<j; =: 
Calculer A. Pour cela on considère le déterminant D(X) déduit de A en ajoutant 
X à tous les éléments. 


10.09. — Calculer le déterminant d'ordre », A = |x,;| tel que : 
1° a=lsii£)i; us = 1+y: 

2° c=lsi>ij: a = 28 Si<)j; di = X+h. 
10.10. — Calculer le déterminant d'ordre #, À = |x,,] tel que : 

1° «,; désigne PGCD (4, j). 


2° &;; désigne le nombre des diviseurs communs à i et j. 
3° a, = sin (0,+8,), où 0, …, 0, sont donnés. 


10.11. — Calculer les déterminants d'ordre n : 


1 2 3 n 1 1 1 [l l 
n Î n—! Bi % 2 % %1 
G—1D) 7 H n—2 Bi Pr % %2 %2 
PR EE LS Bi BB: Pa %3 %3 
3 4 l 2 |) Mllemobsensess mens etes 
2 3 (a—1) l Br B: B: Ba-à Xn—1 


10.12. — A l'élément (£,,…., #,) de K" on associe : 
LE H t & 


LACTENNE 


DEEE er 
1° Montrer : W; = V'o,_; 


où V désigne le déterminant de Vandermonde de é,, …., 6, et G,-3 la valeur prise 


au point (£,,..,6,) par le (n—j}ième polynôme symétrique élémentaire de 
KIX:,,..., X,]. 


2° En déduire un calcul de l'inverse de la matrice : 
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10.13. — On pose : 
148 1482. 1481 


Wie En) = 


1+8, 1487... 1+8 


Montrer : WE.) = VE, E)e E TN ä- nl CE) 
ist i= 
(où V désigne le déterminant de Vandermonde de &,,…., &,). 


10.14. — On donne (x, …, «,) e KP et (Q:,..., O,)e (K[X])" avec deg (0) < p—l; 
on pose 


9:00 = L Bi XP". 


Soient D = |y;, avec y; = Qi(a;), et B = 1B;;l. 


Vérifier D = BxV, où V est le déterminant de Vandermonde de (x,, …, «,). 
; è 5 ; 2in 

10.15. — Déterminant circulant. — Soit (ao, …, æ,-,) e C", et w = exp HE 
On pose : 

Lo ie Ans 11 1 

1 w œ"7! 
An -1 Lo ++ An 2 
A = ME lande eat 
di av Lot... ("7 1}! 


(les lignes de À s’obtiennent chacune à partir de la précédente par permutation circu- 
laire; M est une matrice de Vandermonde). 


Calculer : M? ; det M?; AM : MAM. En déduire det 4. 


10.16. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n > 0. 

1° Montrer que fe 4,(E) et y*eE*\{0} sont liés par f À y* = 0 si, et 
seulement si f peut s’écrire sous la forme g À y*, avec g € 4,_(E). 

2° On donne fe A,(E)\{0}. Soit W, l’espace vectoriel des y*e E* tels que 
fAy*=0; soit (ef, e*) un système libre d'éléments de V,. 

Montrer que q < p : et que f peut s'écrire f = g À eŸ A. À eg. 

En déduire que dim V, < p et que f est un produit extérieur de formes linéaires 
si, et seulement si dim W, = p ; on dit alors que f est décomposable. 


3° En reprenant le 2°, avec # — 4 et p = 2, montrer que f est décomposable si, 
et seulement si f À f = 0. 
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APPLICATIONS 
DES DÉTERMINANTS 


Dans tout le chapitre, K désigne un corps commu- 
tatif. Sauf au 11.2.1, tous les K-espaces vectoriels 
considérés seront de dimension finie non nulle. 


111. DÉTERMINATION PRATIQUE D'UN RANG 


11.1.7. Rappels de définitions et de résultats 


1° Sur le rang. — a) Le rang d’une famille finie (ou système) de vecteurs 
d’un K-espace vectoriel E est la dimension du sous-espace de E engendré par 
la famille ; c’est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indé- 
pendants que l’on peut extraire de la famille ; 


b) Le rang d’une application linéaire # d'un K-espace vectoriel E dans 
un K-espace vectoriel F est la dimension du sous-espace Im # de F; c’est le 
rang de l’image par u d’une base de E ; 


c) Une application linéaire (resp. un isomorphisme) transforme un système 
de vecteurs en un système dont le rang est au plus égal (resp. égal) à celui du 
premier. 

d) Le rang d’une K-matrice M est le rang commun au système des vec- 
teurs-colonnes et à celui des vecteurs-lignes. C’est aussi Le rang commun à 
toutes les applications linéaires traduites par M. 


2° Sur les sous-matrices (ou matrices extraites). — Soit M =[u;lien, jen, 
une K-matrice. On appelle sous-matrice de M toute matrice de la forme 
P = [oÿlicor, yes Où À et J désignent respectivement des parties non vides 
de N, et N,. 

On constate qu’on peut déduire P de M de la façon suivante : 


— on supprime d’abord les colonnes de M dont les indices n’appar- 
tiennent pas à J, ce qui fournit une matrice Q, indexée par N,xJ, 


— on supprime ensuite Les lignes de Q@ dont les indices n’appartiennent 
pas à Z. 
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11.1.2. Détermination pratique du rang d’une matrice 


1° Les trois problèmes de détermination d’un rang (système. de vecteurs, 
application linéaire, matrice) peuvent se ramener à l’un quelconque d’entre eux. 
Nous allons voir comment Putilisation des déterminants permet d’obtenir le 
rang d’une K-matrice, théoriquement tout au moins (une méthode plus rapide 
sera exposée au 11.2.3). 


2° PROPOSITION. — Soient M une X-matrice et P une sous-matrice de 
M. Le rang de P est au plus égal à celui de M. 

Passant par l'intermédiaire de la matrice Q introduite au 11.1.7, 2°, nous 
avons, en remarquant que les vecteurs-colonnes de © figurent parmi ceux de 
M et que les vecteurs-lignes de P figurent parmi ceux de Q : 


rang Q < rang M; rang P < rang Q. O 
L'ordre d’une matrice carrée inversible étant égal à son rang (9.4.6), on a: 


CoROLLAIRE. — L'ordre d’une sous-matrice carrée inversible d’une K-ma- 
trice M est au plus égal au rang de M. 


3° Matrices bordantes. — DÉFINITION. — Soit P une sous-matrice 
carrée d’ordre p de la (n, p)-matrice M. On appelle matrice bordante de P 
dans A{ toute sous-matrice carrée de Af qui admet P pour sous-matrice et p+1 
pour ordre, 


La matrice P admet (n—p}) (p—p) matrices bordantes. 


THÉORÈME. — Soient M une matrice de type (7, p), de rang r, et P une sous- 
matrice carrée inversible de A, dont l’ordre p vérifie p < r. Alors il existe 
une matrice inversible (au moins) parmi les (7—p)(p—p) sous-matrices de M 
bordantes de P. 

M est indexée par N,XIN, et P par ZxJ (pour simplifier on a supposé 
pour faire la figure que les éléments de Z (resp. J) sont consécutifs dans IN, 
(resp. N,), hypothèse qui n’est en général pas vérifiée). 
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Passons encore de M à P par l'intermédiaire de la matrice Q, et désignons 
par (aj);en, et (a;);e, les systèmes de vecteurs-colonnes de M et Q. 

Le rang de ©, qui est au plus égal au cardinal p de J et au moins égal au 
rang p de la matrice inversible P extraite de Q, est exactement égal à p; 
(a); e ; est ainsi un système libre de rang p, extrait de (a,);.N, dont le rang 
r vérifie r > p ; il existe donc un indice j EN, \J tel que le système 

(aj)je y, avec J'= JU {jo} 
soit libre. La matrice Q’ dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs de ce 
dernier système a ainsi pour rang p + 1 ; P est une sous-matrice de Q”, inversible, 
d'ordre strictement inférieur au rang de Q’. 

On montre comme ci-dessus que ceux des vecteurs-lignes de Q’ dont les 
indices vérifient à e Î déterminent un sous-système libre du système (b;);.x, 
des vecteurs-lignes de Q’ et qu'il est possible de trouver à, e IN,\7 tel que le 


Sens Ghiers avec T' = I U {io}, 
soit libre. La matrice carrée d'ordre p+1 dont les vecteurs-lignes sont les 
vecteurs de ce dernier système répond à la question. O 


COROLLAIRE. — Soit M une K-matrice non nulle. Le rang de M est égal 
à l’ordre maximum d’une sous-matrice carrée inversible de M. 

La matrice carrée d’ordre ! déterminée par un élément non nul de W 
étant inversible, l'ensemble des ordres des sous-matrices carrées inversibles 
de M n’est pas vide. Majoré par le rang r de M, cet ensemble admet un plus 
grand élément p, tel que p < r. Il existe une sous-matrice P de M, inversible 
et de rang p. Si l’on avait p < r, le théorème précédent conduirait à une 
contradiction ; on a doncp =r. O 


Application. — Un système (a;);.\, de p vecteurs d’un K-espace vectoriel de 
dimension finie n est libre si et seulement si la (n, p) matrice des composants des a; 
dans une base quelconque de E admet une sous-matrice carrée inversible d’ordrep. 


4° Matrices principales. — DÉFINITION. — Soit M une K-matrice non 
nulle. On appelle matrice principale pour 4{ toute sous-matrice carrée inversible 
de M, dont l’ordre est égal au rang de M. 

Une telle matrice existe d’après le corollaire précédent, mais elle n’est 
pas nécessairement unique. 

5° THÉORÈME FONDAMENTAL. — Pour qu’une K-matrice non nulle M soit 
de rang r, il faut et il suffit qu’il existe une sous-matrice carrée de AZ, inversible 
et d’ordre r, n’admettant pour matrice bordante dans A{ aucune matrice inversible. 


La condition est nécessaire d’après le corollaire du 3°, elle est suffisante 
d’après le théorème du 3°. 

Pratique. — Soit M une K-matrice non nulle. Une matrice carrée inver- 
sible est caractérisée, sur un corps commutatif, par la non-nullité de son 
déterminant. On peut donc, grâce à des calcuis de,déterminants mettre en 
évidence une matrice principale pour M ; le théorème fondamental permet, 
au cours de ce calcul, de limiter le nombre des vérifications qui sont nécessaires 
pour affirmer qu’une sous-matrice carrée inversible est principale pour M. 
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112. ÉQUATIONS LINÉAIRES 


11.2.1. Etude théorique d’une équation linéaire 


Les notions d’équation, de solution d’une équation, d’équation compa- 
tible, ont été données au 1.2.3, 8°. 


1° DÉFINITION. — Soient deux X-espaces vectoriels E et F (pas néces- 
sairement de dimension finie), # une application linéaire de E dans F, b un 
vecteur de F. L’équation : 
u(x) = b Œ 
est dite équation linéaire associée au couple (4, b). 
Lorsque b est 0, vecteur nul de F, on parle d’équation linéaire homogène. 
L'ensemble des solutions de (L) sera noté S(L), ce qui revient à poser : 


SL) = {x0 € E | u(xo) = B}. 
EXEMPLES. —- a) Soient /* e(K”}* et Be K. L’équation : 
<P,x) = 8 


est une équation linéaire ; u : E — Fest ici {*: KP — K. 


*b} Soient 7 un intervalle réel et F(resp. E) le R-espace vectoriel des applications continues 
(resp. deux fois continâment dérivables) de 7 dans IR. Soient a, b, c trois éléments de F. 


D désignant la dérivation, l'application u : E —+ F telle que : 
fr DS) + aD(f) + bf 


est linéaire. L'équation linéaire associée au couple (4, c) : 


DS) + aD(f)+bf=c 


est dite équation différentielle du second ordre. , 


2° Structure de l’ensemble des solutions d’une équation linéaire. — 
Reprenons les notations du 1°. 


THÉORÈME Î. — L’ensemble des solutions de l’équation linéaire homogène 
u(x) = 0, qui est le noyau de x, est un sous-espace vectoriel de E ; il contient 
au moins le vecteur nul de E, qui est dit solution triviale. 

Cela résulte de la définition et des propriétés du noyau d’une application 
linéaire. Q 


THÉORÈME IL. — Soient (L) l’équation linéaire 4x) = b et (H) l'équation 
linéaire (x) = 0, qui est dite équation homogène associée à (L). 

(£) est compatible si, et seulement si le vecteur b appartient à l’image 
de u. Lorsque cette condition est remplie, toutes les solutions de (L) s’obtien- 
nent en ajoutant à l’une d’elles, x,, arbitrairement choisie, une solution 
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quelconque de (A); S(L) est un sous-espace affine (!), de direction S(H), de £, 
muni de sa structure affine canonique. 


— La condition de compatibilité résulte de la définition de l’image de u, 
— Etant donné x, tel que u(x,) = b, la linéarité de w fournit : 
VreE u(x)=b <> u(x-xs) = 0, 
ce qui s'écrit : 


VreE u(x)=b <= x-x,e Keru. BI] 


REMARQUE. — Dans le cas où l'application # est bijective, (L) admet la 
solution unique x, = 47 !{b). 


3° Superposition des solutions. — Considérons une équation linéaire 
dans laquelle le second membre b se présente comme une combinaison linéaire, 
soit 
m 
uG)= Y La. (D) 


k=1 


On suppose que, pour tout 4 eN,, l'équation u(x) = c, admet une 
m 


solution x,. Alors (L) admet Ÿ° x, pour solution. 
k=i 


Ce résultat, qui est une simple conséquence de la linéarité de x, sera 
utilisé, en particulier, lors de l’étude des équations différentielles. 


4° Equivalence d’un système linéaire et d’une équation unique. — 
Soient E et F; des K-espaces vectoriels, u; : E —+ F; des applications linéaires, 
bie F,; des vecteurs (1 & i & n). La famille d’équations 


u)=b, 1<i<n (D 
est dite système linéaire. L'ensemble des solutions de (L) est 
SD ={xeE|VieN, u;(x) = b;} 


Le système (L) n’est pas autre chose qu’une équation linéaire. En effet désignons 
par F l’espace vectoriel produit F, x... x F, et par b l'élément (b,, …, b,) de F. 


u' xt (aix), …, u,(x)) 
est linéaire (4.2.2 3°) ; S(L) est l’ensemble des solutions de l'équation liné- 
aire u(x) = b. 


— Inversement, dans le cas où Æ et F ont des dimensions finies (ce qui 
permet de les remplacer par K? et K”) la résolution de l’équation linéaire 
u(x) = b considérée au 1°, peut se ramener à la résolution d’un système 
linéaire, question traditionnelle que nous allons maintenant aborder. 


() En classes terminales, le lecteur a acquis les notions d'espaces et de sous-espaces affi- 
nes. Cette question sera reprise dans Le cours de Géométrie, 
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11.2.2. Système de 7 équations linéaires à p inconnues 
1° Position du problème. — Etant données les familles finies de sca- 
laires de K : 
Gien, jen, Et (Bien, » (> 0,p > 0), 


nous nous proposons d'étudier le système des z équations linéaires aux p 
inconnues (61, ..., &,) : 


dit tab +... +a,é = B, 1<i<n. L) 
Le système homogène associé à (L) est, par définition : 
dit. +aé; +... +asé, = 0, 1<i<n. (H) 


2° Notations. — Aux systèmes (L) et (A7) nous associons : 


— les espaces vectoriels K”, KP, (K?)* et leurs bases canoniques 


S= Goes fi) e= (ee), e* = (er, er); 
— la (n, p) matrice M = [x;,] et la (n, 1) matrice B = [B;] ; on dit que M 
est la matrice des systèmes (L) et (H) ; 
— l'application linéaire u : KP? — K° définie par 
Mat(u;e f)= M; 


— les vecteurs de K” : 
Û 


aj=u(e)= D af, 1<j<p, 
i=1 


qui engendrent l’image de w ; 
P 
— les formes de (KP : = Ÿ mg, 1<i<n, 
ii 
— le rang r commun à la matrice M, à l’application linéaire u, aux systèmes 
(a, …, a,)et (If, …, 19); r est dit rang des systèmes (L) et (H). 


Nous pouvons ainsi donner de (L) des écritures différentes, que nous 
ferons intervenir tour à tour, à savoir les écritures 


— matricielle  : MX = B, où X est la (p, l)-matrice [é;}, 
P Li 
— opérationnelle : u(x) = b, oùx= ) Ée, et où b= Y Bf 
pat i=i 
— vectorielle : Éndite.+épa;+..+6, 4, = b, 
— duale Lx) =p, 1<i<n. 


3° Un cas particulier important : système de Cramer. — THÉORÈME ET 
DÉFINITION. — Les notations étant celles du 2°, les trois conditions suivantes 
sont équivalentes : 


() les entiers 7, p, r sont égaux ; 
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(ii) M est une matrice carrée inversible, (det M # 0) ; 

(ii) u est un isomorphisme. 

Un système linéaire qui remplit ces conditions est dit système de Cramer. 
De cette proposition, dont la vérification est immédiate, on déduit : 


THÉORÈME. — Un système de Cramer admet une et une seule solution. 

Dans le cas où le système (L} considéré au 2° est un système de Cramer, 
sa solution unique s'écrit sous la forme opérationnelle x, = #7 !(b) et sous 
la forme matricielle #, = M°!B. Cette dernière écriture permettrait d’expli- 
citer La solution (cf. exemple du 11.2.3), ce que nous allons faire ici en uti- 
lisant l’écriture vectorielle. 

Le système des vecteurs-colonnes (4,); . Ne de la matrice M est une base 
de K? ; le vecteur b e KP admet dans cette base une décomposition unique 


b = Eai+.….+Ea, (1) 


et la solution du système de Cramer est (#9, …, #9). 
Grâce à (1), on peut écrire pour tout j € N, : 


P 
det(.…..a; 1, b, &jen …) = deu … aj-1, > CCI «) @) 
k£ 


Le premier membre de (2) est le déterminant de la matrice M; obtenue en 
remplaçant dans M la j-ième colonne par la colonne des seconds membres du 
système, constituée par f,, …, 8, (ici n = p), et correspondant au vecteur- 
colonne b. 

Le second membre de (2) peut être considéré comme la somme de p 
déterminants dont p — 1 sont nuls pour avoir deux vecteurs-colonnes colinéaires; 
il se réduit donc à €? det M. En utilisant det M # 0, on obtient la solution 
du système de Cramer sous la forme explicite : 


Retenons que les solutions d’un système de Cramer dépendent rationnellement 
des coefficients du système. 


4° Etude du cas général. — Reprenons les notations du 2°. 


a) Structure des solutions. — De l'écriture opérationnelle on déduit 
(1.2.1, 2°) : 

— L'ensemble S(H) des solutions du système homogène est le noyau de u, 
sous-espace vectoriel de K°, dont la dimension est ici p—r. 

— Le système (L) est compatible si et seulement si le vecteur b appartient 
à l'image de u ; en cas de compatibilité l’ensemble S(L) des solutions est un 
*sous-espace de l’espace affine K°, dont la direction est S(H) et dont la dimension 
est pre. 
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b) Traduction de la condition de compatibilité : déterminants caractéris- 
tiques. — L'image de y étant engendrée par le système (a, …., &,), la condition 
be Im équivaut à : 


rang (a1, …, @,, b) = rang (a, .…., a,), 


ce qui s’écrit : rang M' = rang M, 
en complétant les notations du 2° par : 


NOTATION. — On désigne par M' la matrice obtenue en adjoignant à la 
matrice M du système (L) une p+1l-ième colonne constituée par les seconds 
membres B:,…., B,. 

Remarquons que, le rang de M’ ne pouvant excéder le nombre n des lignes, 
la condition de compatibilité est remplie lorsque le rang r de M est égal à n. 

Dans la pratique, on obtient r en exhibant, par utilisation des déterminants, 
une matrice P, principale pour A (11.1.2, 4°). 


P est une sous-matrice carrée inversible, d’ordre r, de M” ; le rang de M” 
est donc r, et la condition de compatibilité est remplie, sauf s’il existe une 
matrice inversible bordante de P dans M” ; en remarquant qu’une telle matrice 
ne saurait être bordante de P dans M (sans quoi P ne serait pas principale 
pour M), nous sommes conduits à poser : 


DÉFINITION. — Soit P une matrice principale pour À. On appelle matrice 
caractéristique associée à P toute matrice bordante de P dans A”, dont la colonne 
bordante est extraite de la colonne de M' constituée par les seconds membres 
B:,-…., B, ; le déterminant d’une telle matrice est dit déterminant caractéristique 
associé à P. 

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer : 


THÉORÈME DE COMPATIBILITÉ. — Soit un système de # équations linéaires 
à p inconnues, de rang r, (r <& inf (n, p)). 

1°" cas : r = n. Le système est compatible, (il n’y a pas de déterminant 
caractéristique). 


28 cas : r < n. Le système est compatible si et seulement si, une matrice 
principale pour Ia matrice du système ayant été arbitrairement choisie, Les #—r 
déterminants caractéristiques qui lui sont associés sont tous nuls. 


c} Equivalence d’un système compatible et d’un système d'équations 
principales. — Posons : 

DÉFINITION. — Soit P = [a]; er, june matrice principale pour A. 
On appelle : 


— inconnues principales associées à P les inconnues d'indices j € J ; 
— équations principales associées à P les équations d’indices ; € Z. 
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Selon que l'on considère (L) ou (H), les équations principales associées 
à P constituent donc les systèmes de r équations à p inconnues, de rang r : 


P 


Z mjé;= By  iel (Ly) 
31 
ou 


: je; = 0, iel. (H?) 


Il est bien évident que toute solution de (H} est solution de (H) et que 
toute solution de (L) est solution de (L;). Plus précisément : 

— Les ensembles S(H) et S(H;) sont confondus. Ce sont en effet deux 
sous-espaces vectoriels de K? ayant la dimension commune p—r et vérifiant 
S(H) © S(Hp). 

— Dans le cas où (L) est compatible, les ensembles S(E) et S(L») sont 
confondus. En effet (L) admet alors au moins une solution x,, qui est aussi 
solution de (L,). En utilisant S(H) = S(H}), on constate que S(L) et S(L») 
peuvent être l'un et l’autre définis par 


{xo+y | y e S(H)}. 


d) Résolution d'un système d'équations principales. — En écrivant 
Lout;=hi- À «xt, el, (L?) 
Jes JeNpiJ 


on constate qu’on peut obtenir toutes les solutions de (L,) en attribuant des 
valeurs arbitraires aux (p—r) inconnues non principales, les inconnues prin- 
cipales étant déterminées, en fonction de ces valeurs, par un système de Cramer. 


L'étude faite en c) et d) permet de compléter le théorème de compatibilité 
énoncé en b) par : 

THÉORÈME DE ROUCHÉ-FONTENÉ. — Les solutions d’un système linéaire 
compatible sont celles de l’un quelconque de ses systèmes d’équations principales. 


On résoud un système d’équations principales en attribuant des valeurs 
arbitraires aux inconnues non principales, les inconnues principales étant ensuite 
déterminées par la résolution d’un système de Cramer. 


EXEMPLE. — Discuter suivant les valeurs du paramètre À le système : 
2E+An- Çæ5 

(D) 4 GS +3n+ 7 = 7 
E+3n+2 = 4. 


Ici : 


2 À -1 
mM=lui-s 3 7 |; dt#=-24-n(4-06. 
3 2 
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1° cas : À # {1,6}. (L}) est un système de Cramer. Solution unique : 


ë _ det M; _ det M; £ _ det M; 
dam’ 0 dam’ 7 dim” 
avec : 
À -1 2 5 -1 2 4 5 
M=|7 3 7 |; Mist as 7 7 |; M,=11-5 3 7 |; 
4.3 2 L) 4 2 1 35 4 
det M, = 14-84; det M, = —141+84; det M; = —412+421- 108. 
La solution unique du système de Cramer est donc : 
-7 7 24-9 
bd =D: fo = 37" = 


2° cas :Âe {1, 6}. Le rang r de(L) est strictement inférieur à 3. On peut étudier séparément 
les deux systèmes relatifs à À = 1 et À = 6. On peut aussi remarquer que l’on dispose, chaque 
fois, de la matrice principale : 
2 1 
P= L 
l 2 


Il en résulte que r = 2, et que l’on peut considérer » comme inconnue non principale 
et la seconde équation comme équation non principale. Il y a un déterminant caractéristique 
associé à P, à savoir : 


A=|2-5 7 7 ou A = 1441-84. 


e À = I. Alors À # 0 ; le système n’a pas de solution, 
e À =6. Alors À = 0 ; les solutions de (L) sont celles du système : 


2ë— (= 5-67 
an | EH = 43m. 


On les obtient en donnant à y une valeur arbitraire t, soit : 


E= +145, m=t = 35. 


S° Cas d’un système linéaire homogène (H}). — La discussion porte 
sur le nombre p des inconnues et le rang r (r < p). On retiendra que : 


— La résolution de (H°) équivaut à celle d’un système d'équations principales, 


— S(H) est un sous-espace vectoriel de KP de dimension p-—r, réduit à 
{0} sir = p ; il suffira donc d'exhiber une base de S(H),. 


6° La méthode que nous venons d’exposer conduit à des calculs inextricables, même sur 
ordinateur, lorsque le nombre des équations et celui des inconnues sont élevés (le développement d’un 
déterminant d'ordre m peut exiger jusqu’à (m — 1)m! multiplications). Dans ce cas, on a recours à 
des algorithmes dont l'étude fait l’objet de l'analyse numérique linéaire. 

Nous allons nous limiter à esquisser une méthode, celle du pivot. 
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11.2.3. Notion d'opérations élémentaires 


Le corps commutatif K étant donné (dans la pratique K = R ou K = C), 
il ne sera question que de K-matrices à coefficients numériques (ie. ne dépendant 
pas de paramètres). Nous écrirons abréviativement Æ(n, p) pour A,{n, p) et 
GL(n) pour GL,{n). 


1° Les matrices de permutation. — DEFINITION. — Soit neN*, A toute 
permutation o e &6,, on associe la matrice de permutation : 


Me = [uul, &, De(N), du = ka 


E étant un K-espace vectoriel de dimension n rapporté à une base e, M, est la matrice dans 
cette base de ue£(E) défini par ue,) = eg, et aussi la matrice de passage de e à la base e’ telle 
que & = eq. 


Le lecteur établira sans difficulté les résultats suivants : 
e PROPRIÉTÉS. — a) det M, = &, (signature), et donc M,e GL(n). 
b) Me, Mo= Mio Mo = Moi = Mo 
st M, est un morphisme de groupes de G, dans GL{n). 
c) Si t est une transposition, det M, = — 1 et (M) ! = M,="'M.. 
e THÉORÈME L — Pour toutes À = [x,,]e A(n, p) et ce G,, on a : 
MSA = [Bal (&, DEN, x Nr Bai = Lo 1{k),t- 


En particulier, si & est la transposition + qui échange i et j (telle que +! = <), 
M.A se déduit de À en échangeant les lignes d'indices i et j (en abrégé : par 
EL l). 


1 


e THÉORÈME IL. — Pour toutes À — [x,,]e X(m, n) et ce G,, on a : 
AM, = Dyul, (k, DEN, X No Vu = Loti} 


En particulier, si « est la transposition + qui échange ; et j, AM, se déduit 
de À en échangeant les colonnes d’indices i et j (en abrégé : par €, — c)). 


2° Les matrices d'affinité. — DÉFINITION. — Soit neN*. A tout 
(G a)eN, x K*, on associe la matrice d'affinité : 
D;(«) = diag(1, … 1, &, 1, 1), « en i-ième position. 
Le lecteur établiera : 
e PROPRIÉTÉS. — a) det D;(a) = «, et donc D;(«)e GL(n). 
b) Di(w)Di(e) = Di(aa’); (D:(o))7? = Diet). 


Pour i donné, « H—> D;(«) est un morphisme de groupes de (K*, x) dans 
GL(n). 

e THÉORÈME L. — Pour tous À e An, p}, ieN, et «e K*, D,(a) À se déduit 
de À en multipliant la i-ième ligne par à (4 + al). 


THÉORÈME IL. — Pour tous 4 E.A(m, n), ieN, et «e K*, AD,(a) se déduit 
de À en multipliant la i-ième colonne par & {c; -— ac;). 


112.3 ÉQUATIONS LINÉAIRES 383 


3° Les matrices de transvection. — DÉFINITION. — Soit neN*, À tout 
(G, j), DEN) x K tel que i # j on associe la matrice de transvection : 
U;,4) = 1, + AM;;, où (M;;) est la base canonique de H{n). 

Le lecteur établira (en tenant compte de i £j): 

© PROPRIÉTÉS. a) det U;;(1) = 1, et donc U;{4)e SL(n). 

b) Uu)U:0) = 1, + AM; + d'Mu + A6 Mis. 

o) UV) = U,( + 2); (U:;)) * = U;(— 2). 

Pour (i, j) donné avec i #j, À+— U;;(4) est un morphisme de groupes 
de (K, +) dans SL(n). 

© THÉORÈME I. — Pour tous 4e A{n, p), (i, j)e N2 tel que i Z jet 1€K, 
U;(4)4 se déduit de À par 4 + 1 +4. 


e THÉORÈME IL. — Pour tous 4e X.(m, n), (i, j)e N? tel que i # j et EK, 
AU,;;() se déduit de À par c c + Ac, 


4 Opérations élémentaires. — DÉFINITION. — Étant donné A(n, p), toute 
application de cet ensemble dans lui-même de la forme 4 + UA (resp. 
AH AV) où U(resp. V) est une matrice de transposition, d’affinité ou de 
transvection donnée, d'ordre n (resp. d’ordre p) est dite opération élémentaire sur 
les lignes (resp. les colonnes). 

Une telle opération peut se noter suivant le cas L—{, kb di, 
où Et k+A, (resp. ec, ci ac où ct c +de); il est 
clair qu’elle conserve le rang et que, lorsque n = p, elle multiplie le déterminant 
par — 1, œou 1. 

Nous aurons à accorder une importance particulière aux 4, + 4, + 4, 
qui seront dites transvections à gauche. 


S° Intérêt des opérations élémentaires. — Nous nous intéressons aux 
problèmes suivants, qui font intervenir À E.A{n, p), donnée : 

— calcul du rang; calcul du déterminant sin = p; 

— résolution d’un système AX = B, Be A(n, 1) donnée; 

— calcul de A7! si A€GL(n). 


e Onsait résoudre ces problèmes dans un cas particulier, celui de 4e GL(n) 
triangulaire supérieure, ie. celui de À = [x;;], (i j)e(N,)?, avec : 

=Osii>j ; oo #0 pour tout ieN,. 

En effet, on a clairement : rg A =net det A=&, … 0. 

Pour toute Be.AH(n, 1), AX = B est un système de Cramer triangulaire 
dont la solution unique (£,,… &,) s'obtient en calculant de proche en proche 
CT Le 

IH en résulte que, pour tout Y = ‘Ty, …, n,1€ An, 1), on sait expliciter La 
solution 47! Y du système AX = Y; d’où les éléments de 4°. 


e Dans le cas général, l'objectif est de se ramener au cas particulier en 
remplaçant À par la matrice T = UAV qui s’en déduit par une composition 
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d'opérations élémentaires sur Les lignes et sur les colonnes, en tenant compte 
de ce que, quel que soit le choix de (U, V): 

— onarg A =rg T;sin= p, det À se déduit aisément de det T; 

— les solutions de AX = B sont celles de UAV VX = UB, système de la 
forme (TX’= B’) À (X = VX’): toute opération sur les lignes est licite, à 
condition de l’effectuer sur la matrice obtenue par juxtaposition de 4 et B, et 
notée [A|B]; en revanche, il est raisonnable de n’effectuer sur les colonnes de 
A que des échanges, c; + c; s'accompagnant de l'échange &; «<— &; des 
inconnues de mêmes indices; 

— lorsque n=p, À est inversible si, et seulement si T' lest; alors 
A t= VT IV, 

— en écrivant T = UAV sous la forme T = (UI,)A(I,V) on justifie : 
Utresp. V) s'obtient en transformant I, (resp. L,) par la composée des opérations 


élémentaires sur les lignes (resp. les colonnes) qui interviennent dans le passage 
de AT. 


En fait ce n'est que dans le calcul de A '(n = p et AeGL{n)) qu'il est 
nécessaire d'expliciter U et V et donc de mémorialiser les opérations élémentaires. 


112.4 La méthode du pivot de Gauss 


Nous allons exposer une méthode de passage de À à T qui n'utilise que 
des transvections à gauche (ce qui rend sa programmation aisée) et vérifier 
qu’elle permet de traiter chacun des problèmes qui nous occupent (ce qui est 
acquis lorsque l'on aboutit à une matrice T e GL(n) triangulaire supérieure). 

Dans ce qui suit, il pourra arriver que (comme au 9.4.7,5°) [a notation 
invite à introduire des matrices (n’, p’) avec n’ = 0 où p’ = 0; celles-ci seront 
supprimées et leurs rangs considérés comme nuls. 


1° LEMME DU PIVOT DE GaUss. — Toute matrice Ae M{n, p) à première 
colonne non nulle, peut être transformée par une composition de transvections à 
gauche en une matrice de la forme : 


B;: #0 
Af avec lacune 1,p—1) 
rg A = Ï +rg Ai 


— Sin= 1, il est clair que 4; = À convient. 

— Si n>1, on se ramène (en effectuant si nécessaire une opération 
Et li +4) à une matrice [a;;] telle que «,, # 0, et on effectue sur celle-ci, 
dans un ordre quelconque, les opérations 4, + 4, — œ1/4,,/,,ie[2, nl, ce 
qui revient-à adopter : 


Ai = Unit GB) + Uri i/B)lsl Bi = ds. 
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On dit que l’on a utilisé le pivot B.. 


— Ilest clair que rg À = rg A. L'égalité rg À, = 1 + rg A‘ est triviale 
sin=1 ou si p= 1; sinon, elle se justifie en observant que, parmi les 
vecteurs-lignes de 4;, le premier est le seul à ne pas appartenir au sous-espace 
de K? engendré par les p — 1 derniers vecteurs de la base canonique. (| 


REMARQUE. — Le lemme s'applique à toute matrice À € GL(n), la première 
colonne étant alors nécessairement non nulle; ici, sin > 1, la matrice 4e A(n— 1), 
de rang n — 1, est inversible. 


2° a) MÉTHODE DE Gauss. — Soit À € A.(n, p) à première colonne non nulle. 
Par transvections à gauche, on peut en déduire des matrices : 


Bi B, #0 
--| avec < Aie Ain —h,p—h) 
IgA=h+rg À, 


la construction s’arrêtant lorsque # atteint la valeur k telle que : 
(= n) ou (k = p) ou (A; est à première colonne nulle). 

La construction se fait par récurrence, à partir de À; fournie par le lemme 
précédent. 

Une fois obtenue 4,, deux cas sont possibles : 


— si cette matrice est de la forme À4,, la construction s'arrête; 


— sinon on transforme À, par des transvections à gauche choisies de façon 
que leur seul effet soit d'appliquer le lemme à la sous-matrice 4, de 4,; on 
obtient ainsi : 4,,,, avec rg À, = 1 +rg 4,1. Û 


REMARQUE. — Dans le seul calcul de rg À, à chaque étape on ne retient, 
au lieu de À,, que 4;, débarrassée, s’il y a lieu, de ses lignes et colonnes nulles; 
on finit par aboutir à une matrice de rang connu. 


b) Compte tenu de la remarque au 1°, on a, en particulier : 


PROPOSITION I. — Toute matrice 4 € GL(n) peut être transformée par trans- 
vections à gauche en une matrice inversible, triangulaire supérieure : 


B: 


T = 


: B:-.B, # 0 
oO avec { 


a, det 4 =8B,..B, 
B 
On peut même ajouter : 


PROPOsITION IL — Toute matrice À € GL(n) peut être transformée par trans- 
vections à gauche en une matrice inversible, diagonale, 
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Après avoir obtenu la matrice T = [r;;], avec +,, = f; # O, on effectue les 
opérations £ = &-v;jft;;l; dans l’ordre suivant : j prend successivement les 
valeurs n, n — 1,2 et, pour j donné, i prend successivement les valeurs j — 1, …, 1. 
On aboutit à T’ = diag(B:, B:, … B). 

La résolution de AX = B est ainsi ramenée à celle d’un système T’X = B’ 
qui est immédiate, 

c) Revenant au cas général, on continue la construction lorsque À; est à 
première colonne nulle, sans être nulle. Pour cela, dans 4, on note 4; = [O|4;] 
où Aÿ est à première colonne non nulle, et on transforme À, par des transvections 
à gauche choisies de façon que la méthode de Gauss soit appliquée à Aÿ. De 
proche en proche, on aboutit à une matrice T = [r.;] et à reN, tels que : 

— pour i>r, tous les r;; sont nuis, 

— pour À <r, il existe sur la i-ième ligne de T un premier élément non 
nul 8; = d;,4n OÙ @ est une fonction strictement croissante. 

e Le rang de T'estr. 

e On sait résoudre le système TX = B’, où B’ = '[b' … b!]; il apparaît en 
effet la condition de compatibilité b{,., = … = b,, = 0: si elle est remplie, on se 
limite au système formé par les r premières équations, et on détermine les r 
inconnues principales E,, … E (celles qui accompagnent f., …, B,) en résolvant 
le système de Cramer triangulaire qui s’en déduit en donnant des valeurs 
arbitraires aux inconnues non principales. 


e En conclusion, la méthode de Gauss répond à toutes les questions que 
nous nous sommes posées. 


3° Pratique. — On perfectionne le lemme du 1°, et on le rend applicable à 
toute matrice non nulle À, en convenant de choisir un élément 8, : 0 de 4, 
de l'amener en haut et à gauche pour des échanges de lignes et de colonnes (si 
n = p, il peut y avoir une répercussion sur le déterminant), et d’utiliser f, pour 
pivot. 

Avec ce lemme perfectionné, la construction des 4, du 2° a) ne s'arrête que 
lorsque k = r tel que (r = n) ou (r = p) ou (4; est nulle): r est le rang de A. 

I est clair qu'il est intéressant d’utiliser, lorsque c’est possible, 1 ou — 1 
pour pivot (on économise des divisions). 

Lorsque K = R ou K = €, on peut convenir de choisir systématiquement 
pour pivot un élément de module maximal (c'est la méthode du pivot maximal, 
qui présente l'avantage de minimiser les erreurs d’arrondi). 


REMARQUE. — Soit AX = B un système à coefficients dans Z. On le 
transforme en un système à coefficients dans Z en convenant de remplacer, 
dans le lemme du 1°, les &i— & — œ/a1,1, par les &— ail — al. 


4 EXEMPLE [. — Résoudre le système linéaire : 
Éit2Ë2 — Ja + a +2és = —2 
LE + 3È2 — 663 + SE + 3Ës — 
Ii — 462 +3 — 664 —4és= 5 
En + SE — és — 3Ea + 9% 
EH — Hs + + 3és 


Il 
CES 
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La première des matrices écrites est [4]B]; on a mentionné en dessous de chaque matrice 
les opérations qui le transforment en la suivante : 


1 2-3 1 2-2] [1 2-3 1 2-2] 1 2-31 2-2 
2 3-6 5 3 1|{oi-1 0 3-1 5|[o-1 03-1 5 
-3 -4 9-6 -4 511012 0-3 2-1|[|0 0103 0 9 
1 5-3 -3 9 -4| 0! 3 0-4 7-2||0 0105 41 
1 3-3 1 3 2/01 0 0 1 4llo 003 0 » 


{pivot : 1) {pivot : — 1) 


On supprime ensuite la cinquième ligne (identique à la troisième) et, au lieu d'utiliser 3 pour 
pivot, on effectue l'échange /; <— 44, suivi des échanges €, — cs; et É4 — Ë,, ce qui conduit 
au système : 


bi +262 — 365 +26+ bi —2 


— & — E +365 
4ë + 56, = 13 
364 = 9 
dont la résolution est immédiate : on détermine successivement E, = 3, £s = — 1/2, &, = 9/2; on 


donne à Ë, une valeur arbitraire £ et on en déduit &,. D’où les solutions : 


(— 13 + 35, 9/2, 1,3, —1/2),teK. 


EXEMPLE II. — Étudier la matrice : 


1. 2%, 
_| 2 -43 4 
AZ, 4 La dr 9 

—1 5 0 -4 


Par les mêmes opérations sur les lignes, on passe simultanément de 4 à T et de 1, à U 
(cf. 11.23, in fine). Utilisant 1 pour pivot de 4, on a commencé par effectuer les transvections 
EmL-2,bt 83,11, +4 sur À et sur 1,4. D'où les premières matrices de 
chacune des deux lignes suivantes : 


1 —2 2 1 1 —2 2 Î 1 — 2 1 1 -2 2 1 
9 0 —-1 2 0 3 -2 4 0 -2 4/10 3 -2 417 T 
9 3 -2 4|]0 © -1 2 Ô 1 2/10 0 -1 2| 
0 3 2 —3 0 3 2 —3 9 0 4 -7||0 0 O0 1 
Puis: B1) Gi l-1) Gt +48) 
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 O0 © 1 0 00 
-2 1 0 © —3 0 1 0 —3 O0 1 0 —3 0 1 01 U 
—3 0 1 0 —2 1 0 0 —2 1 0 0 —2 1 o 0! 
1 0 0 1 1 0 0 1! 4 O0 -1 1 —4 4 —1 1 
avec ici T = UA. 
On constate : det T = — 3; T, et donc À sont inversibles. Si lon n'avait recherché que det 4, 
il aurait été inutile de transformer , ; il aurait suffi de constater que det À — — det T (à cause de 


l'opération 4, <— 4) pour obtenir det 4 — 3, Calculons maintenant 47! = T-IU. 
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La résolution de TX = Y fournit : 


1 2 2 2 
Eee 5e — Ma + 2e 8233 em tr: tel Ja 


3 37+3 
3 2 2 -15 53 58 17 —15 
1lo 1 2 il 1-2 1 0 

où : Dos is Al =- 
Doi: Tel 0 _3 él PS 31-18 21 —6 6 
90 0 0 3 12 12 -3 3 


112.5. La méthode du pivot de Jordan 


1° LEMME. — Toute matrice 4e AM(n, p) n > 1, à première colonne non nulle, peut être 
transformée par une composition de transvections à gauche en une matrice de la forme : 


Le An — 1, p—1) 
avec 
rg À = 1 +rg À 


Après s’être ramené à une matrice [æ,;] telle que «,, %# 0, on remplace celle-ci par la matrice : 
Lil = Vu oi) U2(( — error) Les] 
dans laquelle «, — 1, et on transforme [a;] en utilisant 1 pour pivot. 0 


2° On peut ainsi reprendre tout ce qui a été fait au 1.2.4,2° en imposant aux B, d'être tous 
égaux à 1, sauf peut-être le dernier d’entre eux. En particulier : 


PROPOSITION. — Toute matrice À e GL(n) peut-être transformée par transvections à gauche en 
une matrice de chacune des formes : 


et .. = D,(t, où «= det 420 


3° Application à une génération du groupe linéaire, — Pour toute matrice À eGL(n), l'unique 
U eGL{(n) définie par : 


À = UD, (det 4) 


est ainsi un produit de matrices de transvection d'ordre n. 

On obtient donc une partie génératrice de GL(n) en adjoignant aux matrices de transvection 
d'ordre n celles des matrices d'affinité d'ordre n qui sont de la forme D, (x), «e K*. 

En particulier, le sous-groupe SL{n) de GL(n) constitué par les matrices de déterminant 1 est 
engendré par les matrices de transvection. 


CoNSÉQUENCE. — Deux (n, p}-matrices sont équivalentes au sens du 9.4.7,6° si, et seulement 
si on peut passer de l’une à l’autre par une composition d’opérations élémentaires. 
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EXERCICES 


1101. — À et B sont des (p, g)-matrices de rangs respectifs r et s. Comparer à 
r+5 les rangs des matrices : 


A O 
[4 B] A+B 
(2) B 
14.02. — Soit E l'espace vectoriel réel ‘des fonctions réelles définies sur IR. 


1° Montrer que pour que n éléments f,, /2, …., f, de E soient indépendants, il faut 
et il suffit qu'il existe n nombres réels x,, x, …, x, tels que le déterminant de la 


matrice À = [fi(xli<r<, soit non nul. 
1<j<n 


2° On se donne 7 éléments de E indépendants et on désigne par F le sous- 
espace vectoriel engendré par ces n éléments f,,f,, ., f. On se donne deux suites 
finies (x1, X2, …, x,) et (B1, Ba, .…, B,) de réels. À quelle condition existe-t-il une 
fonction g de F telle que g(x;) = B, pour tout i, ceci quelle que soit la suite B.. 


3° La condition précédente étant réalisée, on note g, (1 < j & n) l'élément de F 
défini par gx) = 84 (symbole de Kronecker). Montrer que les g; forment une 
base de F'et que tout élément f de F s'écrit : 


f= À /@) gi. 


*1103. — Soient u, v, w trois fonctions réelles définies sur [a, b], deux fois 
dérivables et telles que : 
u(b) ob) w(b) 
u(a) v(a) w(a)! = 0 
u'(a) v'(a) w'(a) 


Montrer qu'il existe a < © < b tel que : 


u"(e), ve), wo 
u(a), vla), wa) | =0 
u'(a), v'(a),  w'(a) 
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11.04. — Etudier les systèmes (K = R) : 


x+y+z = m+l x+y+z=l 
mx+y+(m-—l)z = m ax+by+ez = d 
x+my+z=l ax+b?y+c?z = d?. 
x+y cos y+z cos 8 = À xX?-yz=0 

x cos y+y+zCOS ax = y p'-2x = 8 

x cos B+y cos a+z = y z?—xy = y. 


11.05. — On se propose d'étudier le problème suivant. Recherche des polygones 
de n sommets connaissant les milieux des côtés. On est ramené à résoudre dans € 
le système : 

Xi+%2 = 24 
Hit = 20: G<Kk<n) 
x,+x1 = 24, 
On sera amené à distinguer le cas »# pair du cas # impair. Dans le cas # pair com- 


ment s’interprête géométriquement la condition de compatibilité ? Expliciter le cas 
n=4. 


11.06. — Soit la matrice : 


—2 -1 5 l 
Il 3 -2 0 
Fe —4 2 l 1 
— 1 6 2 4 


Trouver toutes les Z-matrices triangulaires supérieures T, d’ordre 4, telles que 
AT soit une matrice triangulaire inférieure. 


11.07. — Etudier les systèmes (X == R, puis À = C), 


Ax+y+z+t = 
Xx+Ay+2+1 = 
x+y+lz+t = pu? 
x+yp+z+At = pi 


ES 


ax+by+h  bx+cy+h  cx+ayp+kh 
€ ” a . b S 
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11.08. — Etudier le système (K = ©): 


x+ay+a?z = 0 
äx+y+az =0 
&?x+ày+z = 0 


11.09. — Montrer que toute matrice M = [x;} de A{n) telle que : 


Vie[Le] l«l> À œil 
est inversible. 


11.10. — Etudier le système aux inconnues £,, …., Ë, : 


BsATE, G=Lbn) 
J#i 


(EE sera commode d'introduire une inconnue auxiliaire). 


11.11. — Etudier le système aux inconnues &,, …., Ë, : 


(a+ P) Ei + Bêz = 0 
(LL) À dés + (o+P)Ei + Péri = 0, Œ=2,.,n—1) 
ans + (a+ B)E, = 0 


On commencera par calculer le déterminant A,. 


11.12. — Etudier de même le système : 
dé + Bé: = 0 


(L,) VEr-a Os + Pérea = 0, G=2,..,n-1) 
Vén1 + dr = 0 
11.13. — Résoudre le système aux inconnues x;, …., x, : 
Xi Xa 1 ï 
+ + = i=1,..,n) 
a Bi m8, CU ( ur 


dans lequel y, «,,..,æ,, B1,.…., B, sont des scalaires deux à deux distincts. 
I sera commode d'introduire la fraction rationnelle : 


L Xi Xn __ _1 
FCO et et x 


392 APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS 


11.14. — Etudier le système des 6 équations aux 3 inconnues x, y, z(K = R), 
bz-cy =; cx—az =8B;: ay—bx = 7 
bz-cy=x; c'x-az=8$"; a'y—b'x = y. 


11.15. — Etudier le système aux inconnues x, y, z, (K = R), 
@+c)x + (bc—1)y + (1+62) (1+c2?)z 


(c+a)x + (ca— y + (+0?) (L+a)z 
(a+b)x + (ab— y + (+a?) (1+82)z 


a 
b 
c 


11.16. — Etudier les systèmes suivants, (K = IR), en considérant (a, b) ou 
(a, b, c) comme un point de l’espace affine R? ou IR? 


ax+by+t = a+b ay+bz+ct = a+b+c 
bx+ay+z = a-b ax+cz+bi= a 
J+az+bt = a+1 bx+cy+at=b 
x+bz+at = a-1 cx+by+az= ce 


11.17. — Résoudre le système, (K == €) : 


ax+By+yz =2 
ax+By+v?z = 3 


dans jequel x, , y désignent les racines du polynôme X°- #+1. 


11.18. — Etudier les systèmes, (K = ©) : 
Xo+Xi = 84; XitXit. tx, =! 
XoFX2 #4 X1+2xX2+..+nx, = 0 
: Xi+22x +. +nlx, = 0 
XoEty as is udeerionanedins 
Xo+Xit..+x, =] xi+2" x + nt x, = 0 


11.19. — Calculer l’inverse de la R-matrice triangulaire inférieure [x,;], d'ordre 
n, ainsi définie : 

1° VieN, a=i; 

VODENS G<D — (= let (i<j) — (ay = 0). 

2° V(ijjeN; G<SD — (ay = A) et (> j) + (ai = 0). 

3 VEDeEN, G<D — (u;=i-j+t)et (Gi <j) — (@y= 0). 

4° Les seuls &,; non nuls sont : les x;;, égaux à 1 ; les «;, ,-, égaux à —2, (1 > 2), 
les @;, ;-2 égaux à 1 (> 3). : 
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11.20. — Calculer les inverses des matrices de Ak(d), lorsqu'elles sont inver- 
sibles : 


1+x 1 1 1 1 x x? x OO x y 2z 
1 l+p 1 1 LE y y? y x © z y 
1 1 1+z 1 Le 27,28 y z 0 x 
1 L 1 1+4 É 32 z y x © 


12.21. — Soient » un entier strictement positif et (&)1 < : < m (Pia & à € n dEUX 
suites de # éléments de K telles que pour tout couple (4 j) on ait a,+8,; # 0. 


Calculer le déterminant de la matrice M = | 
G+B; lricien 


Calculer la matrice inverse de M lorsqu'elle existe. 


On montrera: det M “(IL Ga) (B;—B:) IT G+8)). 
<T 1 


1<j<n 
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RÉDUCTION 
DES ENDOMORPHISMES 


Dans tout ce chapitre, K désigne un corps 
commutafif. 


Position du problème 


1° Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle », et w un 
endomorphisme de £. L'ensemble des matrices de AÆ;(#) qui représentent w 
dans les diverses bases de E est une classe de similitude, c’est-à-dire (9.7.7, 7°) 
une classe d'équivalence au sens de [a similitude. 

Dans un premier temps, il s’agira d’exhiber un représentant aussi simple 
que possible (matrice diagonale, matrice triangulaire), de cette classe de 
similitude. À titre de complément nous montrerons que, lorsque le corps K 
est algébriquement clos, il existe des représentants privilégiés, qui seront 
appelés matrices de JORDAN. 


2° Une idée-force, dans l'étude qui suit, est celle de sous-espace de E 
stable par u. 


THÉORÈME. — Soient # un endomorphisme de FE, et £’ un sous-espace de E 
stable par w. Alors l’application #’ induite par # sur £ est un endomorphisme 
de E". 

Rappelons que la stabilité de E se définit par 4(£') & E' et que l’applica- 
tion induite se définit comme l'application de E’ dans E‘ qui coïncide avec u 
sur £". La linéarité de u’ résulte de ces définitions, compte tenu de celle deu. [] 


3° Parmi les sous-espaces stables, nous nous intéresserons surtout aux 
sous-espaces propres (sous-espaces stables pour lesquels l’application induite 
est une homothétie). Leur introduction peut se justifier par : 


PROPOSITION. — La matrice qui représente l’endomorphisme x de E dans 
une base e = (e,,.…, e,) est diagonale si et seulement si tout vecteur de Ia 
base est transformé par # en un vecteur colinéaire. 


On sait en effet que : Mat(u:e) = [ai], avec u(e,) = Ÿ ae. 
i=Ll 


Or la matrice [x;,] est diagonale si et seulement si les seuls «;, éventuellement 
non nuls sont les x. 
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12.1. SOUS-ESPACES PROPRES 


12.1./. Valeurs propres et vecteurs propres ; sous-espaces propres 


Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel non nul, pas 
nécessairement de dimension finie ; l'identité de E est notée e. 


1° DÉFINITIONI — Soit 4 un endomorphisme de E. Toutes les fois qu’il existe 
un scalaire À de X et un vecteur non nul x de E tels que u(x) — Àx; on dit que 
À est une valeur propre de # et que x est un vecteur propre de u, associé à Ia 
valeur propre 4. 


On vérifie que : 


— un vecteur propre ne peut être associé à deux valeurs propres distinctes, 


— en multipliant un vecteur propre par un scalaire non nul, on obtient 
un nouveau vecteur propre ; il est associé à la même valeur propre que le premier. 


DÉFINITIONII — L'ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme 
s’appelle le spectre de x et se note Sp w. 


2° THÉORÈMEI — Soient # un endomorphisme de E, À un scalaire de K, 
et E(4) le noyau de l’endomorphisme #— Àe de E, (sous-espace vectoriel de E). 
Pour que À soit valeur propre de u, il faut et il suffit que #— de ne soit pas 
injectif, c’est-à-dire que E(À) # {0}. 

En effet u(x) = 1x s’écrit (u— le)x = 0, ou x € E(A). =] 

Rappelons qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 
finie est non injectif si et seulement s’il est non inversible (ce qui n'est pas 
vrai en dimension infinie). 


DÉFINITION. — Soient # un endomorphisme de E, et À une valeur propre 
de x. Le sous-espace vectoriel Æ(4) = Ker (4— 1e) de E est dit sous-espace 
propre de u, associé à À. 

ÆE(A) est ici la réunion de {0} et de l’ensemble non vide constitué par les 
vecteurs propres de Æ, associés à la valeur propre 1.; on a E() # {0}. 


THÉORÈME II — Soient un endomorphisme de ÆE, et (A): <;<, une 
famille finie de valeurs propres deux à deux distinctes de w. Alors la somme 
E;+..+E, des sous-espaces propres associés est directe, 


FR nl . 
Montrons, par récurrence sur À, que l’assertion 


(4) En Ë. E; = {0} 


est vraie pour tout i € [2, n]. Le théorème en résultera (4.3.2, 2°). 


396 RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES 12.1. 


— Un vecteur propre ne pouvant être associé à deux valeurs propres 
distinctes, Æ, est vraie. 
— Soit i fixé, 3 < i < n. Supposons que Æ,, …, #;_, sont vraies et 
il 
considérons un élément x de E; n Ÿ E;. On dispose d’une égalité de la forme 
js1 
X=xiHte+x_s, avec xeËE, et x;eE, (| <j<i-1l). 
En utilisant u(x) = À;x et u(x;) = À;x;, on en déduit : 


i-1 i-1 
äx= Y A,x;, et dix Ÿ dx, 
j=i j=1 
i-1 
D'où : y (QA;—d)x; = 0. 


si 


Les sous-espaces E;,, …, E,_ , ayant une somme directe d’après l’hypothèse 
de récurrence, il en résulte : 


VielLi-1] (,-2)x; = 0 


et, comme les 2;,— 4; sont non nuls, x, = … = x;_, = 0. D'où x = 0. Q 


GÉNÉRALISATION. — Soit (1;), . une famille de valeurs propres deux à 
deux distinctes de 4e £(E). La somme des sous-espaces propres associés aux 
À; est directe. 


Cela résulte du 4.3.4, 2° et de ce que, d’après le théorème précédent, pour 


toute partie finie J de Z, la somme D E; est directe. 
ies 


COROLLAIRE ET DÉFINITION. — Soit # e Ê(E). Alors la somme des sous 
espaces propres Ker (4— de) où 2 parcourt le spectre de x, est directe. Lorsque 
cette somme coïncide avec E, on dit que l’endomorphisme # est diagonalisable. 


Nous montrerons au n° 12.2.2 qu’un endomorphisme x d'un espace vectoriel E de 
dimension finie est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E dans laquelle u est 
représenté par une matrice diagonale. 


EXEMPLE — Le lecteur vérifiera que la dérivation est un endomorphisme du IR-espace 
vectoriel E constitué par les applications indéfiniment dérivables de IR dans R, et que tout réel À 
est une valeur propre, un vecteur propre associé étant l'application f;, telle que x + e**. 


Il résulte du théorème précédent qu'étant donnés des réels deux à deux distincts À;, …, À,, 
les applications f,,, …., f,, sont des éléments non nuls de sous-espaces de E dont la somme 
est directe et, par suite, des éléments linéairement indépendants de E. On en déduit la pro- 


position suivante : 


(vx Ÿ ae = ) > (ui = 1,2, = 0). 


1=i 


3° THÉORÈME. — Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. 
Alors : 
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() Tout sous-espace propre relativement à x est stable par v. 
(Gi) Le noyau et l’image de # sont stables par v. 


— (i) Soit E; un sous-espace propre, associé à une valeur propre À de u. 
Pour tout x e E, : 


u(u(x)) = v(u(x)) = o(Âx) = Av(x) 
et v(x)e E,. 
— (à) Pour tout x e Ker u : 
u(v(x)) = v(u(x)) = 0 et v(x)e Ker u. 
— Pour tout x e Im w, il existe y e E tel que u(y) = x. D'où : 
v(x) = v(u(y)) = u(v(y)) et v(x) € Im x. O 


12.2. DIAGONALISATION, TRIGONALISATION 


12.2.1. Déterminant caractéristique 


1° Notations, — Dans tout ce paragraphe, on étudie un endomorphisme 
u d’un K-espace vectoriel E de dimension finie non nulle #. On désigne par e 
l'identité de E, par 7, la matrice-unité de A,(n). 

L'endomorphisme # est déterminé par la matrice M = [x;;] de At,(n) 
qui représente # dans une base e, arbitrairement choisie de E. 


2° Polynôme caractéristique d’une matrice. — Le scalaire ÀÂeK est 
valeur propre de # si et seulement si l’endomorphisme de —u est non inversible, 
ce qui équivaut à la nullité du déterminant de la matrice 47,— M qui représente 
Àe—u dans la base e. 


Nous sommes donc conduits à considérer la matrice carrée d’ordre n, 
X1,— M, à éléments dans l’anneau commutatif K[41] (cf. 10.3.9) ; le déter- 
minant de cette matrice est un polynôme de K[X1] dont les racines sont 
précisément les valeurs propres de w. Posons : 


DÉFINITION. — Soit M = [x,;] une matrice de A,(#). On appelle poly- 
nôme caractéristique de M et on note X,, le déterminant de la K[X]-matrice 
XI,-M. 

En d’autres termes y, est le polynôme de K[X] défini par : 


X—0: — 2 in 
— 4 X—a T L2n 

2u(X) = | re Fe Re : œ 
— di un ee À y 


Nous verrons au 3° qu’il s’agit d’un polynôme unitaire de degré n. 
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PROPOSITION. — Une matrice et sa transposée ont le même polynôme 
caractéristique. 


Cela résulte de : ‘(X1,—M) = XI,—'M et de det °N = det N. 


3° Polynôme caractéristique d’un endomorphisme. — THÉORÈME ET 
DÉFINITION. — Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension 
finie non nulle ». Alors le polynôme caractéristique de la matrice qui repré- 
sente # dans une base de E est indépendant du choix de cette base ; on l’appelle 
polynôme caractéristique de z et on le note x. 


Les valeurs propres de w sont les racines sur K de y, ; l’ordre de multiplicité 
d’une racine À de 7, est dite multiplicité de la valeur propre À de z ; on Ia note 
m(). 


Soient e et e’ deux bases de E, P la matrice de passage de e à e’. 


Notons : M = Mat(u;e), M'=Mat(u;e). 
Nous savons que M'= PMP. Nous constatons que XI, = P7!(X1,)P. 
D'où : XI,-M' = P(XI,-M)P. 


En passant aux déterminants et en utilisant (det P71) (det P) = 1, nous 
obtenons Yy-(X) = {w4(X), c qui fournit le début du théorème, dont la fin 
est une conséquence du 2°. 0 


COROLLAIRE. — Un endomorphisme 1 d’un espace vectoriel de dimension 
finie non nulle sur un corps algébriquement clos a au moins une valeur propre. 
En effet le polynôme caractéristique de w, dont le degré est strictement 
positif, a au moins une racine sur le corps algébriquement clos Æ. (ms 


Notons que si l’on supprime la clause relative à [a dimension, le corollaire peut être 
en défaut. C’est le cas pour  e L(C[X]) déterminé par X* = xitt, 


Etude des coefficients du polynôme caractéristique. — Les coefficients du 
polynôme caractéristique de la matrice M = Mat (u ; e) sont des invariants, 
en ce sens qu’ils restent fixes lorsque M parcourt la classe de similitude de 
An) associée à 4. 


Ayant choisi une base e de E et posé M = Mat (4 ; e), développons le 
déterminant %M(X) à partir de (1). Nous obtenons (6;; désignant les symboles 
de Kronecker) : 


Y e(c)m(o) avec  aæ(o) = IT Gec, j À — Got} )- 


CETTE 
Pour c différent de la permutation identique, nous avons : 
3keN, ok) # k et o(o(k)) # ok), 


ce qui montre que, parmi les polynômes en X dont le produit est æ(o), deux au 
moins sont des constantes ; le degré du polynôme #æ(0) est au plus égal à n—2. 
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Il en résulte que les deux termes de degrés n et n—1 de y,4(X) sont ceux 
n 


du produit [[] (X—x,;,), à savoir 
ji 


(os + + an) #9 EL 


Le terme constant de y,(#) est (0) = det (— M) = (—1)" det M, ce 
qui aurait permis de retrouver la notion de déterminant d’un endomorphisme. 


Le polynôme caractéristique de 4 est ainsi un polynôme unitaire de 
degré nr que nous écrirons : 


XX) = X"+ EL ni XTE 


Nous avons y, = det w. 


Le coefficient y, est dit trace de l’endomorphisme u, et aussi trace de la 
matrice M ; on le note tr u et aussi tr M : il est égal à La somme des éléments 
diagonaux de M. 


REMARQUES. — 4) Ainsi que le lecteur le vérifiera à titre d'exercice, y,_, est la trace 
de la comatrice de M, et aussi celle de la matrice complémentaire de M. 
a 
b) Si le polynôme caractéristique se factorise sous la forme Ï[[] (X—4;), les À, n'étant 


pas ici nécessairement distincts, les coefficients vérifient : pre 
LES 2 CITE 
Thu <.<hEen 
PROPOSITION I. — Les endomorphismes # et ‘# ont le même polynôme 
caractéristique. 


Compte tenu de la possibilité de représenter v et ‘4 par des matrices de la 
forme M et ‘M, cela résulte de la proposition du 2°. 


PROPOSITION II. — Soient « un endomotphisme d’un K-espace vectoriel de 
dimension # et E’ un sous-espace de E stable par v, de dimension n° > 0. Le 
polynôme caractéristique de l’endomorphisme #’ de E’ induit par 4 divise Le poly- 
nôme caractéristique de 4. 


Choisissons une base e’ = (e,, …, e,.) de E’ et complétons la de façon 
à obtenir une base 6 = (e1, .…., e,, e,31, …, e,) de E; posons : 
M = Mat(u;e), M'= Mat(u' ;e'). 


Pour tout j e IN, (e;) et u'(e;) sont égaux et appartiennent à E', ce qui 
. 


permet de les écrire Ÿ œ;e. Les éléments des j-ièmes colonnes de M et M", 
i=1 
qui sont les coordonnées de ces vecteurs dans les bases e et e’, sont donc 


Uijs ss Omrjs O, …, Ô en ce qui concerne M, 


Daÿs ss On; en ce qui concerne M". 
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Autrement dit M est de la forme : 
M' À 
M = 
0 B 
avec: Ae#x(n',n—n') et Be Mx(n—n'), cæ qui entraine 


x, = [7 # —AÀ | 
B 


0 Xb= 


En passant aux déterminants (10.3.7, 1°) on en déduit : 


2(X) = Ju (X) det (XI, w— B). Q 
4 Pratique de la détermination des valeurs propres et des vecteurs 
propres. — Reprenant les notations du 1°, nous étudions # € £(E) déterminé 


par M = Mat (u; e). 

Les valeurs propres de # s’obtiennent en tant que racines du polynôme 
caractéristique y,, de M. Soit À l’une d’elles ; le sous-espace propre associé, 
E, = Ker (Âe—u), s'obtient en résolvant le système linéaire homogène : 


(E#) (eu) (x) = 0, 
à l’inconnue x = É,e,+...+é,e,, qui s'explicite sous la forme 
(A—ai1)8r —@12 82e Ginbn = O 


api + G22)é2 ee —aantn = © 


— ni 61 Ana Eat (A ann)En = 0 


En se référant à l’étude des systèmes linéaires homogènes, on constate que 
l’ensemble E, des solutions de (Z;} est un sous-espace vectoriel de E, de 


dimension 
gQ) = n—r(), 


r(4) désignant le rang commun à l’endomorphisme Àe—x et à la matrice 
A1,— M ; comme l’endomorphisme Âe—z est non inversible, on a r(4) < 7-1, 
ce qui permet de retrouver g(4) > 1, c'est-à-dire E, Æ {0}. Mais il y a mieux : 
E, est stable par u ; la restriction de u à E,, qui est l’homothétie de rapport À, 
admet pour polynôme caractéristique (X— 1}*% ; d’après la proposition II 
du 3°, ce polynôme divise le polynôme caractéristique x,(#) de u ; l’ordre de 
multiplicité de la racine À de y,(X) est donc au moins égal à g(4). Nous 
retiendrons : 


PROPOSITION. — Soient # un endomorphisme d’un X-espace vectoriel de 
dimension non nulle 7, À une valeur propre de #, m() la multiplicité de À, g(4) 
la dimension du sous-espace propre associé à À. Alors : 


1 & g() < m(4). 


12.2.2 DIAGONALISATION, TRIGONALISATION 401 


CAS PARTICULIER. — Le sous-espace propre associé à une racine simple 
du polynôme caractéristique a pour dimension 1. 


En effet ici : m(4) = 1. Ilen résulte g(À) = 1. 


5° Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice M € M,(n). — 
Par définition, il s’agit des valeurs propres et des vecteurs propres de l’endo- 
morphisme de K" qui est canoniquement associé à M. 


12.2.2. Endomorphismes diagonalisables 


1° THÉORÈME FONDAMENTAL. — Soit 4 un endomorphisme d’un K-espace 
vectoriel Æ de dimension finie non nulle n. Les trois assertions suivantes sont 
équivalentes : 


@) L’endomorphisme # est diagonalisable (cf. #2.1.7, 2°) ; 


(ä) Il existe une base de Æ dans laquelle # est représenté par une matrice 
diagonale ; 


() Le polynôme caractéristique de x est scindé sur X et, pour toute 
valeur propre de #, la multiplicité est égale à la dimension du sous-espace propre 
associé. 

G) =# (). Par hypothèse E est la somme directe des sous-espaces 
propres associés aux valeurs propres distinctes de # (qui sont évidemment en 
nombre fini}. En « réunissant» des bases arbitrairement choisies de ces sous- 
espaces, on obtient une base de E formée de vecteurs propres de w; on a vu 
que la matrice qui représente # dans une telle base est diagonale. 


(#) = (fi). Par hypothèse il existe une base e = (e,, …, e,) de E telle 
que Mat (u ; e) soit une matrice diagonale M. Soient 4,, …, À, les éléments 
diagonaux distincts de M, qui se retrouvent respectivement m, fois, .…, m, fois. 


Le polynôme caractéristique de # est le produit des éléments diagonaux 
de la matrice diagonale X1,-— M, à savoir le polynôme scindé 


P 


(x) = [T (&-4)", 


i=1 


ce qui montre d’ailleurs que À,, …., À, sont les valeurs propres distinctes de 4, 
et que m1, …, m, Sont leurs multiplicités. 


Les vecteurs de la base e sont des vecteurs propres de u. Ceux d’entre 
eux qui sont associés à À; (? eN,), constituent un système libre de m; éléments 
du sous-espace propre E, associé à 4, ; la dimension gq; de EF; vérifie donc 
4 à M; ;comme on a toujours g; < m,;, On peut affirmer que g; = m. 
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Gi) —- (6). Par hypothèse, 4 admet p valeurs propres distinctes 1,, …, 4, 
dont les multiplicités m,, …, m, ont pour somme n (ce qui équivaut à supposer 
que le polynôme caractéristique est scindé sur X) ; en outre, pour tout i eN,, 
la dimension du sous-espace propre E, associé à 1, est m;. 


La somme E,+..+E,, qui est directe (12.1.7, 2°), est un sous-espace de 
E de dimension m,+...+m, = n ; cette somme n’est autre que E. CO 


CAS PARTICULIER. — Tout endomorphisme d’un espace vectoriel E de 
dimension #7 qui admet # valeurs propres distinctes est diagonalisable. 

D'après 12.2./, 4°, nous avons ici x sous-espaces propres de dimension 1 ; 
leur somme, qui est directe, a pour dimension n ; elle coïncide donc avec E. ©] 


U va de soi qu'il s'agit là d’une condition suffisante, mais non nécessaire pour qu’un endo- 
morphisme soit diagonalisable. 


2° Le point de vue matriciel. — Nous dirons que la matrice M € Mn) 
est diagonalisable si, et seulement si elle possède les propriétés suivantes, qui 
sont équivalentes d’après le théorème précédent : 


(G) l’endomorphisme de K" canoniquement associé à M est diagonalisable, 
() il existe une matrice diagonale semblable à M. 


Notons que toutes les matrices semblables à une matrice diagonalisable 
sont elles aussi diagonalisables. 


EXEMPLE L. — D'abord pour K =IR, puis pour K = ©, étudier la possibilité de diago- 
naliser l'endomorphisme u de K°, qui est déterminé dans la base canonique (c,, 2, c3) par la 
matrice : 


0-2 © 
M=|1 0-1 
0 2 0 


On commence par calculer : (4) = X°+4X. 

e K= IR. — Ici y,(X) = X(X?+4) n'est pas scindé sur K ; u n’est pas diagonalisable. 

e K= €. — Ici x, (X) est scindé sur K. Admettant les trois valeurs propres distinctes : 
d=0: A=2i; d=-2 


l’endomorphisme 4 de K° est diagonalisable. 
Les sgus-espaces propres E;, E,, E, sont donnés par les systèmes : 


22 =0 Diéi +26 =0 “ét =0 
Hi) —Eités =0: (EL) 4 —Éitéstés = 0; (LÀ —Ëi—2iéités = 0 
2%, =0 —2#,+2i£, =0 —26 —2iés=0 


qui sont chacun de rang 2 et peuvent être remplacés par les systèmes principaux : 


{ ë2 =0 ee =0 . =0 
étés = 0 —éatiés =0 —£i-tés =0 
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Æ;, E2, E, sont donc des droites (ce q''e nous savions déjà), dont des vecteurs non nuls 
sont : 
ei = Cite: € = —Citicites; Ex = —Ci —iC)+es. 


(e, 62, 63) est une base de €* dans laquelle # est représenté par : 


Fo 0 0 
D=!0 2i 0 
0 0-2; 


La matrice de passage de (e1, 2, €) à (e,, e2, €) est : 


€1 2 3 

1-1 11 « 
P=|l0 à ile, 

l Ï 1 ce; 


A titre d'exercice, le lecteur pourra calculer P-! MP et retrouver D. Les étapes intermé- 
diaires de ce calcul sont : 


: 2 0 2 0 -2i 2i 
Fee 1 2 1 |; MP=|0 2 -2 
1 2i 1 0 2 —2i 


EXEMPLE EL — Discuter la possibilité de diagonaliser l'endomorphisme u de K° qui est 
représenté dans la base canonique (e,,€;,€:) par la matrice: 


Î œ B 
M=|0 (l y 
0 O0 —1I 


(On suppose que K n'est pas de caractéristique 2). 
Le polynôme caractéristique (X— 1)? (X+1) est scindé sur K ; 4 admet les deux valeurs 
propres 2, = | et À, = —1, dont les multiplicités sont 2 et 1. 


On en déduit que x est diagonalisable si et seulement si le sous-espace propre E, associé 
à 4, a pour dimension 2 ; £; est déterminé par le système : 


—aë2 —B&s = 0 &,=0 
(Ls) —yés =0 qui s'écrit { 3 
2, =0 —aë, = 0. 


e 1° cas : « # 0. E, est la droite K c; : u n’est pas diagonalisable, 
e 2° cas: «= 0. E, est le plan &, + 0, dont une base est (c,, c,} ; v est diagonalisable. 


Le sous-espace propre E; associé à À, = —1 est, dans ce cas, la droite déterminée par : 
{ 24: —Bés = 0 
262 Vs =0 


Ona:E,=Kezaveces = Be; + ye2-2e3. 
Dans la base (c,, €, c3), u est représenté par la matrice diagonale : 
1 0 0 
D-|0 1 0 
9 0 -1 
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3° Puissance g-ième d’une matrice diagonalisable. — Soit M une 
matrice de Æ-(7), diagonalisable. Il existe un élément inversible P de A; (7) 
tel que la matrice D = PMP soit diagonale ; on a M = PDP°"!, 


Désignant par À, …., À, les éléments diagonaux, distincts ou confondus, 
de D, on écrit : 
D = diag (41 À), 


et on établit aisément, par récurrence, les deux propriétés suivantes : 
VaeN\{0} M? = PDP !, 
VaeN\{0} Df = diag (41, …., 4). 
L'expression de M (g > 0), s’en déduit. 
— Pour g = 0, on peut utiliser : M° = D° =1,. 


— Les matrices semblables M et D sont inversibles si et seulement si 
aucun des scalaires À,, …, À, n’est nul ; dans ce cas 


M-!=(PDP 1)! = pp pt 
et D'! = diag(4:!,..., 451) 
ce qui permet d’étendre les résultats précédents à g e Z. 
REMARQUE. — Une étude plus générale de la puissance g-ième d’une 


matrice carrée sera traitée au 12.3.6, 1°. 


EXEMPLE. — Reprenons la C-matrice considérée au 2° : 


# 
PET, 
CR 

| 
ww en 
l 
CR 
| 


o 0 o 1 1 -1 2 0 2 
D=2il O1 O0 |, P=|0 à -;i pe; -t 21 
0 0 —1 H 1 1 2i 1 


M n'étant pas inversible, il ne sera question que de puissances positives. 


On calcule, pour k > 0: 


o 0 oo ” 0 (] o 
Dt= Qiÿl O 1 0 | an | 1 —2i 1 
o © (—1} CD C-1ÿ28 (nf 


eo 1+C-IN GC) (+0) 
PDP =) —it+(-D) 2440-09  iG+(-9 
(+ CIN) =2G+C—IX*) 1401) 
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En distinguant deux cas selon la parité de k, on obtient, pour tout p > 0: 


MPrt2 = cl 


86e Don 
L 
So 8 © 
[ 
8 © © 
(ER | 


| 


ce qui s'écrit: M??*1 = (4) M, M?r*2 = (—4ÿ M°. 
Notons que ce résultat s’obtient rapidement si l’on remarque que l’expression de D}, 
valable pour £ > 1, fournit : 
Vp>0:  Dti=(-4pp,  pirt?=(-4}ÿ pt, 


On est aussi ramené à calculer M2, en multipliant la matrice A par elle-même ; on se 
gardera naturellement d'écrire D? = (-—4)J,, où M? = (—4)L,. 


12.2.3. Endomorphismes trigonalisables 


1° DÉFINITION. — Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E 
de dimension finie non nulle 7. On dit que z est trigonalisable si, et seulement s’il 
existe une base de Æ dans laquelle # est représenté par une matrice triangulaire. 

Notons qu’on peut imposer qu’il s'agisse d’une matrice triangulaire 
supérieure. En effet Mat (4 ; (e;, …, e,)) est triangulaire inférieure si, et 
seulement si Mat (4 ; (e,, …, e,)) est triangulaire supérieure. 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Un endomorphisme d’un K-espace vectoriel 
de dimension finie non nulle est trigonalisable si et seulement si son polynôme 
caractéristique est scindé sur Æ (ce qui est toujours réalisé si K est algébrique- 
ment clos). 


La condition est nécessaire. — Si Mat (u ; (e,, …, e,)) est la matrice 
triangulaire M = [u;;], alors le polynôme caractéristique de w est 


200 = det (XI,-M) = [I (Xi). 0 
i=1 
La condition est suffisante. — Nous allons le montrer par récurrence sur 


la dimension. 


— La proposition est triviale lorsque cette dimension est 1. 

— Soit # un entier tel que n > 2. Nous supposons que tout endomor- 
phisme d’un K-espace vectoriel de dimension n’ telle que 1 & n° <n, quiaun 
polynôme caractéristique scindé sur K, est trigonalisable. 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension »#, et # un endomorphisme 
de E dont le polynôme caractéristique, y,, est scindé sur K ; ce polynôme 
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admet au moins une racine sur K et 4 possède au moins un vecteur propre. 
Soient e, …, e, (g > 1), des vecteurs propres linéairement indépendants 
de u associés à des valeurs propres À,, …., À,, pas nécessairement distinctes, 
et F le sous-espace vectoriel de E dont une base est (e,, …., e,). Choisissons 
arbitrairement un sous-espace supplémentaire E’ de F dans E, et désignons 
par p le projecteur sur E", parallèlement à F ; E* est stable par l’endomor- 
phisme pOu de E, ce qui permet de définir un endomorphisme 4’ de E', 
induit par p © u. Nous allons montrer que le polynôme caractéristique, x, 
de u’ est scindé sur K. 


Soit e’ = (e,+1, .…, e,) une base de E’ qui, pour le moment, est arbitraire- 
rement choisie : on en déduit la base e = (e,, …, €, e,+1, .…, e,) de E. Soient 
T'et T’ les matrices Mat (u ; e) et Mat (u’ ; e'). Posons : 


Fuss 
T'= Lrilgsicien gticjent 


On a: 
VjerCL 4] u(e;) = Àje;, 


# 


Vjela+lnr] ue) = D vyatu(e), w(e)= Y te. 


i=q+i 
[ | 
0 T’ 


avec: D=diag(4,.….,4,) et C= [yiliciea atisien- 


D'où:  det(XI,—T) = det(XI,—D)-det (XI,_,—T') 


On en déduit : 


et 200 = LL a-2y | Xe (0. 


Le polynôme %,,(X}, quotient exact de ,(X) par ui (Æ—2;) est bien un 


polynôme scindé sur K, ce qui nous autorise à apéhiduer l’hypothèse de 
récurrence à l’endomorphisme u’ de E’ ; nous avons donc le droit de supposer 
que le choix de la base e’ a été fait de telle sorte que la matrice T” soit triangu- 
laire supérieure ; la matrice T est ainsi, elle aussi, une matrice triangulaire 
supérieure. es] 


2° Le point de vue matriciel, — Nous dirons que la matrice M € Hy(n) 
est trigonalisable si, et seulement si elle possède les propriêtés suivantes, qui sont 
équivalentes d'après le théorème précédent : 
@ L'endomorphisme de K" canoniquement associé à M est trigonalisable, 
(ii) ZI existe une matrice triangulaire semblable à M, 
(üi) Le polynôme caractéristique de M est scindé sur K. 
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3° EXEMPLE. — Etudier la possibilité de trigonaliser l’endophormisme u de K° représenté 
dans la base cancnique (c,, €, c:) par la matrice ; 


ER Si. à 
M=l 1 1 72 
2 4 -4 


Le polynôme caractéristique s'écrit y,(#) = (X+2)°. 

Nous constatons que le sous-espace propre associé à la valeur propre —2, de multiplicité 
3, est la droite Ke,, avec €, = —c,+e,+e, : l'endomorphisme # n'est donc pas diagona- 
lisable ; en revanche x,(X) étant scindé sur K, u est trigonalisable. 

Nous référant à l'étude théorique, nous choisissons un sous-espace supplémentaire de 
Ke, dans K°, par exemple le plan E’ dont une base est (c,,e,). En utilisant ce, = e;+ci—e; 
nous calculons : 


u(e,) = —3e, + ec + Aeytei—e) = 2e —c 02, 


ue) = — ci + cz + ei te; cz) = dei+ei—3c;. 
Etant donné que u(e;) = —2e,, nous en déduisons : 
-2 2 4 
Mat (4; (es, ci, €2)) = 0 -1 1! 
0 -1 —3 


Soit p la projection sur £’ parallëlement à Ke, et w’ l’endomorphisme de FE", induit sur 


E' par pou. Nous avons : 
—1 1 
Mat (u'; (cs, = 
at (u'; (cs, c2)) le | 


Il est aisé de vérifier x,.(X) = (X+2)?, ce que l’on sait d’après l'étude générale. Nous 
sommes ramenñés à trigonaliser z'. 


Le sous-espace propre associé à la valeur propre —2 de u' est la droite Ke, avec 
€ = €. Dans toute base (e,, e;) de E", u' est représenté par une matrice triangulaire 
supérieure, ce qui résoud la question. Pour fixer les idées, choisissons e; — c2. 


En utilisant c; = e,+e, nous calculons : 


U(e2) = u(es) — (cz) = —2e, —2e, 


u(ez) = de; +e; 2e. 


Finalement T = Mat (u: (e,,e2, e,)) s'écrit : 


25.2 4 
T=| 0 -2 1 
0 0 -2 


La matrice de passage de la base (c,,c,c,) à la base (e,, e;,e3) et la matrice inverse 
s'écrivent : 


—1 1 0 0 a 1 
P=| 1-1 1; p12l|: 1 
1 0 o 1 1 0 


Le lecteur pourra vérifier : T = P7! MP. 
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12.3. POLYNOMES D'ENDOMORPHISMES 


12.3.1/. Puissances d’un endomorphisme ; noyaux itérés 


Soit » un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E, de dimension finie 
ou infinie. 


1° On définit par récurrence l’endomorphisme s*, & eIN, en posant 
w=e, (e= dj), 
{ VHEN\(O} vt=vout-t, 
Par récurrence sur p, on démontre : 


V(p,g9eN? wo uvt= ts, 


D'où : most = 10 vw ; en particulier o' = #*-!op. 


2° On définit une suite en associant à tout &eIN le sous-espace 
F,= Kervw“ de E; en particulier F, = Ker e = {0}. 


— La suite (F,);.N est croissante (au sens de l'inclusion). En effet on a 
VREN VxeE v'(x) = 0 — v(v“(x)) = 0. 
D'où : VkeN Fr € Fiss. 0 


+ © 
On peut ainsi parler du sous-espace F = |) F, de E. 
k=0 


— S'il existe g EN tel que F,,, = F,, alors F,;, = F,:,. En effet 
pour tout x € F,+2, On a, par implications successives : 


+ G{x))=0; vx) E F1; VOEF,; 
vx) = 0; v*l()=0; xeF,: 
D'où F,,,€ F1. Oronavu F,,, € F,s2. 0 


— Deux cas sont donc possibles : 


1% cas. — La suite (F,);.N est strictement croissante. Il en est ainsi, par 
exemple, lorsque » est la dérivation dans E = IR[X]. Notons que cela ne peut 
se produire lorsque la suite (dim F,), «x est bornée et, par conséquent, lors- 
que E a une dimension finie. 


2° cas. — Il existe q EN tel que F,,, = F,. Le plus petit des entiers 
naturels g ayant cette propriété est dit indice de v ; on le note r, et on montre, 
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par récurrence sur p, que, pour tout p EN, F,,, = F,;onadonciiF=F,; 
d’autre part on dispose des inclusions strictes 


{0)cFc.cF,.cF,(r<n si dimE=n) 


Cas PARTICULIER. — Soit v un endomorphisme nilpotent, c'est-à-dire un 
endomorphisme qui admet parmi ses puissances l'endomorphisme nul. L'indice 
de v est le plus petit des naturels q tels que & = ©. Ici F, = E. 

Nous limitant au cas où dim E = ne N*, montrons que v est trigonalisable 
{même si K n'est pas algébriquement clos). On vérifie en effet que l’on obtient 
une base de E qui trigonalise » par le procédé récurrent qui consiste à partir 
de la base vide de F, = {0} et, une fois obtenue une base de F,_,, keN,, à 
la compléter en une base de F.. 


12.3.2. Sous-algèbre de £(E) engendrée par un élément x 


Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E, de dimension finie 
ou infinie ; on note e = Id,. 


1° Idéal annulateur de u. — THÉORÈME. — L’application ®, qui au 
polynôme P de K[XY]} associe l’endomorphisme P(u), de façon que : 
+ oo +o 


P(X)= Y'axtr P(u)= Y'œut, (u° = 0e), 
r] r] 


est un morphisme de la K-algèbre K[X] dans la K-algèbre L(E). 
En effet, pour tout triplet (, P, Q) eKxK[XI1x K[XJ, avec 


+ + 
P(X) = È a X, Q(X) = 2 Bi X°, 


on calcule, en utilisant #7 0 uf = w7*4, 
PG+QU)= À Gt =(P+O 
ruogu= À (ÿ us) = (PO) 
1) = Ÿ Aout = AP 
D'autre part w, (1) = e. | o 


COROLLAIRE ET DÉFINITION I. — L’image de K[X] par le morphisme 
d’algèbres ©, est la sous-algèbre commutative de £ (E) engendrée par z ; on Pap- 
pelle algèbre des polynômes de l’endomorphisme x et on la note K{u]. 
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COROLLAIRE ET DÉFINITION IL. — Le noyau du morphisme d’algèbres , 
est un idéal de K[X] ; on lappelle idéal annulateur de # et on le note J,. 


2° Polynôme minimal. — L'anneau K[X] est principal (3.3.2 et 
6.2.2); d, est un idéal principal (3.2.3) ; on peut donc énoncer : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soit # un endomorphisme dont l'idéal annu- 
lateur 3, n’est pas réduit au polynôme nul. Alors il existe un, et un seul poly- 
nôme unitaire qui engendre 9, ; on l’appelle polynôme minimal de # et on le 
note u,. 


En d’autres termes, les éléments de J, sont les multiples de 
Notons que le cas : 3, = {0} peut sAecUement se présenter comme le montre l'exemple 


de l’endomorphisme de E = IR{X] tel que $ xt 5 ai À". 
r] 


PROPOSITION 1. — Tout endomorphisme d’un X-espace vectoriel E de 
dimension finie non nulle # possède un polynôme minimal. 


Ici £(E) a pour dimension n?. Les n?+ 1 endomorphismes u*,0 & k < n°, 


sont des éléments linéairement dépendants de £(E) ; il existe n?+1 scalaires 
a 

non tous nuls «y, 0 & k & n°, tels que Lo X* soit un élément non nul de 
Q 


l'idéal 3. 


PROPOSITION IE. — Soient 4 un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E 
admettant un polynôme minimal 4,, et E’ un sous-espace stable par w. Alors 
l’endomorphisme 4’ induit par # sur E’ admet un polynôme minimal, et celui-ci 
divise 1. 


+o 
Posons g,(X) = Ÿ o,X*; on en déduit : 
0 


+ 


+ 
AQ)= Lau = Lauy 


Comme u,{u), u,(u') donne 0 pour image de tout élément de E' ; le 
polynôme y, est donc un élément non nul de l'idéal annulateur de E”. 


3° Terminons par quelques compléments. 


PROPOSITION I. — Pour tout PE K[X], Ker P(u) et Im P(u) sont stables 
par u. 


Cela tient (12.1.7, 3°) à ce que u et P(u) commutent. O0 


PROPOSITION IL. — Pour tout (P, 1,g)e K[X]xKXN : 


Ker (u— 4e)? & Ker (P(u)—P(A)e)®. 
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La divisibilité de P(X)—P(4) par X— À entraîne l'existence d’un polynôme 
Q tel que : 
P(A)-P()} = Q(A)A 2), 
et : (P(u)—P()e)t = Q{u) o (u—4e)t. 
On en déduit : 
VxeE (u—de)(x) = 0 —> (P{u)—P(A}e) (x) = 0. | 


COROLLAIRE I. — Soit À une valeur propre de #. Alors, pour tout P € K[X], 
P(1) est valeur propre de P(u), et le sous-espace propre de y associé à À est inclus 
dans le sous-espace propre de P(u) associé à P(1). 

On applique la proposition précédente, avec g = 1. M 


COROLLAIRE II. — Toute valeur propre de # est racine de tout polynôme 
de l’idéal annulateur de #, et, en particulier, racine du polynôme minimal, lors- 
qu’il existe. 

On applique le corollaire I, avec P € d, ; P(A) est valeur propre de P({u), 
qui est l’endomorphisme nul ; ainsi P(4) = 0. 


12.3.3. Théorème de Hamilton-Cayley 


THÉORÈME. — Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de 
dimension finie non nulle, x, le polynôme caractéristique de #, , le polynôme 
minimal de v. Alors y, divise y, ; en d’autres termes y, appartient à l’idéal 
annulateur de 4, ou encore y,(4) est l’endomorphisme nul de E. 


Compte tenu du corollaire précédent, ce théorème permettra d’affirmer 
que les valeurs propres sont les racines du polynôme minimal. 


Nous aïlons démontrer le théorème équivalent : 


THÉORÈME. — Soient A{ une X-matrice carrée d’ordre nr et 


tu(X) = EL a X" 
#50 


" 
son polynôme caractéristique. Alors 74 (M) = Ÿ œ MY est la matrice nulle 
de A, (n). F5 


Nous considérons A#£K(17) comme une partie de l’ensemble Axx(#) des 
matrices carrées d’ordre # sur l’anneau commutatif K[41]. 


Désignons par C(#) la matrice complémentaire de la matrice X7,—M. 
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D'après le théorème du n° 19.3.3, 1°, généralisé au n° 10.3.4, nous avons 
l'égalité entre matrices de Axrx1(71) 


(XI, — M)C(X) = (det (XI, Mn 
qui s'écrit, puisque det (XZ,— M) est 4m (X) : 
(XI, M) C (X) = xu(X Le & 
En écrivant, pour tout entier 4 > {: 
AIM = (XI MAL + XML + MD) 
on obtient, après combinaisons linéaires : 
Am) au (M) = (XI, — M) Q(X) @) 


où Q(X) est un polynôme à coefficients dans A,(n). 
De (1) et (2) on déduit : 


Am (M) = (A M)(C(X)— Q(X)). 


Posons: C(X)-Q(X)= Ÿ X'B, B,e Ax(n). 


K=0 

Si l’une des matrices B, était non nulle, il existerait r, plus grand entier k 
tel que B, # 0; parmi les éléments de la matrice y,,(M) figurerait au moins 
un polynôme de degré r+1, en contradiction avec y,(M)e M,{n). Les 
B, sont donc toutes nulles et y,,(M) = 0. 


12.3.4. Décomposition des noyaux 


1° THÉORÈME. — Soient E un X-espace vectoriel de dimension finie ou 
infinie, 4 un endomorphisme de E, enfin P;, ..…, P, des polynômes de K[X] premiers 
entre eux deux à deux et P le produit de ces polynômes. On considère les sous- 
espaces de E stables par # (12.3.2, 3°). 


N = Ker P(u) ; W;= Ker P{u), 1<i<p. 


Alors N° est la somme directe des W,. 

(Ce résultat est connu sous le nom de lemme des noyaux.) 
Nous allons raisonner par récurrence sur p. 

e Cas DEp = Î. La proposition est triviale. 


e CAS DE p = 2. Ici P est le produit des polynômes P, et P;, premiers 
entre eux. 
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D’après le théorème de Bezout, il existe deux polynômes Q, et Q: tels que 
1= Q;:P;+0P;. 
D'où : e = Q,() 0 Pi(u)+ Q2(u) © P;(u), 
ce que nous écrirons abréviativement 
€ = 41°9Pit20 Pa @) 
Nous aurons à utiliser la commutativité de l'algèbre K[1]. 
— Montrons N, n N, = {0}. D'après (1) : 
VxeE x = q:(p1(x))+42(p2(x)) 


Or, pour tout x e N, n N’,, p1(x) = p2(x) = 0. 
— Montrons NM = N,+.W,. D’après (1), tout x e N° s’écrit : 


x=xi+x, avec xi= qi(pi(x)), 1 <i< 2. 
On a : 
Pa) © (p2 © 91 © p1)G) = (g1 © p1 © p2}), 


P2(x1) est l’image par g;, de (p1 © p:)(x), qui est 0 puisque p, © p, est P(u) 
et puisque x appartient au noyau de P(u). 


Ainsi x, € N’, et, de même, x, € 1. OI 
— Montrons N°, = N°. Pour tout xe N,, on a p:(x) = 0, ce qui 
entraîne p,(p1(x)) = 0, ou p(x) = 0, (avec p = P(u)). [ms] 
— On montre de la même façon N', € N ; on en déduit N',+N, = N, 
et on tire, de toute l'étude, la conclusion N,@N, = MN. me] 


e CAS DE p > 3. On suppose le théorème démontré à l’ordre p—1 et 
on considère le produit P = P;,P,..P, de polynômes premiers entre eux 
deux à deux. On applique le résultat précédent aux deux polynômes P, et 
Q = P,..P,, qui sont premiers entre eux ; on obtient ainsi : 


NM = N,@ Ker Q(u). 
Or, d’après l'hypothèse de récurrence, Ker Qu) est la somme directe 
des N,2<i<p. mi! 


2° Cas particulier où P € à, — Les notations étant celles du 1°, nous 

supposons en outre que P(u) = 0; on a ain N =EetE = ON. 
i 
Limitons-nous maintenant au cas où E a une dimension finie non nulle . 
Désignons par n, la dimension de N°, (D n, = n), par 4, l’endomorphisme 
i 

induit par u sur le sous-espace stable N°, par (e;)); <<, une base arbitrairement 
choisie de N;, par M,la matrice qui représente #, dans cette base, étant entendu 


que si N,= {0}, alors la base correspondante est vide et l’on supprime la 
matrice M. 
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Nous disposons de la base (eh; <i<ri<j<n de E (dite base adaptée 
à la décomposition E = @ N°), dans laquelle w est représenté par la matrice 


diagonale de matrices : 


M] 
“a HO où M = diag (M, Mas. M). 
[®) 


LA 
On constate, en utilisant 10.3.7. : det (X7,—M)= [] det(XI,,-M;). 
i=1 
Autrement dit : 


Le polynôme caractéristique de u est le produit des polynômes caractéristiques 
des endomorphismes u, induits par u sur les sous-espaces stables N°, = Ker P(u). 


3° Cas particulier ou P est le polynôme minimal y, de u. — Ce qui 
vient d'être dit au 2° s'applique. En outre, pour tout ieIN,, le polynôme P; 
(supposé unitaire) coïncide avec le polynôme minimal 1, de u;, ce qui entraîne que 
A, est le produit des ji. 

En effet P;(w;) est l’'endomorphisme induit par P;(u) sur N’;; c’est donc 
l’endomorphisme nul de N’,; P; est ainsi un multiple du polynôme minimal 
a, de u;. En fait P;,= y, sans quoi le polynôme x, [[ P;, qui appartient 

j#i 
visiblement à l’idéal annulateur de x, aurait un degré inférieur à celui de y, 


qui est ici P ou encore P;,[] P;. 
J#i 


12.3.5. Sous-espaces caractéristiques (ou spectraux) 


1° Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E, de dimension 
finie non nulle r. Nous supposons — ce qui est toujours réalisé lorsque K 
est algébriquement clos — que le polynôme caractéristique x, de w est scindé 


sur K. Nous avons ainsi : 
P 


A2) = IT 2", (D) 


i=1 
en désignant par À,,.…., À, les valeurs propres distinctes de u, par m1,.….,m, 
leurs multiplicités. 


— D'après le théorème d'HAMILTON-CAYLEY, le polynôme minimal y, 
de # divise x, Comme il admet chaque À; pour racine (corollaire II du 
12.3.2, 3°), et comme il est unitaire, il s’écrit : 


8 
(2) = IT -4}", 1<n<m. 
i=1 
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Posons N, = Ker(u—Ze)'. Nous allons montrer que r; est l'indice 
(123.7) de l’endomorphisme #—,e. 


Ayant fixé i(1 & i & p), en appliquant 12.3.4 avec 
P,=(X-2)" et P;=(X-1)" pour j #i, 
nous obtenons (P(X) étant ici 4,(X)) : 
E=N;®G avec G, = ®, N; (2) 
J 


En appliquant 12.3.4, avec cette fois : 
P,=(X—-2ÿ, et P;=(X-1ÿ pour j#i, 
nous obtenons (P(X) étant ici (X—24,)% [[ (X—4,)°) : 
jéi 


Ker P(u) = Ker (u— 4e)" @ G.. (©) 


Si g; > r, (en particulier si g; = m;), le polynôme P qui intervient dans (3) 
est un multiple du polynôme minimal y, ; le noyau de P(u) est E; compte tenu 
de Ker (u—4;e)" = N;, la comparaison de (2) et (3) fournit, grâce à des consi- 
dérations de dimensions : Ker (u—4e)" = N,. 

Si g; < ri le polynôme P, dont le degré est strictement inférieur au 
degré de u,, ne peut être un multiple de y, ; on a P(u) 4 0 et Ker P(u) ZE, 
ce qui exige l'inclusion stricte Ker (u— Ze)" © N.. OI 

— Reprenons E = © N; et soit #; l’endomorphisme induit par w sur 
le sous-espace stable À, 7 

D’après 12.3.4, 3°, le polynôme minimal de u; est (X—1;ÿ"; le polynôme 
caractéristique de u;, est donc (X—24)", avec n, = dim N;. On en déduit 
{12.3.4, 2°) que le polynôme caractéristique de u est : 


P 
200 = [ A4" «) 
En comparant (1) et (4), on constate que : dim N; = m,(l < i < p). En 
conclusion : 


THÉORÈME ET DÉFINITION. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension 
finie non nulle #, et # un endomorphisme de E qui admet un polynôme carac- 
téristique de la forme : 


ta 
AUX) = IT (X-4)", (es 4 deux à deux distincts, les m, non nuls). 
i=1 
Alors le polynôme minimal de # s'écrit : 


p 
MX) = I CE 1<rn<m: 


i=1 
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L'ordre de la multiplicité r; de la racine 1, de y, est l’indice de l’endo- 
morphisme u— À;e. Le sous-espace vectoriel de E : 


+ 
Ni= ( Ker(u—xe}, 
k=0 


qui est aussi bien le noyau de (4 — 1e)" que celui de (4— Ze)", est dit sous- 
espace caractéristique (ou spectral) associé à la valeur propre À, ; sa dimension 
est m:. 

ÆE est la somme directe des W;, 1 < i < p. L’endomorphisme 4; induit 
par u sur W, admet (X —1,)" pour polynôme caractéristique et (X—2;)" pour 
polynôme minimal ; l’endomorphisme v, = u;—À;1dN, de N; est nilpotent d’indice r;. 

Onau=d + v, où d et v sont les endomorphismes de E qui, pour tout ieN,, induisent 4,Id,, 
et », sur N;, à savoir : 


dix} äm(x et vixt Y r(miix) 
où w, e L(E) est Le projecteur d'image N;, de noyau 8 N; 


On constate que dv, vd et v® (récurrence sur ge N) induisent sur N, respectivement dv, iv; 
et f. D'où : 


— l'endomorphisme d = Ÿ' À,w; est diagonalisable; 
ü 
— l'endomorphisme » est nilpotent (d'indice max r;); 
î 
— les endomorphismes d et v commutent. 


REMARQUES. — a) On peut prouver l’unicité d'une décomposition # = d’ + »', d’ diagona- 
lisable, v’ nilpotent et d'v’ = vd’. 
b) On retrouve l'existence d’une telle décomposition en utilisant une base € = |) e; de E, où 
e; est une base de N; qui trigonalise v, : : 
mat(u; e)=D+V; D=diag(41,), V = diag(V) 


où F. est triangulaire supérieure à diagonale nulle. 
Cette réduction est en général suffisante; on peut cependant aller plus loin par la méthode de 
Jordan (cf. 12.3.7). 


2° Complétons la caractérisation des endomorphismes diagonalisables. 


PROPOSITION. — Un endomorphisme z d’un K-espace vectoriel de dimension 
finie non nulle # est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal est 
scindé sur Æ et n’a que des racines simples. 


La condition est nécessaire. — Par hypothèse u est diagonalisable. Son 
polynôme caractéristique, et par suite son polynôme minimal sont scindés 
sur K. On peut écrire, en adoptant les notations du 1°: 


E=@N; avec N, = Ker(u— 2e). (5) 
t 
D'autre part l’endomorphisme x étant diagonalisable, E est la somme 
directe des sous-espaces propres, ce qui s'écrit : 
E=@E, avec E,; = Ker (u — ie). (6) 
i 
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Compte tenu des inclusions E;  N,, on a, grâce à des considérations de 
dimensions : pour tout i, E; = N;,, ce qui, d’après la définition de l'indice, exige 
r,=1l;0orr;, est l’ordre de multiplicité de la racine 4; du polynôme minimal. 

P 


La condition est suffisante. — L'hypothèse est ici u,(X) = [] (X — À), les 
i=1 
À; étant deux à deux distincts (ce sont les valeurs propres de u). 


En utilisant 12,3.4,1°, on en déduit E = @ Ker(u — de), somme directe des 


sous-espaces propres; # est donc diagonalisable. 


PRATIQUE. — On a intérêt à remplacer, dans la proposition précédente, la 
condition : x, est scindé sur K et n'a que des racines simples par la condition 
visiblement équivalente : u annule un polynôme scindé sur K dont toutes les racines 
sont simples. 


12.3.6. Applications de la réduction des endomorphismes 


Nous nous limitons au cas où le corps K' est de caractéristique nulle. 


1° Puissance q-ième d’un endomorphisme ou d’une matrice (q € IN). — 
Reprenons, avec les mêmes notations, l’endomorphisme u étudié au 12.3.5, 1°. 
Pour tout ie N,, uf induit l'endomorphisme #f de N, et : 


LA 
VxeE u{x) = Ÿ 1 (œ(x)). (1) 
i=l 
Ii s’agit maintenant de calculer La puissance g-ième de w, = v,+4;Idy,. 


Comme v, et 4,1dy, sont des éléments permutables de l'anneau £(N;), 
on a, par la formule du binôme de Newton : 


e —1)..(g—k+1) ,- 
= g(g—1) -q ) 34 La, 


A priori p; désigne qg. Mais — en utilisant : Ÿ = 0 pour k > r; — on 
peut adopter p, == r,—1, dans la mesure où g > r;— 1 et même sans cette réserve 
si À, Æ 0. En effet on a alors : 


g(qa—1).….(g—k+1) 
k! 


AÉEQO sig<k<r-l, 
(ce qui n’a pas de sens si À, = O0). 
e Tenons-nous en donc, pour commencer, à À; # 0 et écrivons, pour tout 


geN: 
ni —1)...(qg—k+1 ,- 
4=4(S AC) E da). 
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Pour chaque valeur de 4, ordonnons suivant les puissances croissantes 
de q le polynôme g(g— 1} … (g9—k+1), qui peut d'ailleurs être nul. D’où une 
égalité de la forme : 


ri 1 
ui = x( L da) @) 
#=0 


où f;,, est un endomorphisme de N, qui dépend de k, mais ne dépend pas 
de q. 


En notant w,4 l'endomorphisme x + fi(m(x)) de E, et en utilisant 
(i) et (2), on obtient, dans le cas où # n’admet pas O pour valeur propre 
(c'est-à-dire dans le cas où u est inversible) : 


P CE 
VaeN ul = S4(S dm) (3) 
i=1 = 0 


où les w,, , sont des endomorphismes de E, indépendants de q, dont le nombre 


LA 
estégal à Ÿ r,, c’est-à-dire au degré r du polynôme minimal de u. 
i=1 


REMARQUE IMPORTANTE. — Les r endomorphismes e, w, …,u"”! sont 


linéairement indépendants dans £(E), (sinon l’idéal annulateur 3, contiendrait 
un polynôme non nul de degré strictement inférieur au degré du polynôme 
minimal). Comme ils appartiennent au sous-espace engendré par les w., 
celui-ci a une dimension au moins égale à r et d’ailleurs exactement égale à r 
puisque le nombre des w,, est r. Retenons donc que le système des r endomor-" 
phismes w,, est libre. Nous aurons l’occasion d'utiliser ce résultats en Analyse 
pour chercher la limite de la suite des puissances d’une matrice. 

e Si À; = 0, alors, pour tout g, on a : uf = vf, et donc uf = O dès que 
g > r, seul cas que nous allons considérer. L'écriture (2) est alors valable, 
avec la possibilité d’y choisir arbitrairement les f, ,. 


En conclusion, la formule (3) est vraie pour tout ge IN si # n’admet pas 
0 pour valeur propre, et pour qg > r, si la valeur propre À, est nulle. 


LE POINT DE VUE MATRICIEL. Nous aurons ici, pour toute matrice inver- 
sible M e A, (n) dont le polynôme caractéristique est scindé sur K': 


P C'nt : 
VaeN M° = £ 45 das) (4) 
i=1 k=0 
où les 4;,, sont r matrices indépendantes de q4, formant un système libre 
dans AC,(n), ((4) reste valable avec cependant la réserve g > r, si M admet la 

valeur propre 4, = 0). 


REMARQUE. — Nous avons étudié au 12.2.2,3° une méthode valable 
dans le cas où M est diagonalisable. 
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8 —1 —5 
EXEMPLE. — Soit M la matrice | —2 3 1 |, à éléments dans un corps de carac- 
4 —1 —1! 


téristique nulle. Le polynôme caractéristique est (#—2)}(Y—4)?. 


On vérifie facilement que (M—27,)(M—41,) # 0; le polynôme minimal est ainsi 
{X-2)(X-4}. La matrice n’est donc pas diagonalisable. Ici (4) s'écrit (avec À, = 2, r: = 1 
et =2,r,= 02): 

VaeN  MI=2U+4V+g4W 


où U, V,W sont des (3, 3)-matrices qu'il s'agit de déterminer (il s’agit des matrices 4,,0, 
A2, €t 42,1 de la théorie générale). On donne à g les valeurs 0, 1, 2. D'où : 


U+V=1; 2U+4V+4W = M ; 4U+16V+32W = M?, 
et: MI= 0,1, + B,M + v,M?, 
avec: a, = 421 + (—3+qht; Po —22%1 + (2-3g/8)4t; y, = 1/8(2%*1 + (—2+gM49). 
IE resterait à expliciter AM?. 


Autre méthode. — Exposons-la sur l'exemple précédent. La division euclidienne de X* 
par(X—2) (X-—4)? s'écrit : 


X8 2 (X-2) (A2) QU) + A + BA der 
En substituant M à X, il vient : 
= als + BAM + M. 
a+ BX + 7aX° 
(X-2{X-4) 


On calcule au titre de somme des parties polaires relatives aux pôles 2 et 4 


= 4 
de la fraction rationnelle ———, 
(X—2) (X—4ÿ 


naturellement inutile). On obtient, ainsi que le lecteur est invité à le vérifier : 


dont la partie entière est Q,(X), (dont le calcul est 


et+BX+rX 2 F 2q-417! 4? " 4 
(X-2) (X-4ÿ  4(X-2) 4(X—4) 2(X-4ÿ 


On retrouve ainsi les valeurs «,, B,, y, mises en évidence par la première méthode. 


2° Applications aux suites récurrentes. — Les applications de IN dans 
le corps commutatif K —— qui sont dites suites sur À — constituent l’espace 
vectoriel K\. Nous nous proposons d'étudier l’ensemble F des suites fe K\ 
qui vérifient la condition : 


s-1 
VreN f@+s) = Ya fn+k): (5) 
k=0 
où s eN\{0} est donné, et où &o,…, &_, sont des scalaires donnés de K. 
On peut supposer «9 %# 0 (sans quoi on remplacerait s par s—1). 


F est une partie de KV, non vide (puisqu'elle contient la suite nulle), et 
stable pour les lois de structure d’espace vectoriel. C’est donc un sous-espace 
vectoriel de KN, Par ailleurs, on constate qu’à tout élément b = (Bo, .…, Bs-1) 
de K°, on peut associer une, et une seule suite f,eF vérifiant la condi- 


tion initiale : 
Vjel0,s-1] A()= 8, 
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Comme inversement toute suite fe F est déterminée par les valeurs 
qu'elle prend aux points 0,...,s—1 de IN, l'application b + jf, de K° 
dans F est bijective ; on vérifie aisément qu’elle est linéaire ; il s’agit donc 
d’un isomorphisme ; d’où : dimF = dimX° = 5. 

— Remarquons maintenant que (5) équivaut à l'égalité matricielle : 


+1) 10) 0 1 0 0 
f@a+2) | for) 0 0 1  o 
: = M : avec M= | : : 
: | : 0 0 0 1 
fi+s) f(n+s—1) Lo Li A2 + Den 
Xy+i x, 


qui s'écrit X,41 == M X,, quand on désigne par X, la matrice-colonne dont 
les éléments sont : /(n), f{2+1), …, f(n+s—1). 
Par récurrence sur »#, on en déduit : V nr eIN X, = M'X0. 


0 
Le polynôme caractéristique de M est: xYu(X) = X°— Y œ x: 
ainsi qu'on le vérifie par récurrence sur s. k=s—1 


Limitons-nous au cas où ce polynôme est scindé sur K (condition qui sera 
toujours remplie si K = ©), et écrivons le sous la forme : 


P 
tu) = TT (X-24Y", (les 4 deux à deux distincts, les m, non nuls). 
i=1 


Notons que le terme constant étant & # 0, aucun des 4, n’est nul. On 
a donc, en appliquant l’étude du 1° (avec les mêmes notations) : 


k=0 


P CR 

VneN CRIE 4) 
i=1 

Ainsi toute suite fe F est obtenue à partir de sa condition initiale par : 
p mi 

VneN X, = te d'auXo). 


On en déduit que toute suite fe F est une combinaison linéaire de la 
famille des suites de F : 


f=(t- n* 27) 1<i<p 
{ogker-1 
Ainsi f est une famille génératrice de l’espace vectoriel F, de dimension s. 


P 
Le cardinal de l’ensemble des indices de f, qui estr = Y r,, vérifie donc 
i=1 
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r > s. D'autre part, pour tout à, on a r; < m,, et donc r est au plus égal à 
P 


D m;, qui est s, En conclusion : 
is 


r=s et r;=m, pour tout 1<i<p. 


Retenons que f est une base de F et, accessoirement, que les polynômes 
minimal et caractéristique de M coïncident. 


PRATIQUE. — Si, étant donné b = (Bo, …, Bs_1) nous cherchons la 
suite f,, nous en déterminerons les s composantes dans la base f de F par les 
relations entre ces composantes que l’on obtient en donnant à n les valeurs 
0, 1,...,s—1 (la méthode qui consisterait à calculer M" est en général moins 
commode). 


GÉNÉRALISATION. — Etant donnés &o, …, &,.-, et y (&o # 0), étudions 
l’ensemble des suites sur K vérifiant la condition : 


VneN +9 =7+ Ta fit) 
k=0 (6) 


En raisonnant comme au cours de l’étude des équations linéaires, on 
constate que les solutions de (6) s’obtiennent en ajoutant à l’une d’elles, arbi- 
trairement choisie, toutes les solutions de l'équation (5) associée à (6). IL 
reste donc à trouver une solution particulière de (6). Le lecteur vérifiera que 
P(X) désignant le polynôme caractéristique 


LJ 
X°— ZX «X* 


k<s=1 
— si P(1) # 0, (6) admet pour solution la suite constante n + y/P(1), 
— si P(1)=0 et P'(1) #0, (6) admet pour solution la suite 


ni yn/P'(1), et ainsi de suite. 


3° Application aux équations différentielles : voir n° 5.2.2 du tome 4. 


12.3.7. Réduction de Jordan 


1° Réduction d’un endomorphisme nilpotent. — Soient K un corps commutatif, E un 
K-espace vectoriel de dimension finie non nulle , v un endomorphisme nilpotent de E. Nous 
avons vu (12.3.4, 2°), qu'il s’agit de v e £(E) admettant parmi ses puissances l’endomorphisme 
aul ; nous avons défini l’indice r de 9 comme le plus petit des naturels g (nécessairement non nuls), 
tels que ® = 0 ; nous avons prouvé les inclusions strictes : 


derc…cF_;crF, avec F,= Kerv, (FestEetl<r<n) 
1 Li 


Le polynôme minimal de », qui divise X” sans diviser X”-!, est X”; la seule valeur propre 
de v est 0; comme v est trigonalisable (cf. 12.3.1), son polynôme caractéristique est X". 
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e Nous utiliserons l'existence d'une décomposition de E en somme directe de sous-espaces 
v-monogènes au sens de : 

DÉFINITION. — Un sous-espace d’un espace vectoriel E est dit monogène relativement à ue {(E), 
ou u-monogène, lorsqu'il admet une famille génératrice de la forme (#*(x)),.n (ce qui implique qu’il 
soit stable par 4). 


— Eliminons le cas trivial où v est l’endomorphisme nul, et supposons r > 1. 


Ayant choisi arbitrairement un sous-espace G, supplémentaire de F,_, dans E, nous allons 
montrer que l’on peut construire par récurrence une suite (G;)1 « x < - de sous-espaces de E 
vérifiant les conditions 


@) Gr D Fou = Fours 3 (Gr) € Gn (K > 2) @) 


Supposons qu'étant donné he [l, r—1], nous ayons construit une suite (Gi cie 
vérifiant (1) et (2). En utilisant (1), nous avons : 


VxeG;\{0} xeF,-us1 et xéF_, 
On en déduit : 
VreGi\(0}) ver, et v(éF-3-1. 6) 


Retenons de la dernière non-appartenance que l’image par v d’un vecteur non nul de G, 
est non nulle ; la restriction de v à G, est donc une injection. D'autre part, on déduit de (3) : 


(GDS F,-, et 0(G,) NF, = {0} 


Compte tenu de h < r — 1, il suffit d'adopter pour G,,, la somme directe de v(G,) et d’un 
supplémentaire arbitrairement choisi de v(G)@F,-,_, dans F,_, pour obtenir une 
suite (G})1<x<n+1 qui vérifie (1) et (2). 


— Compte tenu de F, = E et de Fa = {0} (ce qui montre d’ailleurs que G, est le noyau 
Ô 
de v}, on déduit des r relations (1} E = @ Gr. 
k=1 


Désignons par /, et g, les dimensions de F, et G,. D'après (1), on a : 
ÉPRSR EN TT nt ETS @ 


— Nous pouvons associer une base e; = (e, ji<j<n à Chacun des sous-espaces G, 
par le procédé recurrent suivant. On part d’une base e, arbitrairement choisie de &; ; on suppose 
qu'étant donné À e [1, r—1], on a su construire une base e, ; en utilisant le caractère injectif 
de la restriction de v à G,, on constate que les vecteurs v(e, ;), 1 < j < g4, sont linéairement 
indépendants dans v(G,), et, par suite, dans G,4, (ce qui implique d’ailleurs g, < g,+1); on 
peut donc compléter la famille des vecteurs e,,,,, = v(e, ;), 1 < à < g,, de façon à obtenir une 
base 6,41 de Gysie 


Nous disposons maintenant d'une base e = (e5, j}1 &u<r,1<j<n de E, que nous pouvons 
représenter par le schéma suivant, dans lequel chaque vecteur se trouve au-dessus de son image 
par », à l'exception des vecteurs de la dernière ligne, dont les images par v sont nulles : 


Gi | ei eu 
G €2,1 en €2,62 
in GAS 4 zA E E 
G, 1 LT Ce, 2 LCTA 
A Va A Fe 
» 
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En regroupant les vecteurs de la base e par colonnes, nous obtenons 


Pour j donné, le sous-espace V, de E admet pour base : 


& = (es ep jh OÙ A+ min {keN|g,>)j}. 


Ona:dim V;=m;=r+1-n,et,en notante, ; 


ni 


8;= (071 (a)), …, v(a)) a) 6) 


Compte tenu de v“{a) = v(e,,;) = 0, on en déduit que F, est v-monogène et que la matrice 
dans la base e, de l'endomorphisme de V; induit par v est : 


On dit que J,, est la matrice nilpotente de JORDAN d'ordre m,, conformément à la défi- 
üition suivante : 


DÉFINITION. — On appelle matrice nilpotente de Jordan toute matrice carrée dont tous 
les éléments sont nuls sauf ceux dans lesquels l’indice de colonne excède d’une unité l’indice de 
ligne, et qui sont égaux à !. 


— Nous disposons donc d’une base & de E, adaptée à la décomposition 


E=@V,1<i<g (= dim Kerv) 
J 


dans laquelle » est représentée par la matrice diagonale de matrices, R, dont les éléments diago- 
naux sont des matrices de Jordan dont les ordres vont en décroissant, au sens large, soit : 


R = Giag (vs Jos Je jn vus Jets eo Jan vo d'a. 


Soit v, le nombre, éventuellement nul, de fois que la matrice J, se trouve dans R. A partir 
de v,= gas V1 = 92 Qi Vi = ge—g,-1, que l’on obtient aisément à l’aide du schéma 


ci-dessus, on trouve, compte tenu de{4)etde F,,, = F,: 


Vkellr] Ve = 2f-fisi—firs  Ui = dim Ker vi. 


Bien que la base £ ne soit pas unique, la matrice R est donc parfaitement déterminée. Elle 
est dite réduite de JORDAN de l’endomorphisme nilpotent v. Elle ne dépend que des dimensions 
des noyaux des puissances de ». 


REMARQUE. — Un cas particulièrement simple est celui où l'indice r de v est égal à n. Le 
lecteur vérifiera directement que, puisque l'endomorphisme w"! n’est pas nui, il existe au moins 
un vecteur non nul a tel que "= ‘(a) # 0; il en déduira que (v"-{(a), …, v(a), a) est une base de E, 
dans laquelle » est représenté par J,. Ici E lui-même est v-monogène. 


2 Réduction d’un endomorphisme quelronque. — Nous reprenons l’étude faite au 
12.3.5 d'un endomorphisme # e £(E), dans le cas où E a une dimension finie » et où le polynôme 
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caractéristique de # est scindé sur K. À chaque valeur propre À, de multiplicité m,, nous avons 
associé le sous-espace caractéristique 


N,= (} Ker (ù — 4e}, 
0 


l'endomorphisme w; induit par # sur M, enfin l’endomorphisme vw, = u;—2:Id;, de N, qui est 
nilpotent et a pour indice la multiplicité r; de À; dans le polynôme minimal de z. 

D'après le 1°, il existe une base de N,, que nous désignerons par b,, dans laquelle », est 
représentée par une matrice diagonale R; de matrices de JORDAN J,. La matrice qui représente 
u = v;+ dy; dans la base b; se déduit de R; en ajoutant À; à chacun des éléments diagonaux, 
ce qui revient à remplacer chaque matrice J, par une matrice du type 


4 1 0 … 0 0 


JA) = 


Dans la base b de FE obtenue par réunion des b;, # est ainsi représenté par une matrice 
diagonale de matrices de la forme J,(41), …, J,(4,). 


EXERCICES 


12.01. — Soit x un endomorphisme d’un IR-espace vectoriel Æ de dimension 2, 
qui admet les valeurs propres 1 et 2. Etudier la suite n ++ (ku)” (xo), dans laquelle 
x, et X désignent un vecteur et un scalaire donnés. 


12.02. — Soient p un entier strictement positif et M une matrice de A. (n) tels 
que M? = I,. Montrer que si w est une racine p-ième de l’unité telle que w”! ne soit 
pas valeur propre de M, alors : 


1,+0M+@0M?+.. +97 IMP À = 0. 


* 12.03. — Dans IR" rapporté à sa base canonique on adopte Ÿ° [#| pour norme 
i=1 


du vecteur x = (£,,…., &,). D’autre part on dit que x est positif lorsque, pour tout 
tell, n] 6, > 0. 


Soit # un endomorphisme de IR” qui transforme tout vecteur positif en un 
vecteur positif de même norme. Montrer que { est valeur propre de u. , 


12.04. — Soient u et v deux endomorphismes d’un €-espace vectoriel de dimension 
finie auxquels on a pu associer deux nombres complexes « et f tels que : 


uOv—vOu= au+fv. 


Montrer que # et » ont un vecteur propre commun. 
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12.05. — Existe-t-il des réels «, B, y tels que la matrice : 


CS 
M=l1 BB 1 
La << 2% 


admette 1, 2 et 3 pour valeurs propres ? 


12.06. — Soient M et À deux matrices carrées d’ordre n, à coefficients complexes 
telles que AM = MA. 


On suppose que M a toutes ses valeurs propres distinctes. 


a) Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de A. 
b) Montrer que 4 est de la forme : 


A = d01,+aM+...+a,_,M" Ti avec ne. 
12.07. — Montrer que les seules matrices M e Æ,{n) vérifiant : 
V(A4,B)e(Xxfn))? tr MAB = tr MBA. 
sont les matrices scalaires. 
42.08. — Etant donnés les éléments 4 et B de AL,(n), trouver M € A,{n) telle que : 
M + (tr M)A = B. 
12.09. — Montrer que deux matrices À et B de M,(n) telles que : 


VMEMr) tr (AM) = tr(BM) 
sont égales. 


12.10. — Montrer, en raisonnant par récurrence sur n, que toute matrice de 
An) dont la trace est nulle est semblable à une matrice dont les éléments de la 
diagonale principale sont tous nuls. 


12.11. — Soit u l’endomorphisme de R° représenté dans la base canonique par : 


[l 1 —1 
M=|1 Î 1 
1 Î l 


Trouver tous les sous-espaces de IR stables par u 


12.13. — Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension », 
et x un vecteur de E tel que (x, u(x), …, "7 1(x}) soit une base de E. 


1° Montrer que le seul sous-espace de Æ stable par z qui contienne x est Æ. 
Enoncer une réciproque. 


2° Soient «o, 1, …, a, les coordonnées de u"{x) dans la base considérée. 
Vérifier : #" = ape+a; ut... a, ui, 
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12.14. — Soient 1,,.., À, des valeurs propres d’un endomorphisme # d’un 
K-espace vectoriel E. On suppose qu'il existe des vecteurs non nuls x,,.…, x, de E 
et des entiers strictement positifs q,, …, q, tels que : 


Vieltp]l x,e Ker(u— de)". 
Montrer que x1, …, x, sont linéairement indépendants. 


12.15. — Soient 4 et B des K-matrices (p, n) et (n, p), avec n > p. 


1° Supposant connue la multiplication des matrices par blocs (cf. exercice 46 
du chapitre 9), montrer l'égalité des deux matrices de Ayrx(1+p) : 


XI,-BA B FE, © LA Be | XI, B 


Oyn XI, A 1 A 1 ] Om  XI,-AB 


pa 
dans lesquelles Z, et 7, sont les matrices-unités d’ordre n et p, O 
matrices-nulles de M,{p, n) et Al;(7, p). 


2° En déduire que le polynôme caractéristique de AB divise celui de BA et que 
sin = p les polynômes caractéristiques de AB et BA sont égaux. 


on Et Op Sont les 


12.16. — Soit 4 une matrice de Æ#A(3), de valeurs propres z/2, x et —x. 


1° Exprimer 42" et 42"*1! en fonction de 7,, À et A2, (ne N). 
2° Faire de même pour : 


sa = Ÿ -CN ques aa = À Ex 
à kb Gk+l)! : ÿ 0 GK)! 


*3° Considérant comme connues la notion de limite et les expressions de sin x 
et cos x sous forme de sommes de séries entières, montrer que S,(4) et C, (A) admettent 
lorsque n# tend vers +, des limites que l’on notera sin À et cos 4. 


Vérifier : sin? À + cos? À =. 


Trouver les valeurs propres de sin À et celles de cos 4., 


12.17. — Soient a et b deux nombres complexes distincts. 


On désigne par 4, la matrice de A, (n) dont les éléments diagonaux sont nuls, 
et dont les éléments dont l'indice de colonne est strictement supérieur (resp. inférieur) 
à l'indice de ligne sont égaux à a (resp. b). 


1° Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice 4, est : 


P,() = = LbGa+XY — a(b+XxÿT. 


2° Montrer que les images des valeurs propres sont des points cocycliques du 
plan complexe. 
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12.18. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 0 sur C.ue£(E) 
est dit d’ordre & si u* = Id, et si & est le plus petit entier non nul tel que u* = Id,. 


a) Montrer qu’un endomorphisme ayant un ordre est diagonalisable. 
b) Conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit d’ordre k. 
c) On suppose ici que n = 2 et que u est représenté dans la base e par la matrice 


1e 


p dire (a, b, c, d)e Z*. Quelles sont les valeurs possibles pour les ordres 
de u? 


. cos à e'? sin 0 ei® 
12.19. — Les matrices de la forme 


—sin fe” cos fe” 
où (8, p) eR? forment-elles un groupe multiplicatif ? 


Etudier le cas particulier g@ = 0. Ces matrices sont-elles diagonalisables ? 
Si oui, les mettre sous la forme diagonale. 


12.20. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie # > 0, et # un endo- 
morphisme de E tel qu'il existe des scalaires deux à deux distincts 1,, …, 2, vérifiant : 
(&— Aie) © … 0 (u—1,e) = 0, (e = Id). 


Montrer qu'il existe des endomorphismes v,, …, v, de E tels que : 
La 
VPEK[X] P(u)= Y PQ)u. 
[En 


12.21. — Soit E un espace vectoriel de dimension 2n sur €, rapporté à la base 
Ciss Em eur, 2,) et ueL(E) tel que we) =e,,, pour 1 <k<n et 
u(e,,,) = —e, pour 1 & & < n. Que peut-on dire de u? ? Etudier la diagonalisation 
éventuelle de u. 


12.22. — Soit £, l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus # à coefficients 
réels, Montrer que Pr u(P) = (X—a)(X—B)P! — nXP, où (a, b)eIR?, est un 
endomorphisme de Æ,. Trouver les valeurs et vecteurs propres de u. Déterminer le 
noyau, et l’ensemble des polynômes P teis que #(P) = 1. 


12.23. — a) Soit M une matrice de AL,(n) dont le polynôme caractéristique est 


I (X-2). Soit PeK[X]. Montrer que le polynôme caractéristique de P(M) est 


» 
II (X-P()). Application : calculer la trace de P(M) ainsi que son déterminant 
1 


4 
en fonction des 4. 


b) Soient &o, …, &,-, des éléments de K. Montrer que le polynôme caractéristique 
de : 
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ni 
est X"— Y aX*. Déduire de ce qui précède, lorsque K = €, une méthode pour 
K=0 


transformer une équation algébrique par y = P(x) où P eC(X]. 
c) EXEMPLE : Trouver par cette méthode l'équation aux carrés de : 
x3—ax2—bx-c = 0. 


Peut-on généraliser cette méthode à la transformation d’une équation par 
y = F(» où Fest une fraction rationnelle ? 


12.24. — Soit K un corps commutatif quelconque. Trouver les matrices de A,(#) 
qui commutent avec toutes les matrices de GL,{n). En déduire le centre de l’anneau 
Ar). 

On pourra étudier à part le cas où K n’a que deux éléments, et commencer par 
le cas où K est algébriquement clos (en utilisant alors l’existence d’au moins un 
vecteur propre). 


12.25. — Soit E l’ensemble des C-matrices de la forme : 


[4 
MGBra=| À 
8 


On pose Z = M(4, 0,0, 0) et U = M(0, E, 0, 0). 
1° Calculer les puissances de U. 
2° Munir E d’une structure d’algèbre commutative et trouver une base de E. 


3° Diagonaliser U sous ia forme D =P-! UP. Exprimer Mo, B, y, ë) en 
fonction de «, B, y, à, D et P. En déduire les valeurs propres et le déterminant de 
Me, B, y, 6). 


MR &R + 
ee R M 
R + & © 


12.26. — La matrice M = est-elle diagonalisable ? 


20 S — 
So So — 8à 
OS — & © 
—- &R © © 


(Sur un corps X quelconque). 


Soit u l’endomorphisme de K* dont M est la matrice dans la base cano- 
nique (e,, €, es, e4). Déterminer la matrice de # dans la base formée des vecteurs : 


J 
= 2 à  G=1,2,3,4). 


12.27. — Soient E = R,[X] (ensemble des poilynômes de degré < n), et T: 
Pt T(P) = P(1-X) 
Montrer que T est un endomorphisme de Æ. Est-il injectif, surjectif ? 


Déterminer les valeurs et vecteurs propres de T, ainsi qu’une base dans laquelle 
la matrice de T est diagonale. 
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12.28. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et D une droite de E. 
Discuter la possibilité de diagonaliser un endomorphisme de E dont l’image est D. 


12.29. — Diagonaliser sans calcul les matrices : 


L 1 TL 
3 5 3 1 2 
Î 1 1 

5 : L 2 3 L 
0 0 1 Î 2 


32.30. — Soit M, = [x,;] la matrice de A;(n) dont tous les éléments sont nuls, 
sauf ceux pour lesquels |f— | = 1, qui sont égaux à !. Montrer que M, est diagonalisa- 
ble et trouver ses valeurs propres. 


42.31. — Etant donnés les réels &,, …, «,_,, «,, (x, ; 0), diagonaliser la matrice 
de An+ D : 


CA CA 


12.32. — Soit M, = [x,;] la matrice de Æ,(n) dont tous les éléments sont nuls, 
sauf ceux pour lesquels £+j = n+1, qui sont égaux à 1. Trouver les valeurs propres 
et les vecteurs propres de M, ; cette matrice est-elle diagonalisable ? 


12.33. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension », 4 un hyperplan de E, 
u un endomorphisme de E qui laisse invariants tous les vecteurs de H. 


1° Montrer qu'il existe un scalaire « tel que, pour tout x e E, le vecteur u(x)—ux 
appartienne à H. 


2° Montrer que. lorsque « = 0, # est un projecteur. 
3° Discuter La possibilité de diagonaliser u. 


12.34. — Montrer qu’on définit un automorphisme u du IR-espace vectoriel E 
des polynômes de degré au plus égal à » en associant au polynôme P le polynôme Q 
tel que Q(X) = X”"P(/X). 


Montrer que E est la somme directe des Æ,, en désignant par E, le sous-espace 
engendré par (XP, X"7P). 


L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? 
12.35. — Montrer qu'on définit un endomorphisme u du R-espace vectoriel E 


des polynômes de degré au plus égal à # en associant au polynôme P le polynôme Q 
tel que, «, B, y désignant des scalaires donnés : 


QC = (GX +8) PO) + 7 PGO. 


L’endomorphisme u est-il diagonalisable ? 
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*12.36. — E est le R-espace vectoriel des applications continues de (0, + co[ dans. 


1° Montrer qu’on définit un endomorphisme # de E en associant à fe E l’appli- 
cation g de {0, + œ[ dans IR déterminée par : 


O0 ai [roar 


2° Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de u. 


3° Diagonaliser l’endomorphisme induit par # sur Le sous-espace de Æ formé des 
polynômes de degré au plus égal à n.. 


12.37. — Soient «, B, y des scalaires deux à deux distincts, et E l’espace vectoriel 
M = [e,;] de AÆR(n+1), dans laquelle on a toujours &,; = 0 sauf : 


— sij=i+l,tefl,#], auquel cas a; = à, 

— et sii=j+1,jell,n], auquel cas a; = n+1—j. 

1° A l'élément x = (£o, 1, …, E,) de IR"*1, on associe l’application f, de IR 
dans R telle que 


n 
ti X &ch"*rshte. 
k=0 


À ï PE d 
On convient que x’ = u(x) signifie f,. = ad. 
Montrer que # est un endomorphisme de R"*! et que M représente u dans la 
base canonique. 


2° Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de x. Conclure. 
3° Effectuer la diagonalisation de M dans le cas n = 2. 


12.38. — Soient «, P, y des scalaires deux à deux distincts, et E l’espace 
vectoriel X,[#1. 

1° Montrer qu’on définit un endomorphisme # de E en associant au polynôme 
P(X) le reste de la division de X° P(X) par (X—c)(X—B)(X—7). 

25 Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de u. Il sera commode 
d'introduire les polynômes tels que 


(X—B)(X—1) 
AX) = = — 2 — . 
DE GE? 
3° Diagonaliser 4. 
12.39. — Soit un polynôme P(X) = X"+a,_, X"7!+..+a, à coefficients 


complexes, et soit u l’endomorphisme de €” défini par : 
uple) = ee; pour 1<i<n-—1 
üple,) = — (ao61 +162 ++ An 18), 
où (e,, €, …, €,) est la base canonique de €”. 


1° Calculer le polynôme caractéristique de up. 
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2° Vérifier que l’endomorphisme P(u) est nul. 

3° Montrer que si S est un polynôme de Œ[X] tel que deg (S) < n et S(u>) est 
l’endomorphisme nul, alors S = 0. 

4° En déduire que tout polynôme @ de C[X] tel que Qu») = 0 est un multi- 
ple de P. 


5° Montrer que w> est diagonalisable si et seulement si P n’a que des racines 
simples. 


12.40. — Soient £(E) l’espace vectoriel des endomorphismes d’un KX-espace 
vectoriel E de dimension n, et v un élément de £(E). 

1° Montrer que l'application @, : £(E) —+ L(E) définie par # + vou —uov 
est un endomorphisme. 

2° On suppose que » est diagonalisable ; montrer que +, est diagonalisable. 

(On considère une base e de E telle que Mat (v; e) soit une matrice diagonale 
D ; pour tout élément M,, de la base naturelle de Ak(n), (cf. 9.4.2), on calculera 
D M; Mi, D, et on en déduira que l’élément j;; de £(E)telque M;;, = Mat (f,, e) 
est un vecteur propre de ,, ce qui permettra de conclure). 

3° On suppose maintenant que v est nilpotent ; montrer que , est nilpotent. 
On étudiera l’image de # par l’endomorphisme (o,Ÿ, k eN. 


12.41. — Diagonaliser les matrices à éléments réels : 
1 B ? 
—1 Li 0 0 T3 : m 
FE 1 -2 1 0 ë 1 ÿ 
Ans se 0 oi -2 1 B 2 B 
sers 0 © 1 —i æ 8 _1 
y 2 


12.42. — Diagonaliser, et à défaut trigonaliser les matrices de (3) : 


1 & « 0 1 0 
1 1 1 |; 0 o 1! 
1 0 2 y —f —ù 


12.43. — Réduire (dans IR ou €) les matrices : 


Re — 4 ii ren 
—4 —1 0 0 
6 -1 2l; 1 41]; dr MD 4 
: 9 pue —17 —6 —i 0 
12.44. — Trigonaliser les matrices : 
2 —3 -1 —3 -1 0 
1 —2 —-1 4 1 0 


2 6 3 4 8 2 
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12.45. — Diagonaliser la matrice M e M: (3), et en déduire M”, (ne Z): 


piste cha Bsha 
= 1 : . 2 
M : - ;, @%#0); [is TEL 


12.46. — Trouver toutes les matrices M e H,(3) telles que : 
4) M?=0 bb) M =M oc) M'=1, 


12.47. — Trouver toutes les matrices M € AA(5) telles que M° = —Js. 


12.48. — Discuter la possibilité de diagonaliser les matrices 
lai 1000 1aB y lapBy 
018 x 100 020$ O1cæ BB" 
00 7 BYy10 002 y 002 y 
Auvo 0002 0002 
12.49. — Soit m un nombre réel. On considère la matrice m 


1° Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres. 1 
Diagonaliser. LI 

2° Discuter le rang de cette matrice ; déterminer son inverse lorsque cette matrice 
inverse existe. 


11 
m 1 
1m 


12.50. — Soit À une matrice carrée d’ordre n à coefficients réels, non nulle, 
qui est nilpotente. 

1° Montrer que J,— A n’est pas diagonalisable. 

2° Soit B une matrice diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres égales. 
Montrer que 4+ B n’est pas diagonalisable. 

3° Trouver dans #(2) une matrice A nilpotente et une matrice diagonale 
telle que 4 +8 soit diagonalisable. 


12.51. — Soit M une matrice nilpotente d’ordre n à coefficients dans un anneau 
commutatif. Montrer que J,— M est inversible. 
12345 
01234 
Application : Calculer l’inverse de la matrice M = ! 060123 
00012 
00001 
12.52. — Soit À une matrice carrée d'ordre n et soit k le degré du polynôme 


minimal de 4. 

1° Montrer que le sous-espace vectoriel de A,{#) engendré par la famille des 
matrices (4"),, « n est de dimension k. 

2° En supposant À inversible montrer que le sous-espace vectoriel de A,(n) 
engendré par la famille (4), ., est aussi de dimension 4. 
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12.53. — Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 

1° Montrer que, dans l’anneau K[4] les éléments qui ne sont pas diviseurs de 
zéro sont des automorphismes. 

2° Rechercher les diviseurs de zéro de K{u] dans le cas où Æ = K*, et où u est 
l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice 


001 
A=|100 
010 


12.54. — Déterminer M e A.(6) telle que : (M?+M+1)(M-—216)? = 0, 
(M2+M+ISNM—26) # 0, (M-—216)? # 0. 


12.55, — Une matrice M e A (n) telle que : M°—2M?+M-—I, = 0 
est-elle diagonalisable ? 


12.56. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > Ô sur un corps 
K et ue Ê(E). A tout x e E on associe 4, = {P e K[X] | x e Ker P(u)}. 


1° Montrer que l’idéal annulateur 3 de u est N d,. On désigne par Q, le généra- 
xeE 


teur unitaire de 3,, appelé polynôme minimal de # en x. Montrer que le polynôme 
minimal Q de u est le PPCM des Q, (x € E). 

29 Soit (e, … e,) une base de E. Montrer que Q est le PPCM des polynômes 
Qess ss Des 

3° Soit (x, y)e E°?. Montrer que si @, et @, sont premiers entre eux alors 
Qrey = 0,0, En déduire qu’il existe a e E tel que Q = Q, (utiliser la décomposi- 
tion du polynôme minimal en facteurs irréductibles et la décomposition de l’espace 
qui lui est associée). 


12.57. — On appelle respectivement dérivation et translation, les endomor- 
phismes d et de C[X] respectivement définis par : 


Pr PX) € PA) P(XHI). 


+ 
; 1 
1° Justifier l'écriture : ? = e+f, avec f = Ÿ Pr d. 
«= À? 
2° Justifier Pécriture : d = Y —— 
k=1 k 
3° Trouver les polynômes minimaux des restrictions de d et ? au sous-espace de 
C{X1 constitué par les polynômes dont Le degré est strictement inférieur à un naturel 
donné n. 


12.58. — Mettre sous la forme réduite de Jordan les matrices : 


Le Fi “8 1 1 0 0 

-2 1 0 0 
2er ci 1 0 —1 —2 
4 1 1 


0 1 1 1 
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